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PREFAZIONE  ALLA  PRIMA  EDIZIONE 


(Novembre  1894) 


Xel  libro  che  ho  l'onore  di  presentare  al  pubblico  degli  stu- 
diosi, si  trova  riprodotta,  con^molte  aggiunte  e  non  senza  qualche 
lieve  modificazione,  quella  parte  delle  mie  lezioni  universitarie  che 
è  stata  pubblicata  già  da  molti  anni  in  edizioni  litografate. 

Ogni  paragrafo  ò  per  lo  più  accompagnato  da  Note  ed  Eser- 
cizi. I  teoremi  enunciati  nelle  Note  vi  sono  anche  qufisi  sempre 
dimostrati.  Benché  molti  di  essi  non  siano  meno  importanti  di 
quelli  dimostrati  nel  testo,  ho  stimato  tuttavia  trattarli  separata- 
mente nelle  Note,  potendo  essi  anche  omettersi  in  una  prima  let- 
tura del  libro  senza  che  perciò  venga  pregiudicata  l'intelligenza 
di  ciò  che  segue. 

Fra  le  varie  aggiunte  fatte  va  notato  il  capitolo  sui  principii 
della  teoria  degli  irrazionali  algebrici.  Questa  teoria  non  viene  or- 
dinariamente trattata  nei  corsi  di  algebra  complementare.  Mi  è 
parso  però  che  in  un  libro  sulla  teoria  delle  equazioni  non  potesse 
mancare  il  teorema  deirimpossibilitii  di  risolvere  per  radicali  le 
equazioni  di  grado  superiore  al  quarto,  e  nemmeno  l'altro,  che  ò 
pure  di  pertinenza  dell' algebra,  deirimpossibilità  di  trisecare  un 
angolo  qualunque  col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  adope- 
rati nel  senso  di  Euclide.  Del  resto  gli  altri  paragrafi  di  quel  ca- 
pitolo sono  un  fondamento  indispensabile  per  quanti  vogliano  av- 
viarsi ai  rami  più  elevati  dell'algebra  superiore. 


PREFAZIONE  ALLA  SECONDA  EDIZIONE 


(Maggio  1898) 


In  questa  nuova  edizione,  ad  eccezione  dei  capitoli  VI,  Vili,  XI(*) 
rimasti  pressoché  identici  a^Vi  omonimi  della  prima  edizione,  e 
del  capitolo  X  modificato  soltanto  leggermente,  tutta  l'opera  pre- 
senta, rispetto  alla  prima  edizione,  notevoli  miglioramenti,  rima- 
neggiamenti ed  aggiunte. 

Il  capitolo  IX  i^**)  è  quasi  interamente  nuovo.  In  questo  capitolo  ho 
stimato  opportuno  far  seguire  ai  teoremi  fondamentali  sulla  tras- 
formazione lineare  delle  forme  quadratiche  i  principii  della  teoria 
degli  invarianti  e  covarianti  tanto  utili  nella  trattazione  analitica 
delle  proprietà  projettive  delle  figui'e. 

Confido  anche  che  non  sia  per  sembrare  inopportuna  l'introdu- 
zione alla  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  fatta  in  modo  sommario 
nelle  Note  (pagg.  302-306  e  328-330)  ;  giacché  sembra  oggimai 
tempo  che  anche  queste  trascendenti  trovino  un  po'  di  posto,  ac- 
canto alle  trascendenti  elementari,  nei  libri  d'istituzione  destinati 
a  porre  ì  primi  fondamenti  dell'analisi. 

Finalmente  credo  utile  far  sapere  che  tutta  l'opera  è  stata  ac- 
curatamente riveduta  anche  per  quanto  riguarda  l'esattezza  delle 
formolo  e  la  correttezza  della  stampa. 


(•)  Che  sono  rispettivamente  i  capitoli  XIII,  XV  e  X  della  terza  edizione. 
(**)  Che  ò  divenuto  il  XVI  della  terza  edizione. 


PREFAZIONE  ALLA  TERZA  EDIZIONE 


(Maggio  1902) 


La  presente  edizione  delle  mie  lezioni  di  algebra  complementare 
si  distingue  in  particolar  modo  dalle  precedenti  per  l'aggiunta  di 
alcuni  capìtoli  nei  quali  ho  esposto  abbastanza  diffusamente  gii 
elementi  della  teoria  dei  numeri  naturali  e  di  quella  dei  numeri 
negativi  e  frazionarli,  in  una  parola  quei  primi  fondamenti  del- 
laritraetiea  e  dell'algebra  che,  per  il  passato,  si  presupponevano 
già  ben  famigliari  al  lettore. 

E  quasi  inutile  di  far  rilevare  che  aggiunte  cosiffatte  non  po- 
tevano avere  soltanto  lo  scopo  di  rendere  il  libro  accessibile  an- 
che ad  un  lettore  che  mancasse  dei  primi  rudimenti  ;  e  come  in- 
vece lo  sia  convinto  che  esse  potranno  riuscire  di  qualche  van- 
taggio anche  a  quella  particolare  classe  di  studiosi  ai  quali  il  mio 
libro  era  ed  è  più  specialmente  indirizzato. 

E  così  6  difatti,  e  per  doppia  ragione.  Primieramente  perchè 
anche  a  chi  già  si  trovi  in  pieno  e  sicuro  possesso  dei  primi  ele- 
roenti,  appare  spesso  utile  e  talora  anzi  necessario  (per  la  diffor- 
Daità  e  varietà  stessa  dei  metodi,  non  sempre  ugualmente  rigorosi, 
che  hanno  servito  ad  apprenderli)  di  richiamare  questo  o  quello 
^ei  punti  fondamentali  sui  quali  si  accinge  ad  elevare  il  nuovo 
edifizio,  allo  scopo  di  valutarne,  con  sintesi  uniforme  rapida  e  ri- 
gorosa, la  portata  precisa  ed  il  nesso  logico  che  li  congiunge  alle 
verità  già  conseguite  o  da  conseguirsi.  L'altra  ragione  poi  ha  la 
BOA  radice  nel  desiderio,  ben  naturale,  di  ogni  spirito  scientifico 
^i  ricollegare  quel  complesso  di  verità  che  attualmente  lo  inte- 
ressa, alle  stesse  forme  primordiali  del  raziocinio,  deducendole 
^*  esse,  non  solamente  per  la  via  più  semplice  e  più  diretta,  ma 
altresì  nel  modo  più  confacente  all'attuale  suo  punto  di  vista;  digui- 
sachè  i  primi  elementi  si  presentino  addirittura  sotto  quella  me- 
desima luce  che  su  di  essi  hanno  gettato^  assai  più  tardi  e  sol- 
tanto come  per  riverbero,  quelle  stesse  verità  di  ordine  più  ele- 
vato che  sono  appunto  l'oggetto  del  nuovo  trattato. 

Aggiungerò  che  V  indirizzo  combinatorio  da  me  adottato  per 
l' esposizione  dei  primi  fondamenti ,  nel  mentre  risponde  piena- 
mente a  quest'ultima  ragione  puramente  scientifica,  ò,  a  mio  av- 


—  vili  — 

viso,  il  più  consigliabile,  anche  dal  punto  di  vista  didattico,  per 
la  preparazione  elementare  a  qualsiasi  ramo  delle  matematiche 
razionali.  Si  veggano,  a  proposito  di  tutto  ciò,  le  mie  tre  pubbli- 
cazioni (riunite  nel  volume  XXXIX,  1901,  del  Giornale  di  Matemati- 
che di  Battagliui)  :  8ulV  ordine  di  precedenza  fra  le  operazioni  fon- 
daraentali  delV  aritmetica — Stdla  genesi  combinatoria  delV  aritme- 
tica— Il  concetto  di  valore  e  V  introduzione  nelV  aritmetica  dei  nu- 
meri negativi  e  frazionarii. 

Devo  anche  notare  come,  dopo  V  aggiunzione  delle  teorie  ele- 
mentari cui  si  è  ora  accennato,  mi  6  parso  indispensabile  sosti- 
tuire al  titolo,  di  indole  puramente  scolastica,  di  lezioni  di  algebra 
complementare  quello  più  scientifico  di  istituzioni  di  analisi  alge- 
brica; giacché  quest'ultimo  rappresenta  assai  meglio  la  natura  del 
mio  libro  quale  esso  è  attualmente,  cioè  la  fusione  in  un  tutto  omo- 
geneo degli  elementi  dell'algebra  e  dei  loro  complementi. 

Per  quanto  riguarda  gli  altri  miglioramenti  apportati  al  mio 
libro  in  questa  nuova  edizione,  basteranno  due  parole.  Essi  con- 
sistono principalmente  in  un  certo  maggiore  sviluppo  dato,  in  ap- 
posito capitolo,  agli  elementi  di  analisi  combinatoria  e  special- 
mente ai  primi  elementi  della  moderna  teoria  dei  gruppi  ;  nell'ag- 
giunta di  un  nuovo  capitolo  consacrato  alle  generalità  sulla  con- 
tinuità e  derivabilità  delle  funzioni;  e  finalmente  nell'aggiunta  di 
alcuni  nuovi  §§  (i  §§  9,  10,  1 1  e  12  del  capitolo  XI)  nei  quali  vengono 
esposti  gli  elementi  della  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  che  per  il 
passato  orano  stati  soltanto  sommariamente  accennati  nello  Note. 


AWEBTEirZA 

Quei  §§  che  nell'indice  delle  materie  sono  contrassc^^nati  con  un  aste- 
risco, sono  destinati  specialmente  ai  |2^iovani  che.  ottenuta  la  licenza,  in- 
tendono poi  proseguire  gli  studi  di  matematiche  pure.  In  ogni  modo  tutti 
coloro  che  crederanno  ravvisare  in  essi  un  complemento  utile,  se  non  in- 
dispensabile, alla  loro  coltura  matematica,  potranno  ometterli  in  una 
prima  lettura  del  libro  e  ritornarvi  sopra  più  tardi  dopo  aver  espletato 
il  corso  in  tutte  le  sue  parti  più  fondamentali. 

Alcuni  altri  §§  (p.  es.  il  4*^  del  Gap.  XIII)  vengono  svolti  ordinaria- 
mente nel  corso  di  calcolo  infinitesimale,  ed  altri  (Gap.  XVI,  1-8)  vengono 
spesso  esposti  in  modo  pressochò  equivalente,  benché  con  veste  geome- 
trica, nei  corsi  paralleli  di  geometria  analitica  e  di  geometria  projettiva. 
Quanto  poi  ai  Gapitoli  I,  Il  e  IV,  essi  non  sono  che  un  riassunto  di  quel  1  fi- 
parte  dell'  insegnamento  secondario  che  è  necessaria  a  chi  imprende  lo 
studio  dell'  algebra  rom])lementare. 
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Note  ed  Esercizi 
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divisore  

Note  ed  Esercizi ^ 
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in  fattori  primi 
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—Massimo  comun  divisore  e  minimo   multiplo   di    numeri 
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Disposisioni ,  permutazioni  ,  inversioni  nello  permuta- 
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Note  ed  Esercizi.     .     . . 
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Operazioni  con  nameri  razionali. 


-  Genesi  combinatoria  del  concetto  di  valore pag,  123 

■  Legge  razionale  dei  valori »     124 

-  Il  concetto  di  valore  considerato  come  estensione  del 
concetto  di  numero »     127 

-  Proprietà  aggregativa  della  legge  razionalo  dei  valori. 
Somma  di  due  numeri  razionali »     129 

-  Riduzione  degli  aggregati.  Valori  positivi  e  negativi  ; 
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-  Sistema  di  simboli  atti  a  raffigurare  tutti  i  numeri  ra- 
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espressione >     132 

-  Differenza  di  due  numeri  razionali.  Trasporto  di  termini 
dal  primo  al  secondo  membro  di  uu^eguaglianza.     .     .     >     136 
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semplice  espressione >     138 

Proprietà  compositiva  della   legge   razionale   dei   valori. 

Prodotto  di  due  numeri  razionali »     140 

Note ^     148 

§  10. <* — Proprietà  distributiva- della  moltiplicazione    dei    numeri 

razionali >     144 

Note  ed  Esercizi >     146 

§  11.** — Quoto  di  due  numeri  razionali >      ivi 

§   12.0 — Espressioni  razionali.  Equazioni  algebriche >     150 

§  13.** — Risoluzione  di  equazioni  di  1°  grado >     154 

Note  ed  Esercizi >     156 

§   14.** — Risoluzione  di  un^equazione  algebrica,  con  un^incognita, 

di  qualsivoglia  grado >     157 

§  lo.** — Concetto  generale  di  funzione    di    una    o    più    variabili. 

Funzioni  intere  e  funzioni  razionali »     159 
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Teoria  del  determinanti  e  saa  applicazione 
alla  risoluzione  dei  problemi  algebrici  di  1^  grado. 
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§  S.**  —  Aggiunti  di  un  determinante »  ivi 

Note  ed  Esercizi >  181 

§  4.<>  —  Sistema  di  n  equazioni  lineari  ed  omogenee  fra  n  inco- 
gnite    »  182 

Note  ed  Esercizi »  186 

§  5.<*  —  Risoluzione  di  un  sistema  qualunque  di  m  equazioni  li- 
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Note  ed  Esercizi »  196 
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Sistema  di  m  equazioni  lineari  non  omogeneo  con  n  in- 
cognite. Condizioni  di  compatibilità pag   19B 

Note  ed  Esercizi.  (Interpretazioni  geometriche)    ....     »     198 
Sviluppo  di  un  determinante  per   mezzo    di    prodotti   dì 
minori  complementari.  Regola  per  il    prodotto  di   due 

determinanti »  •  200 

Note  ed  Esercizi »     205 
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zioni con  coefficienti  interi) »     218 
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Elemonti  del  calcolo  delle  funzioni  razionali  intere 
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Sulla  determinazione  delle  funzioni  intere.  Interpolazione. 

Note  ed  Esercizi 

La  regola  di  Huffini.  Abbassamento  del  grado  di  un^equa- 

zione  di  cui  si  conosca  una  soluzione 

Note  ed  Esercizi 

Altra  dimostrazione  del  principio  d^dentità 

Nota 

Nuova  dimostrazione   e    generalizzazione    della    formola 

del  binomio.  (Formola  di  Vandermonde) 

Note  ed  Esercizi 

Legge  di  derivazione.  Sviluppo  di  Taylor 

Note  ed  Esercizi 

-Nuova  dimostrazione  della  formola  per  la  potenza  di  un 
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Derivazione  parziale.  Sviluppo  di  Taylor  per  funzioni  in- 
tere di  più  variabili 
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Operazioni  con  namori  reali. 
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razionali   ^ >  261 

§  2.°  —  Definizione  dei  numeri  irrazionali »  204 

Note  ed  Esercizi »  268 
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§  d.*>  —  Critorii  per  rioonoscere  Tugaaglianza   o   disuguaglianza 

di  due  numeri  definiti  per  mezzo  di  classi i>o<7>  ivi 

Note  ed  Esercizi >  269 

§  4.*>  —  Operazioni  fondamentali  con  numeri  reali >  270 

Note  ed  Esercizi »  279 
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Note  ed  Esercizi »  287 
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§  8.**  —  Serie  a  termini  reali >  802 

Note  ed  Esercizi.  (Influenza  dell'ordino  dei  termini  sulla 

somma  delle  serie) »  808 

§  9.*>  —  Serie  a  termini   reali  e  positivi >  810 

Note  ed  Esercizi.  (Teorema  di  Kummer) »  816 

§   10."* — Serio  esponenziale.  Logaritmi  naturali  dei   numeri  reali.  »  817 

Note  ed  Esercizi >  824 

§  ll.« — Frazioni  continue >  825 

Note  ed  Esercizi ,     ...»  838 
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Generalità  sulla  oontlnaltà  e  derivabilità  delle  funzioni 

di  variabili  reali. 


§  1.**  —  Campo  di  variabilità  reale  di  specie  n 

Note  ed  Esercizi.     . 

§  2.*>  —  Interno,  contorno  e  confino  di  un  campo 

Note  ed  Esercizi 

§  8.0  —  Estremo  superiore  ed  estremo  inferiore  di  un   campo   fi- 
nito di  prima  specie 

Note  ed  Esercizi 

§  4.<> — Continuità  delle  funzioni  di  una  variabile  reale      .     .     . 
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§  5.«  —  Sulla  continuità  delle  funzioni  intere 

§  6.0  —  Sulle  radici  di  una  funziono  continua  di    una   variabile 

reale 

Note  ed  Esercizi 

§  7.0  —  Definizione  generale  della  derivata  di  una   funziono.  E- 

sempi 

Note  od  Esercizi 

§  8.^  —  Derivata  della  somma,  del  prodotto  e  del  quoto   di   due 

funzioni 

Note  ed  Esercizi 

§  9.<*  —  Sulla  multiplicità  delle  radici  di  un^equazione    .... 

Nota 

§  10. — Interpretazione  geometrica  di   una   funzione  e  della  sua 

prima  derivata 

Noto  ed  Esercizi 
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*§  18.° — Altri  teoremi  sulle  funzioni  continue  di  più  variabili  reali,  pag.  866 
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CAPITOLO  IX. 


Proprietà  generali  delle  equazioni  a  coeflQLclentl  reali. 


§  l.o  —  Osservazioni  preliminari »  869 

Esercizi 371 

§  2.®  —  Parità  o  disparità  del  numero  di  radici  di  un^equazione 

comprese  fra  due  numeri  dati.  (Coordinate  ellittiche)  .  >  ivi 

Note  ed  Esercizi •  878 

§  3.0  —  Segni  di  f(x)  e  di/'(x)  in  prossimità  delle  radici  di  /(x)=:0. 

Conseguenze  diverse >  874 

Note  ed  Esercizi.  (Polinomi  di  Legendre) ,  »  878 

§  4.<>  —  Variazioni  e  permanenze.  Teorema  di  Budan  e  Fourier. 

Begola  dei  segni  di  Cartesio »  879 

Note  ed  Esercizi.  (Teorema  di  Laguerre) »  884 

§  5.0  — Teorema  di  Sturm »  886 

Note  ed  Esercizi >  890 


CAPITOLO  X. 


BUoluKlone  namerlca  delle  eqaazlonl. 

§  !.<>  —  Determinazione  di  limiti  ohe  comprendano  le  radici  reali 

positive  (o  negative)  di  un'equazione  a  coefficienti  reali.  »  892 

Note  ed  Esercizi »  897 

§  2.^  —  Separazione  delle  radici  reali    di  un'  equazione   a    coeffi- 
cienti reali »  898 

Note  ed  Esercizi »  400 

§  8.®  —  Applicazione  del  calcolo  delle  differenze »  ivi 

Note  ed  Esercizi »  406 

*§  4.<>  —  Altri  teoremi  sul  calcolo  delle  differenze »  408 

Note »  411 

§  5.^  —  Approssimazione  delle   radici.    Metodo   di    Newton.    Ag- 
giunte di  Fourier »  418 

Esercizi »  418 

§  6.<*  —  Metodo  di  Horner  per  Tapprossimazione  delle  radici.  Uso 

simultaneo  dei  metodi  di  Horner  e  di  Newton     .     .     .  >  ivi 

Note  ed  Esercizi »  422 


CAPITOLO  XI. 


Operazioni  con  namerl  complessi. 


§  1.®  —  Operazioni  fondamentali »  424 

Esercizi >  481 

§  2.<*  —  Rappresentazione  geometrica  dei  numeri  complessi     .     .  »  ivi 

Esercizi »  485 
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§  S.<>— Forma  trigonometrica  di  un  numero  complesso.     .     «     »  pay.  ivi 

Note  ed  Esercizi »  4H9 

§  4.*^  —Radici  dei  numeri  complessi »  440 

Noto  ed  Esercizi *  446 

|if  5-*=»  —Limiti  e  serie  di  numeri  complessi »  448 

Note  ed  Esercizi.  (Teoremi  di  Dirichlot  e  di  Abel.  Serie 

binomiale) »  451 

§  (».«3  — Forma  esponenziale  dei  numeri  complessi.  Kelazioui  fra 

le  funzioni  trigonometriche  e  le  funzioni  esponenziali.  >  454 

Note  ed  Esercizi 459 

^  7  .***  — Logaritmi  naturali  dei  numeri   complessi.   Kelazioni   fra 

le  funzioni  logaritmiche  e  le  funzioni  ciclometriche    .  »  400 

Note  ed  Esercizi »  4G2 

*|  S-«»  —  Numeri  Bernoulliani  e  loro  relazione  colle   sommo   delle 

potenze  simili  dei  numeri  naturali 9  4(i8 

Note  ed  Esercizi »  406 

»§  V>.«  —  Le  funzioni  0  di  Jacobi »  467 

Note  ed  Esercizi >  470 

«§   1 0.»— Kelazioni  fondamentali  fra  le  quattro  funzioni  d    .     .     .  >  471 

Note  ed  Esercizi »  475 

*%  11.*— Funzioni  ellittiche  a  periodi  indipendenti »  476 

Note  ed  Esercizi >  479 

*i  12.«— Derivate  delle  funzioni  ellittiche.  Le    funzioni   ellittiche 

ordinarie:  sn(ti  ,  k)  ,  cn(tt  ,  k)  ,  dn(tt  ,  k) >  480 

Note >  482 

*§  ld.«— Serie  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  e  positive 

di  una  variabile >  488 

Note  ed  Esercizi.  (Serie  ipergeometrica.  Serie  logaritmica).  »  489 

CAPITOLO  XIL 


Delle  radici  dell'equazione  di  grado  n. 

§   l.<*  —  Teorema  fondamentale    dolP  esistenza    di    una    soluzione 

reale  o  complessa  di  un^equazione  qualunque  di  grado  n.     »     495 
*§  2.**  —  Dimostrazione  del   Postulato  ammesso  nel  §  precedente.     »     498 
§   3.**  —  Ogni  equazione  di  grado  n  ammette  precisamente  n   ra- 
dici distinte  o  non  distinte >     501 

Note  ed  Esercizi.  (Porismi) »     505 

§  4.**  —  Belazioni  fondamentali  fra  le  radici  ed  i   coefficienti   di 

un'equazione >     507 

Esercizi »     511 

§    o.**  —  Delle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  un'equazione 

del  grado  n 512 

Note  ed  Esercizi »     518 

§   6."  —  Discriminante  di  un'equazione.  Bisoluzione  generale  delle 

equazioni  di  2°  grado ^     520 

Note  ed  Esercizi ^     524 

§    7.^  —  Decomposizione  delle  funzioni  intere  a  coefficienti   reali 

in  fattori,  a  coofficienti  reali,  di  1^  e  di  2^  grado    .     .     »     526 

Esercizi 9     529 

§  8.**  —  Espressioni  radicali.  Eliminazione  dei  radicali  dalle  equa- 
zioni algebriche 9     529 

Note  ed  Esercizi >     537 

*§  ^•'^  —  Sviluppo  delle  funzioni  razionali  in  serie  procedenti  se- 
condo le  potenze  della  variabile.  Modulo  minimo  delle 
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10.^ — Le  funzioni  simmetriche  completo.  Teoremi   sul   modulo 

massimo  delle  radici  di  uu'ecxuazione »     543 
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Teoria  generale  della  di¥isibilità  e  dell'eliminazione. 
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§  4.^  —  Decomposizione  di    una    funzione    razionale    in   frazioni 

parziali 

Note  ed  Esercizi 
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Note  ed  Esercizi 
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cognite    
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*§  7.^  —  Teoremi  di  Bézout  suir  eliminazione  fra    più    equazioni 

con  altrettante  incognito 

Note  ed  Esercizi.  (Eliminazione  col  metodo  delle  funzioni 
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Trasformazione  delle  equazioni.  Risoluzione  generale 
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Trasformazione  lineare  di  una  variabile.  Trasformazione 
lineare  di  un'equazione  ad  un'incognita  ...... 

Note  ed  Esercizi.  (Sostituzioni  lineari  a  coefficienti  Interi) 

—  Trasformazione  a  radici  aumentate 

Esercizi 

—  Trasformazione  a  radici  multiple.  Determinazione   delle 

radici  razionali  dì  un'equazione  a  coefficienti  razionali. 
Note  ed  Esercizi.  (Metodo  dei  divisori) 

—  Trasformazione  a  radici  reciproche.  Equazioni  reciproche. 
Note  ed  Esercizi 

—  Risoluzione  generale  delle  equazioni  del  3"  grado.     .     . 
Note  ed  Esercizi 
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§  9.^  —  Metodo  di  Lagrange  por  la  risoluzione   delle   equazioni 

di  8**  e  4^  grado pag,    ivi 

Note  ed  Esercizi »     625 

*§  lO.^—Altre  trasformazioni  di  equazione  Teoremi  di  Jerrard  e 

di  Sylvester »     627 

Note »     630 
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Prlucipli  della  teoria  dogli  Irrazionali  algebriol. 

*§   1.^  —  Della  riduttibilità  e  irreduttibilità  delle  equazioni  in  un 

dato  campo  di  razionalità >     681 
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»    115:  linea  35™»:  in  luogo  di  (art.         ),  leggi  (art.  213). 
»    289  :  neir  enunciato   del   secondo    teorema   delT  art.  288  sono 
sottintese  le  parole  :  alV  infuori  del  gruppo  alternato, 
y>    339  :  neirultima  formola  :  in  luogo  del  primo  membro  : 


V(x3-a:i)*-f(y2-yi)H(23-2i)2    leggi    V(J?3-3Ci)^+(y3-yi)H(28-2i)^ 

»    342  :  linea  38"»*  :  in  luogo  di  tutti  i  punti,  leggi  tutti  punti, 
7>    357  :  in  luogo  di  §  8^,  leggi  §  D»,  e  così   poi   a   pg.   359,   in 
luogo  di  §  90,  leggi  §  IQo  ;  e  così  di  seguito  pei  rima- 
nenti §§  del  capitolo  Vili. 
»    362  :  line  6*  :  in  luogo  di  a*,  ,  x^ , . . . ,  3c^  ,  leggi  a?! ,  ay^ , . . . ,  x^. 

>    410:  nell'eguaglianza  (I')  :  in  luogo  di  Ay(a?),  leggi    —P— . 

»    442  :  linea  22™»  :  in  luogo  di  daopUf  leggi  dando, 

469:  nella  formola  (6):  in  luogo  di  (w  +  ^Jleggi  (w  +  ^ì. 

»    480:  in  luogo  della  seconda  formola,  leggi: 

,  ,      snM  cnv  dnv  +  snt?  cnu  dnw 

sn(w  4-1;)  = — . 

1  —  A:*  sn^M  Burv 

»    483  :  linea  5*  :  in  luogo  di  per  h  =  0,  leggi  per  k  =  0. 
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INTRODUZIONE 


1.  La  presente  opera  ha  per  oggetto  principale  di  stabilire  i  fon- 
damenti dell'analisi  così  detta  algebrica^  potendosi  opportunamente 
definire  per  analisi  algebrica  quel  ramo  dell'  analisi  matematica 
che  ha  per  oggetto  lo  studio  delle  funzioni  algebriche. 

Per  comprendere  quindi  quale  sia  il  campo  preciso  dell'analisi 
algebrica  e  come  esso  si  differenzii  da  quello  dell'analisi  trascen- 
dentale è  necessario  richiamare  il  concetto  generale  di  funzione 
e  farsi  una  chiara  idea  della  distinzione,  odiernamente  adottata, 
di  tutte  le  tlinzioni  analitiche  in  funzioni  algebriche  e  funzioni  tra- 
scendenti. 

2.  Come  si  vede,  non  è  possibile  dare  fin  d' ora  il  concetto  di 
funzione  algebrica  se  non  a  coloro  che  già  abbiano  una  certa  co- 
noscenza dei  primi  elementi  deiraritmetica  e  dell'algebra;  e  sol- 
tanto a  costoro  sono  destinate  le  poche  parole  che  qui  premettiamo 
&  guisa  di  prolusione.  Gli  altri,  che  pur  volessero  attingere  da  esse 
il  concetto  di  funzione  algebrica ,  potranno  ritornarvi  più  tardi , 
dopo  aver  letto  i  punti  principali  dei  capitoli  I,  II  e  IV  di  queste 
istituzioni  ;  e  specialmente  quanto  è  detto  alla  fine  del  capitolo  IV 
circa  la  nozione  generale  di  funzione  e  quella  particolare  di  fun- 
zione  intera. 

3.  Una  variabile  y  si  dice  funzione  algebrica  delle  p  variabili 
indipendenti  x^  ,  Xj  , .  . . ,  Xp  allora  e  soltanto  quando  il  legame 
f^O'  Ze  p  -f  1  variabili  y  ,  X|  ,  Xj  ,  •  .  .  ,  Xp  ^ì  può  esprimere  con  una 
^9^(^zione  : 

F(y  ,  Xj  ,  x,  ,  . .  .  ,  Xp)  =  0, 

«wendo  il  primo  mehJ>ro  una  funzione  intera  delle   p  +  1    varia- 
y  ,  Xj  ,  Xj  ,  • . .  j  Xp. 
^n  altri  termini:  il  legame  fra  le  y  ,  acj ,  ar^  , .  .  . ,  Xp  dev'  essere 
della  forma  : 


2JA./j:i*'a:,"* .  .  .  Xp*^=  0, 


essendo  le  A  certi  coefiScienti  costanti  e  gli  esponenti  a,  «j ,...,  «p 
dei  numeri  interi  e  positivi.  Così,  ad  esempio,  se  fra  le  tre  varia- 
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bili  Xy  y,  z  si  ponga  il  legame  : 

2xYz  -  4x^2*  -  5xYz^  +  SxY  -7  =  0, 

una  di  esse,  per  esempio  la  z,  sarà  fanzione  algebrica  delle 
rimanenti  x  ed  y. 

4.  In  particolare,  se  y  sia  nna  fanzione  algebrica  dell'unica 
riabile  x,  il  legame  fra  y  ed  x  sarà  della  forma  : 

2]A.a;V=0. 

Dalla  natura  di  questa  relazione  emerge  chiaramente  che,  8 
luogo  di  considerare  come  variabile  indipendente  la  x  e  come 
riabile  dipendente  la  y,  si  consideri  invece  come  variabile  i 
pendente  la  y,  la  x  verrà  del  pari  ad  avere  il  carattere  di 
funzione  algebrica  di  y,  A  seconda  che  si  scelga  la  x  ovvero 
come  variabile  indipendente,  si  scriverà  dunque  : 

y  =  f{x),    oppure    x  =  ?(y), 

ma  le  due  funzioni  /"  e  ?,  in  generale  fra  loro  ben  distinte, 
ranno  entrambe  algebriche. 

Cioè  :  la  funzione  inversa  di  una  funzione  algebrica  è  del 
una  funzione  algebrica, 

5.  Tutte  le  funzioni  che  non  sono    comprese   nella   catego 
testé  definita ,  delle  funzioni  algebriche ,  si  dicono   funzioni 
scendenti. 

Sarà  ora  conveniente  di  passare  in  rivista  tutte  quelle  fan: 
che  si  presentano  fino  dagli  elementi  dello  matematiche,  per 
dere  quali  di  esse  siano  funzioni  algebriche  secondo  la  definiz 
da  noi  data,  e  quali  siano  invece  da  classificarsi  fra  le  funj 
trascendenti. 

6.  Le  funzioni  più  semplici,  almeno  dal  punto  di  vista  delh 
struzione  della  loro  espressione  analitica,  sono  le  stesse  funs 
intere.  Esse  sono  evidentemente  algebriche ,  poiché ,  se  y  è 
funzione  intera  delle  variabili  x^  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  Xp,  si  ha  : 

y  =  ^  Axj    Xjj    .  .  .  Xp     , 
d'  onde  : 

y  -'2j  ^^1*^ ^2^  •  •  •  ^p*^  =  ^» 

cioè  il  legame  fra  ?/  e  le  x^  ,  x^  ,  .  .  .  ,  Xp  è  espresso  appunto 
r  uguagliare  a  zero  una  funzione  intera  delle  p  +  1   variabil 

Xi  ,  Xg  ,  •  •  •  ,  Xp. 

7.  Dopo  le  funzioni  intere  si  presentano  le  funzioni  così  i 
razionali.  Esse  si  possono  sempre  ridurre  alla  forma  di  quo 
due  funzioni  intere  ;  cosicché  so  y  è  una  funzione  razionale 
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^1  j  ^s  »  *  •  '  9^pi  si  potrà  scrivere  : 

2j^'-1    ^2       •••  ^p  ^ 


y  =  ^ 


Da  questa  espressione  emerge  che  le  funzioni  razionali  appar- 
tengono alla  categoria  delle  funzioni  algebHche. 
Daìla.  precedente  eguaglianza  si  deduce  infatti  : 

f/'ì  ^B.Xi*'a;2** .  .  .  xj'p  l  -^A-a,*'»/' .  .  .  x/p  =  0 

che  è   appunto  un'equazione  il  cui  primo  membro  è  evidentemente 
una  funzione  intera  delle  jp  4-  1  variabili  y  ,  a?!  ,  J^g ,  .  .  .  ,  scp. 

8.  Sono  del  pari  algebriche  le  funzioni  la  cui  espressione  si  com- 
pone operando  sulle  variabili  indipendenti  x\  j  x^  , .  .  .  ,  Xp  q  sopra 
un  certo  numero  finito  di  costanti,  oltreché   colie   quattro   opera- 
zioni Tondamentali,  anche  coirestrazione  di  radice  ad  indice  intero. 
Ciò   non  può    essere    dimostrato    completamente    che   più  tardi 
(quando  avremo  stabilita  la  teoria  delle  funzioni  simmetriche  delle 
radici    eli  una  equazione). 
È  pc5r"ò  facile  di  persuadersene  con  qualche  esempio. 
Sia  x> ,  es.  la  funzione  : 


Di  qui      si  deduce  : 


V3ar*  +  Vx*  - 
x^T5~ 


3 


(y  - 1)'  = 


3x^  4-  'Jx^  -  5 


;cH5 
e  facendo  sparire  il  denominatore  : 


(V  -  l)\x^  +  5)  =  3x^  +  \lx^  -  5  ' 

onde  anche,  portando  il  termine  Sa:''  nel   primo   membro   ed   ele- 
vando quindi  al  cubo  i  due  membri  : 

[{y  -  iy{x^  -f  5)  -  Sx^Y  =  a*  -  5 
e  finalmente.: 

[(y  -  iy{x^  +  5)  -  3x^f  _  a:*  +  5  -  0. 

Cioè,  sviluppando  il  cubo  nel  primo   membro,  V  equazione   che 
lega  y  ed  X  prenderà  appunto  la  forma  sopra  indicata  : 

f{x,7j)  =  0 
in  cui  /'  esprime  una  funzione  intera  dì  x  ed  y. 

9'  Veniamo  ora  alle  funzioni  trigonometriche  quali  sinar,  cosa;,  Xgx. 
^^  sono  tutte  trascendenti,  del  che  possiamo  convincerci  ba- 
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sandoci  sulla  proprietà,  comune  a  tatte  queste  funzioni,  di  essex: 
periodiche. 

Esse,  infatti,  riprendono  sempre  lo  stesso  valore  quando  all'a  - 
gomento  x  si  dia  un  aumento  di  un  multiplo  intero  positivo  o  n  « 
gativo  di  2t:,  intendendo  con  2-  quel  numero  costante  che  espriinz 
il  rapporto  fra  la  lunghezza  di  una  circonferenza  ed  il  suo  ra  ^ 
gio.  Ciò  posto,  supponiamo  p.  es.,  se  è  possibile,  che  la  funzìoK: 
y  =  sinx  fosse  una  funzione  algebrica  ;  si  avrebbe  allora  fra 
ed  y  una  relazione  della  forma  intera  \ 


^A.2/*.ajP  =  0. 


Questa  relazione  dovendo  essere  verificata,  se  per  x  si  prenci 
un  valore  qualunque  Xq  +  20t:  (0  intero  positivo  o  negativo)  e  pe 
y  il  valore  coiTispondente  : 

y  =  sin(arQ  +  20t:)  =  sinajQ , 

si  avrà,  qualunque  sia  il  numero  intero  0  : 

^A.(sinaJo)*.(cro  +  2T:e)?=--0, 

cioè,  sviluppando  ed  ordinando  secondo  le  potenze  di  6,  un'equa- 
zione della  forma  : 

«0^"*  +  aiO'»-^  +  .  -  .  +  a^^jO  +  a„  =  0 

in  cui  le  Oq  ,  aj  , .  .  .  sono  coeflftcienti  costanti  che  dipendono  dalle 
A  e  da  Xq. 

Quest'  equazione  in  0  sarebbe  dunque  soddisfatta  dalle  infinite 
soluzioni  0  =  1,  2,  3,  4,  .  .  . 

Ora  ciò  è  contrario  ad  un  teorema  fondamentale  che  verrà  di- 
mostrato in  questa  stessa  opera  \  cioè  che  :  un'equazione  algebrica 
di  grado  n  ad  una  incognita  non  può  mai  ammettere  piii  di  n 
soluzioni  differenti, 

10.  Per  ragione  analoga  non  può  considerarsi  come  algebrica 
la  funzione  esponenziale  : 

dove  a  è  una  costante.  Noi  potremo  infatti  dimostrare  che  questa 
funzione  è  del  pari  periodica,  di  natura  affine  alla  natura  delle 
funzioni  trigonometriche,  basandoci  sulle  formolo  di  Eulero  : 


,\I-l       -ob.n/-!  a;.\/-l       -x,\f^l 


X 

e           —e                           e           •\-  e 
sinar=; :^^ ,  cosa;= 

2^-1  2 

che  dimostreremo  a  suo  luogo,  nelle  quali  e  è  una  certa  costante 
numerica  : 

e  =  2,7182818284 
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Da  queste  formole  già  apparisce  che,  se  la  funzione  e^  fosse  al- 
gebrica^ tali  dovrebbero  pure  essere  le  funzioni  sinx  e  cosse  con- 
trariamente a  quanto  si  è  sopra  osservato. 

11.  rinalmente  sarà  del  pari  trascendente  la  funzione  : 

y  =  lo^^jr, 

poiché,  se  essa  fosse  algebrica,  dovrebbe  essere  del  pari  algebrica, 
come  si  è  notato  più  sopra,  la  sua  funzione  inversa  : 

che  è  di  nuovo  una  funzione  esponenziale. 

Le  funzioni  trigonometriche,  esponenziali   e   logaritmiche   sono 
dunque  da  dassiflcarsi  fra  le  funzioni  trascendenti. 

12.  Ritornando  alle  funzioni  algebriche,  è  chiaro  che  il  problema 
principale  di  cui  dovremo  occuparci,  è  il  seguente:  dato  un  sistema 
eli  equazioni  algebriche: 

f(x  ,  y  ,  z...)  =  0  ,  <p(x  ,  y  ,  z...)  =  0  ,  ^/(x  ,  y  ,  z...)  =  0,...       (a) 

Va  altrettante  incognite  x  ^  y  ,  z,  .  . . ,  determinare  il  sistema  o  i 
istemi  di  valori  delle  incognite  x  ,  y  ,  z  ,  .  . .  per  %  quali  tutte  le 
ette  equazioni  restano  soddisfatte. 

La  risoluzione  di  questo  problema  si  suol  ridurre  a  quella  dei 
problemi  parziali  che  qui  indichiamo. 

a)  Ricondurre  il  sistema  (a)  delle  n   equazioni   con   n  inco- 
^[^nite  ad  equazioni  algebriche  contenenti  ciascuna  una  sgla  inco- 

nita.  In  ciò  consiste  la  cosi  detta  eliminazione  la  cui  teorìa  ab- 
raccia  un  campo  assai  esteso  nel  quale  molto  ancora  resta  a  farsi. 

b)  Data  un'equazione  algebrica  ad  una  sola  incognita  : 

a^x**  +  a^x^"^  +  .  .  .  +  «n-i^  +  ««  =  0 

:ln  cui  le  a  sono  coefficienti  che  devono  considerarsi   come   cono- 
sciuti, determinare  i  valori  di  x  che  vi  soddisfano. 

Considerando  i  coefficienti  conosciuti  Oq  ,  a^  ,  .  . .  come  delle  va- 
xiabili  indipendenti,  Tequazione  scritta  viene  a  definire  la  x  come 
Tina  certa  funzione  algebrica  x  =  (({a^  ,  a^  ,  a^ ,  ,  .  ,  ,  a^)  dei  coef- 
ficienti, e  lo  studio  della  natura  di  questa  funzione  e  delle  sue  pos- 
sibili espressioni  analitiche  dà  luogo  alla  teoria   della   cosi  detta 
risoluzione  generale  delle  equazioni. 

Si  chiama  invece  risoluzione  numerica  delle  equazioni  quel  com- 
plesso di  metodi  per  mezzo  dei  quali ,  una  volta  assegnati  certi 
speciali  valori  numerici  pei  coefficienti  numerici  a^  ,  a^  ,  . .  . ,  si 
giunge  a  determinare  il  valore,  o  i  valori  numerici  che  vi  corri- 
spondono per  l'incognita. 

13.  Si  supponga  dato^  per  esempio,  il  sistema  di  due  equazioni 
con  due  incognite  x  ,  y: 

ax^  +  6y*  +  cxy  +  dx-h  ey  -j-  g  —  0     ì 

(«) 

Ax  +  By  +  e  =  0  J 
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Si  vogliano  le  coppie  di  valori  x  ed  ^  che  soddisfano  ad  en- 
trambe. Si  comincerà  dakWeliminare  una  delle  dae  incognite,  p.  es. 
la  Xj  ricavandone  il  valore  dalla  seconda  equazione^  e  sostituen- 
dolo nella  prima. 

Si  ottiene  cosi  V  equazione  : 

PoV^  +Piy'^Pi  =  0  (p) 

dove  : 

Po  =  aB»  +  6A»  -  cAB 

Pi  =  2aBC  -  cCA  -  dBA  +  eA« 

p^  =  aC«  -  dCA  +  flrA». 

L'  equazione  (P),  essendo  di  secondo  grado,  ci  dà  per  y  ì  due 
valori  : 


,,  _  -.Pi+Vpi^-4j?oPa  _-Pi-'JPi^-^PoPi 

ciascuno  dei  quali  accoppiato  con  un  opportuno  valore  di  x  potrà 
soddisfare  alle  (a).  Dalla  seconda  delle  (a)  si  deduce  immediata- 
mente per  i  valori  x^  ,  x^  da  accoppiarsi  rispettivamente  con  y^ ,  y^i 

_      By,  +  C  _     By.  +  C 

X,-  ^—    ,     x,-~       ^      . 

14.  Il  sistema  delle  (a)  ammette  dunque  in  generale  due  sistemi 
di  soluzioni,  i  quali  però  cessano  di  esistere  realmente  quando 
Pi^  -  ^PoPi  sia  negativo.  Vedremo  però  a  suo  tempo  come  anche 
in  questo  caso  si  possa  dare  un  significato  alle  formolo  di  risolu- 
zione mediante  la  considerazione  dei  numeri  cosi  detti  comjìlessi. 
Noi  vedremo  che,  generalmente  parlando,  la  risolubilità  di  un  si- 
stema qualunque  di  n  equazioni  algebriche  con  n  incognite  è  ap- 
punto subordinata  all'  introduzione  neir  algebra  di  questa  nuova 
classe  di  enti  aritmetici.  Fanno  eccezione  i  sistemi  di  equazioni  di 
!.<>  grado,  la  cui  risoluzione  noi  tratteremo  separatamente  mediante 
r  importante  teoria  dei  determinanti.  Per  la  risoluzione  generale 
dei  sistemi  di  l.o  grado  non  è,  infatti,  necessario  estendere  il  campo 
dei  numeri  naturali  al  di  là  dei  numeri  commensurabili,  positivi 
o  negativi,  che  già  si  considerano  nei  primi  elementi  dell'aritme- 
tica  e  delF  algebra. 

I  sistemi  di  equazioni  di  l.o  grado  hanno  del  resto  molta  im- 
portanza anche  nella  risoluzione  dei  problemi  di  grado  superiore, 
i  quali  si  avvantaggiano  grandemente,  come  vedremo,  della  teoria 
della  trasformazione  ed  in  ispecie  della  trasformazione  lineare  o 
di  1.0  grado.  Su  quest'  ultima  ò  fondata  la  teoria  tutta  moderna 
aagV invarianti  e  covarianti  projettivi,  che  costituisce,  sotto  il  ti- 
tolo più  generico  di  teoria  delle  forme  algebriche,  uno  dei  rami  più 
importanti  dell'algebra  supcriore. 

15.  Dopo  aver  trattato  quella  parte  dell'  algebra  che  può  svol- 
gersi completamente  senza  uscire  dal  campo  dei  numeri  razionali 
e  prima  di  passare  alla  teoria  dei  numeri  complessi,  strumento  in- 
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dispensabile  alla  teoria  della  risoluzione  formale  delle  equazioni 
algebriche  e  degli  irrazionali  algebrici,  dovremo  estenderci  al- 
quanto sulla  teoria  dei  numeri  reali  e  delle  operazioni,  cobì  finite 
come  infinite,  cbe  su  di  essi  possono  effettuarsi.  Le  poche  opera- 
zioni infinite  di  cui  avremo  ad  occuparci,  si  coUcgano  strettamente 
col  concetto  di  liviite  e  con  diversi  teoremi  ad  esso  attinenti,  lo 
stabilire  i  quali  in  modo  strettamente  rigoroso  è  indispensabile  per 
procedere  con  sicurezza  nello  svolgimento  di  alcuni  punti  capitali 
e  specialmente  nella  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che 
ogni  equazione  algebrica  ammette  sempre  almeno  una  soluzione. 
Né  lasceremo  il  campo  dei  numeri  reali  senza  prima  aver  parlato 
dei  concetti  di  continuità  e  derivabilità  e  toccato  alcuni  pochi 
punti  fondamentali  della  teoria  delle  funzioni  di  una  o  più  varia- 
bili reali,  anche  con  alquanto  maggior  larghezza  di  quanta  ne 
verrebbe  strettamente  reclamata  dagli  scopi  più  immediati  dell'a- 
nalisi algebrica. 

16.  Aggiungiamo  finalmente  che  la  necessità  di  premettere  al- 
cuni elementi  di  matematica  combinatoria  come  sussidio  indispen- 
sabile alla  teoria  delle  funzioni  razionali  e  delle  equazioni  alge- 
briche, ci  ha  indotto  a  ricostruire,  fin  dai  primissimi  principii,  la 
stessa  teoria  dei  numeri  naturali  e  dei  numeri  negativi  e  frazio- 
narli allo  scopo  di  mostrare  in  qual  modo  si  possa  dare  allo  svol- 
gimento dei  primi  elementi  deiraritmetica  e  dell'algebra  un  indi- 
rizzo sistematico  che  metta  in  piena  luce  lo  stretto  legame  che 
essi  hanno  coi  teoremi  combinatorii  che  si  presenteranno  in  seguito 
e  che  sono  tanta  parte  degli  odierni  progressi  dell'analisi  algebrica 
e  trascendente. 


CAPITOLO  I. 

GENESI     COMBINATORIA     DELL*  ARITMETICA 
E  INTRODUZIONE  AL  CALCOLO  LETTERALE 


§  1.0  —  Concetto  di  unità  —  Concetto  di  a,ggreg9,to. 

1  •  Qualunque  oggetto  od  ente^  in  quanto  venga  da  noi  pensato, 
è  ^t;to  a  risvegliare  in  noi  Tidea  di  unità.  Cosi  le  parole:  un 
luf^G—un  cavallo— un  flore  j  ecc.  pronunziate  isolatamente  le  une 
^Ifi'lle  altre  ci  rappresentano  altrettante  unità. 

2,  Quando  le  parole  rappresentanti  diversi  oggetti  si  pronunziano 
Tana  immediatamente  dopo  l'altra,  il  che  si  esprime  grammatical- 
niente  interponendo  fra  esse  la  congiunzione  copulativa  e  (che  può 
^i^olie  essere  sostituita,  verbalmente,  da  una  brevissima  pausa  o, 
^^-ficamente,  da  una  virgola),  esse  risvegliano  invece  in  noi  l'idea 
di  aggregato  (aggregato  di  oggetti ,  di  enti ,  di  unità,...).  Cosi  le 
fra. si:  un  lupo  ed  un  cavallo^  oppure  :  un  fiore^  un  cavallo  ed  un 
dll^eroj  e  via  dicendo,  ci  rappresentano  degli  aggregati  ben  detcr- 
niiriati;  e  sarà  indiflFerente  dire:  un  lupo  ed  un  cavallo,  ovvero: 
^^^  cavallo  ed  un  lupo,  ecc.  Cosi  la  frase  :  un  flore,  un  cavallo  ed 
^^^  €tlbero  rappresenta  precisamente  quello  stesso  aggregato  che  è 
ra.l> presentato  dalla  frase:  un  albero j  un  cavallo  ed  un  flore \  e  via 
Ridendo. 

3.  Nella  matematica  combinatoria  gli  oggetti  si   rappresentano 

P^i*  maggiore  comodità  con  delle  semplici  lettere,  giacché  la  di- 

^ei'sità  delle  lettere  6  sufficiente  a  mettere  in  evidenza  la  diversità 

^^gli  oggetti  che  esse  rappresentano.  Si  ha  con  ciò  anche  il  van- 

^^^gio  della  maggiore  generalità  nei  ragionamenti;  giacché  p.  es. 

^'^ggregato  degli  oggetti  A,  B,  C  potrà  poi  essere,  secondo  i  casi, 

quello  espresso  dalla  frase  :  un  lupo,  wn  cavallo  ed  tm  flore,   ov- 

^^vo  quello  espresso  dalla  frase  un  libro,  un  flore  ed  una  pietra, 

^  seconda  dei  significati  che  piacerà  attribuire   ad    ogni    singola 

lettera. 

Per  maggior  chiarezza  noi  rappresenteremo  in  generale  gli  enti 
singoli,  ossia  le  unità,  colle  sole  lettere  maiuscole  A,  B,  C,...  riser- 
vaudo  le  minuscole   alla  rappresentazione    di   certi    enti   speciali 

studiati  dall'  aritmetica  (i  cosi  detti  numeri,  di  cui  comincieremo 

*d  occuparci  fra  poco). 

Capìelli.  —  litituzioni  di  analisi  algebrica^  8.^  ediz.  2 
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4.  Se  i  nomi  degli  enti  che  costituiscono  nn  certo  aggrregato 
(o,  come  anche  diremo  brevemente,  degli  elementi  dell'aggregato) 
si  possono  enunciare,  o  anche  soltanto  pensare  enunciati,  succes- 
sivamente ,  cioè  r  uno  dopo  V  altro,  senza  che  quest'  operazione 
debba  prolungarsi  indefinitamente,  si  dice  che  l'aggregato  é  finito. 

Quando  gli  elementi  degli  aggregati  si  rappresentano  mediante 
lettere ,  un  aggregato  finito  si  rappresenta  ordinariamente  colla 
scrittura  : 

A,  Df  0,  •  •  .  ,  £j 

od  altra  simile,  sostituendo  con  dei  punti  gli  oggetti  che  per  bre- 
vità non  vengono  enunciati  e  mettendo  in  evidenza,  colla  lettera  fi- 
nale E  od  altra  a  piacere,  che  vi  ò  un  oggetto  enunciabile  come 
ultimo,  tale,  cioè,  che  dopo  averne  enunciato  il  nome,  non  resterà 
più  ad  enunciare  alcun  altro  oggetto. 

5.  Quando  l'aggregato  è  tale  che  Tenunciazione  dei  suoi  singoi 
elementi  non  potrebbe  aver  termine,  V  aggregato  si  dice  infinito 

Dire  che  T  enunciazione  dei  singoli  elementi  è  interminabile 
equivale  a  dire  che  non  esiste  nell'  aggregato  un  elemento  chi 
possa  essere  enunciato  come  ultimo  di  tutti.  Per  tale  ragione  Tag 
gregato  infinito  si  rappresenta,  a  differenza  dcH'aggregato  finito 
colla  scrittui*a  : 

A,  S,  C,  •  •  . 

od  altra  simile,  omettendo  la  lettera  terminale.  I  punti  non  seguii 
da  una  lettera  terminale  s'intendono  potersi  proseguire  indefinita 
mente  e  vengono  perciò  a  rappresentare  un  aggregato  infinito  e 
come  anche   si   dice,  un*  infinità  di  oggetti. 

W  ora  innanzi,  quando  non  venga  dichiarato  esplicitamente  i 
contrario,  colla  parola  aggregato  intenderemo  sempre  parlare  d 
aggregati  finiti. 

6.  Sarà  spesso  utile  di  rappresentare  con  delle  lettere  non  so 
lamento  i  singoli  oggetti,  ma  anche  gli  stessi  aggregati.  Ad  evitar 
qualsiasi  confusione,  questi  ultimi  verranno  da  noi  costantement 
rappresentati  con  lettere  soprassegnate  con  una  lineetta.  Così,  ai 
esempio,  nei  mentre  che  la  lettera  A  potrà  rappresentare  soltanto 

un  oggetto  singolo,  la  lettera  A  potrà  anche  rappresentare  un'ag 
gregato  di  oggetti,  come  A,  B,  C,  D. 

Per  esprimere  che  le  due  scritture  hanno  assolutamente  lo  stess< 
significato,  si  potrà  scrivere  : 

A  =  A,  B,  C,  D. 

Nota. 

In  luo^o  della  parola  aggregato  ò  anche  usata  nelle  matematiche  i 
parola  insieme.  Essa  viene  però  di  preferenza  adoperata  per  designar 
gli  aggregati  di  infiniti  clementi. 

Nell'uso  comune  ò  anche  spesso  adoperata  la  parola  gruppo]  ma  ess 
ò  qui  possibilmente  da  evitarsi,  perchè  questa  denominazione  viene  ogg 
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qnadi  esclasivamente  riservata  a  desi/^nare  degli  aggregati  che  godono  di 
certe  proprietà  speciali  (  Cfr.  Gap.  Ili®  ). 

§   2.0  —  Coordinasione  di  agrgrregrati  ^  Concetto  di  ordine. 

7.  Dato  un  aggregato  di  oggetti  ed  un  altro  aggregato  di  og- 
getti, si  dirà  che  essi  sono  stati  coordinati  Tuno  airaltrO;  quando 
sia  stata  fissata  fra  gli  elementi  dell'uno  e  quelli  dell'altro  una 
corrispondenza  tale  che  ad  ogni  oggetto  A  dell'  uno  corrisponda 
un  oggetto  B  dell'altro  ed  uno  soltanto  e  reciprocamente;  cosic- 
ché all'oggetto  B  del  secondo  aggregato  corrisponderà  nel  primo 
l'^ffgetto  A  e  soltanto  esso. 

Così,  ad  esempio,  se  gli  oggetti  di  un  aggregato  siano  rappre- 
sentati dalle  lettere  A,  B,  C,  D  e  quelli  dell'  altro  dallo  lettere 
E,  G,  H,  K,  questi  aggregati  potranno  coordinarsi  fra  loro  in  pa- 
recchi modi.  Per  esempio  potremo  far  corrispondere  fra  loro 
(accoppiare  in  corrispondenza)  1'  oggetto  A  coli'  oggetto  G,  1'  og- 
getto B  coll'oggetto  E,  l'oggetto  C  coli'  oggetto  BÌ  e  1'  oggetto  D 
colPoggetto  K.  I  sopraddetti  aggregati  sono  dunque  coordinabili 
fra  loro.  Invece  sarebbe  impossibile  di  coordinare  1'  aggregato  A,B, 
C,D   coll'aggregato  E,G,H. 

L'operazione  mediante  la  quale  un  aggregato  viene  coordinato  ad 
°Q  altro  si  chiamerà  coordinazione.  Il  risultato  della  coordinazione 
SI  oLiama  coordinamento  o  corrispondenza^  e  spesso  anche  ordine. 

3.  iSe  un  certo  aggregato  U  ed  un  certo  aggregato  V  sono  coordi- 
natili con  uno  stesso  aggregato  W,  essi  sono  anche  coordinabili 
f^<^    loro. 

^tasterà  infatti  dichiarare  corrispondenti  fra  loro  un  elemento 
di  TJ  ed  un  elemento  di  V  che  abbiano  come  corrispondente,  nello 
coordinazioni  presupposte,  uno  stesso  elemento  di  W. 

9 .  Il  modo  più  semplice  di  rappresentare  una  coordinazione  si  è 
dì  scrivere  in  una  linea  orizzontale  le  lettere  che  rappresentano  gli 
elomenti  dell' un  aggregato  ed  in  un'altra  orizzontale  quelle  rap- 
presentanti gli  oggetti  dell'  altro  aggregato,  di  guisa  che  gli  ele- 
raenti  corrispondenti  vengano  a  disporsi  in  una  stessa  verticale. 
Così ,  ad  esempio ,   la  coordinazione ,    considerata  all'  art.   7,  fra 
V  aggregato  A,  B,  C,  D  e  1'  aggregato  E,  G,  H,  K,  si  rappresen- 
terà colio  schema 


A, 

B, 

c, 

D 

G, 

E, 

H, 

K. 

Se  invece  sì  scrivesse: 

A, 

B, 

c, 

D 

H, 

E, 

K, 

G, 

8^  rappresenterebbe  ancora  una  coordinazione  di  quegli  stessi 
aggregati,  ma  una  coordinazione  diversa  dalla  precedente.  Ciò  si 
potrà  esprimere  dicendo  che  il  risultato  di  questa  nuova   coordi- 
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nazione ,  cioè  V  ordine  degli  elementi  E,  G,  E,  E,  è  diverso  da 
quello  ottenuto  mediante  la  precedente. 

10.  Se  gli  aggregati  U  e  V  sono  coordinahili ,  e  a  ciascuno  d€ 
essi  si  aggiunga  un  nuovo  oggetto,  i  nuovi  aggregati  così  ottenute 
sono  del  pari  coordinabili. 

Infatti,  se  ad  U  si  aggiunga  l'oggetto  A  ed  a  V  l'oggetto  B, 
per  coordinare  l' aggregato  U,  A  all'aggregato  V,  B,  basterà  man- 
tenere fra  gli  elementi  di  Ù  e  quelli  di  V  quella  stessa  corri- 
spondenza che  era  servita  a  stabilire  la  coordinabilità  di  ti  con  V, 
e  far  corrispondere  poi  al  nuovo  elemento  A  il  nuovo  elemento  B. 

11.  iSc  gli  aggregati  \]  e  V  sono  coordinahili ,  gli  aggregati  che 
si  ottengono  togliendo  da  ciascuno  di  essi  un  elemento  a  piacere^ 
sono  del  pari  coordinabili. 

Siano  infatti 

A,  By  C,...,H,  D)  E,...,E 

gli  elementi  di  U,  e  si  indichino  con 

A',  B',  C',...,H',  D',  K',...,E' 

gli  elementi  di  V  che  ad  essi  corrispondono  risp.  nella  coordi- 
nazione di  V  ad  U.  Se  dall'aggregato  Ù  togliamo  per  es. ,  l' ele- 
mento A  e  dall'aggregato  V  l'  elemento  D',  vogliamo  dimostrare 
che  gli  aggregati  residui: 

B,  C,...,  H,  D,  K,...,  E  (flt) 

A',  B',  C, . . . ,  H',  K', . . . ,  E'  (?) 

sono  anch'  essi  fra  loro  coordinabili. 

Invero,  per  coordinare  l'aggregato  (a)  all' aggregato  (?),  basta 
far  corrispondere  agli  elementi 

B,  0,...,I1^  D,  li^,...,  E 

di  (a)  rispettivamente  gli  elementi: 

JD^  0)...,xl,  A,  li.]...,  ili 

di  (?). 

12.  Siano  Ù  e  V  aggregati  fra  loro  coordinabili.  La  coordina- 
zione fra  V  e  Y  si  potrà  anche  effettuare  facendo  corrispondere 
ad  un  elemento  qualunque  di  U  un  elemento  qualunque  di  V,  poi 
ad  uno  qualunque   dei  restanti  elementi  di  U   tino  qualunque  dei 

restanti  di  V  e  cosi  di  seguito.  In  altri  termini:  appenachè  con 
questo  processo  di  accoppiamento  si  troveranno  esauriti  tutti  gli 
elementi  delV  un  aggregato,  si  troveranno  simultaneamente  esauriti 
anche  quelli  délV  altro. 

Sia  infatti  A  un  elemento  qualunque  di  U  ed  A'  quello   che  gli 


si  voglia  far  corrispondere  in  V.  Tolti  da  U  e  V   rispettivamente 

gli  elementi  A  ed  A',  resteranno  degli  aggregati  U'  e  V  i  quali, 
secondo  il  teorema  che  precede,  saranno  ancora  fra  loro  coordi- 
nabili. Similmente  quando  da  U'  si  tolga  un  elemento  qualunque 
B  e  da  V'  T  elemento  B'  che  piacerà  fargli  corrispondere ,  reste- 
ranno gli  aggregati  U"  e  V"  che,  sempre  per  lo  stesso  teorema,  sa- 
ranno ancora  fra  loro  coordinabili.  Cosi  procedendo ,  è  chiaro 
che  quando  deir  uno  o  dell'  altro  aggregato,  p.  es.  dell  aggregato 

U,  sarà  rimasto  disponibile  un  solo  elemento,  gli  elementi  che  sa- 
ranno rimasti   disponibili  in   V   formar   dovranno   un    aggregato 

coordinabile  a  quell'unico  elemento;  cioè  anche  di  V  sarà  rimasto 
disponibile  un  unico  elemento,  e.  d.  d. 

13.  Un  aggregato  V  si  dirà  parte  di  un  altro  aggregato  W  (o 
anche  ohe  è  contenuto  in  W)  quando  ogni  elemento  di  V  ò  anche 
elemento  di  W,  ma  esiste  almeno  un  elemento  di  W  che  non  è 

elemento  di  V. 

Ciò  premesso,  passiamo  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  è 
d'importanza  capitale  (come  vedremo)  nella  genesi  rigorosa  della 
successione  dei  numeri. 

14.  Se  un  aggregato  U  è  coordinatile  ad  una  parte  delV  aggre- 
gt^toW,  gli  aggregati  U  e  W  non  sono  coordinabili  fra  loro. 

Siano  infatti  A,  B,  C,  .  . . ,  E  gli  elementi  di  U  e  siano  risp.  A' 
B',  C, . .  . ,  E'  quegli  elementi  di  W  che  per  supposto  corrispon- 
dono uno  per  uno  agli  elementi  A,  B,  C,  .  .  .  ,  E  di  U  e  costituì- 
soono  una  parte  V  di  W.  Ammesso ,  se  è  possibile ,  ohe  Ù  e    W 

fossero  coordinabili,  la  coordinazione  fra  U  e  W  si  potrebbe  an- 
che effettuare  (art.  32)  facendo  corrispondere  agli  elementi  A,  B, 

G,  . . . ,  E  di  U  risp.  gli  elementi  A',  B',  C,  .  .  .  ,  E'  di  W  il  che 
^  manifestamente  assurdo,  poiché  questi  ultimi  non  sono  che  una 

parte  di  W. 

15.  Corollario  l.o  —  Un  aggregato  non  può  essere  coordinabile 
orf  una  sua  parte, 

16.  Corollario  2.o  —  Si  può  costruire  una  successione  illimitata 
di  aggregati  tali  che  uno  qualunque  di  essi  non  sia  coordinabile 
od  alcuno  degli  altri. 

Basta  infatti,  a  tale  oggetto,  di  considerare  uno  dopo  l'altro  gli 
aggregati  : 

A      A,B      A,B,C      A,B,C,D, 

Note  ed  Esercizi. 

!•  Si  trovino  tatto  le  possibili  coordinazioni  fra  Taggregato  A,  B,  C  e  Tag- 
«'«gato  E,  G,  H. 
«.  n  passaggio  da  un  coordinamento  ad  un  altro  coordinamento  si  chiama 


L 
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aoslUuzione.  Cosi,  p.  es.»  se  invece  deirordine  rappresentato,  come  alPart.  9^ 
dallo  schema: 

A  ,  B  ,  0  ,  D 
G,E,H,K, 

si  assuma  l'ordino  rappresentato  da  : 

A  ,  B  ,  0  ,  D 
H,E,K,G, 

si  dirà  che  fra  gli  elementi  dell'aggregato  E,  G,  H,  K  ó  avvenuta  una  so* 
stituzione  ;  e  precisamente  che  l'oggetto  G  è  stato  sostituito  dall'oggetto  U 
(nella  qualità  di  coordinato  di  A),  l'oggetto  H  dall'oggetto  K,  ecc. 

La  teoria  delle  sostituzioni  è  di  grande  importanza  nell'algebra.  Koi  ne 
esporremo  i  principii  nel  III®  capitolo. 

/      8.  Dimostrare  che  se  l'aggregato  Q  è  parte  comune   degli   aggregati  M   e 

W  fra  loro  coordinabili,  ciò  che  resta  di  M   quando    se    ne    toglie    Q   è 

coordinabile  all'aggregato  che  resta  togliendo  gli  elementi  di  Q  da  W. 

4.  Un  insieme,  finito  od  infinito,  di  oggetti  si  dice  formare  una  succes- 
sione, quando  fra  gli  oggetti  sia  stato  stabilito  un  ordine  di  precedenxa, 
in  modo  cioè  che:  1°)  di  due  oggetti  qualunque  dell'insieme  sia  ben  de- 
terminato quale  viene  prima  dell'altro  ;  2°)  che  se  un  oggetto  A  è  dichia- 
rato precedente  a  B  e  B  precedente  a  C,  l'oggetto  A  sia  anche  dichiarato 
precedente  a  C. 

5.  Ki conoscere  che  «e  un  aggregato  costituito  in  tucceaaione  è  finito,  etisie 
fra  gli  oggetti  che  lo  compongono  un  oggetto  primo  («7  quale,  cioè,  precede 
tutti  gli  altri)  ed  un  oggetto  ultimo  (che  è  preceduto,  cioè,  da  tutti  gli   altri), 

6.  È  però  bene  di  notare  esplicitamente,  a  scanso  di  equivoco,  che  l'e- 
sistenza, in  una  successione  di  oggetti,  di  un  oggetto  primo  e  di  un  og- 
getto ultimo,  non  è  condizione  sufficiente  perchò  la  successione  stessa  sia 
finita. 

Si  dimostri  ciò  mediante  un  esempio  ,  assumendo  p.  es.  come  oggetti 
un'opportuna  successione  di  punti  di  una  linea  retta. 

§  3.0  —  Definizione  di  numero  naturale  —  Egnasrlianze 

fra  simboli  numerici. 

17.  Dato  un  aggregato  qualsivoglia  di  oggetti,  è  senz'altro  ma- 
nifesto che  esiste  sempre  qualche  altro  aggregato  al  quale  esso  è 
coordinabile.  Nel  linguaggio  dell' aritmetica ,  questa  qualità,  pro- 
pria di  ogni  aggregato,  di  essere  coordinabile  a  qualche  altro,  si 
chiama  numerosità. 

Si  distinguono  però  diverse  specie  di  numerosità.  Tutti  gli  ag- 
gregati che  sono  coordinabili  ad  un  medesimo  aggregato  (e  quindi 
anche,  secondo  quanto  si  è  visto  air  articolo  8  del  §  prec,  coor- 
dinabili fra  loro)  si  dicono  avere  la  stessa  numerosità,  0  piuttosto 
si  dice  che  essi  danno  origine  ad  U7i  certo  numero  ben  determi- 
nato ,  nel  mentre  che  gli  aggregati  dotati  di  numerosità  diversa 
danno  origine  ad  altri  numeri. 

Come  si  vede,  i  numeri  non  sono  che  enti  astratti,  immaginati 

dalla  nostra  mente  allo  scopo  di  rappresentare  certe  relazioni  che 

possono  intercedere  fra  aggregati  di  oggetti.  E,  cioè,  precisamente  : 

lo)  ogni  aggregato  dà  origine  ad  un  numero  ; 

^o)  aggregati  coordinabili  danno  origine  allo  stesso  numero  ; 
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3o}  aggregati  non  coordìnabìli  danno  orìgine  a  numeri  dif- 
ferenti. 

18.  Per  poter  ragionare  facilmente  sui  vari  numeri  di  cui  sia 
stata  constatata  l'esistenza,  si  fa  uso  di  certi  segni  speciali,  verbali 
0  grafici,  che  si  chiamano  simboli  numerici  (per  distinguerli  dai 
simboli  che  si  possono  adottare  per  rappresentare  altri  enti  quali 
8i  vogliano)  il  cui  ufficio  si  è  di  rappresentare  opportunamente  1 
numeri  dei  quali  vogliamo  occuparci. 

Uno  stesso  numero  può  essere  rappresentato  da  simboli  di  forme 
molto  diverse,   secondochè  basti   di  determinarlo  completamente 
{individuarlo)   oppure   si  voglia   anche  al  tempo  stesso  metterne 
in  (3videnza  la  genesi,   cioè  il  modo  col  quale  è  stato  ottenuto. 
Così,  ad  esempio,  il  numero  originato  dall'aggregato  rappresentato 
dalla  frase:  un  lupo,  un  cavallo  ed  un  fiore,  (destinato  a  rappre- 
sentare non  solo  questo  speciale  aggregato,  ma  al   tempo   stesso 
fatti  gli  aggregati  ad   esso   coordìnabili  inclusi  nel  tipo  letterale 
generico  A ,  B ,  C)  è  esprimibile ,  come  vedremo ,   con  uno  qua- 
lunque dei  simboli  : 

3  ,  1  +  2  ,2  +  1,1  +  1  +  1,3X1,..., 

il  primo  dei  quali  è  sufficiente  ad  individuarlo,  nel  mentre  che  gli 
altri,  oltreché  individuarlo,  ne  mettono  altresì  in  evidenza  alcune 
proprietà  aritmetiche. 

19.  Questa  infinita  varietà  di  modi  di  poter  rappresentare  uno 
stesso  numero,  nonché  essere  oziosa,  costituisce  la  vera  essenza 
dell'aritmetica  ;  giacché  il  calcolo  aritmetico  non  è  che  il  com- 
plesso di  successive  sostituzioni  di  simboli  numerici  rappresentanti 
lo  stesso  numero  sotto  forme  differenti.  Queste  sostituzioni  si  rap- 
presentano nella  tecnica  del  calcolo  mediante  le  così  dette  ugna- 
gl-ianze. 

Un  simbolo  numerico,  p.  es.  a,  ed  un  altro  simbolo  numerico, 
P-  es.  p,  si  dicono  uguali  quando  essi  rappresentano  lo  stesso  nu- 
mero, e  la  loro  uguaglianza  si   esprime  colla  scrittura  : 

9^8ì,  ad  esempio,  il  simbolo  numerico  2*-l  ed  il  simbolo  nume- 
^co  2+1  esprimono,  come  vedremo,  lo  stesso  numero.  Quindi  si 
potrà  scrivere  : 

2  +  1  =2^-1. 

Dalla  definizione  ora  data  di  eguaglianza  segue  manifestamente 
cbe  iimboli  numerici  eguali  ad  uno  stesso  simbolo  numerico  sono 
flnc^  uguali  fra  loro. 

20.  Poiché  i  numeri,  come  vedremo,  sono  infiniti  (formano  un 
aggregato  infinito)  occorrono,  per  rappresentarli  tutti,  infiniti  sim- 
ili numerici.  A  questo  inconveniente  si  ripara  però  componendo 
^Iti  gli  infiniti  simboli  numerici  mediante  alcuni  pochi  simboli 
semplici  riuniti  in  certe  opportune  configurazioni.  Questi  simboli 
■empiici  (o  segni  unici   che  voglia  dirsi)  possono  anche  rappre- 


/ 
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sentare  essi  stessi  certi  numeri  speciali,  ed  in  tal  caso  si  chiamuio 
cifre.  Così,  ad  esempio,  le  cifre  cosidette  arabiche  sono  appunto  l 
simboli  numerici  adottati  nella  pratica  odierna  per  rappresentare 
quei  numeri  che  corrispondono  agli  aggregati  più  semplici. 

Mediante  questi  pochi  segni  grafici  (o  le  parole  ad  essi  corri- 
spondenti) si  organizza,  come  vedremo,  la  nomenclatura  (scrìtta 
e  parlata)  di  tutti  1  numen.  La  nomenclatura  dei  numeri  si  chiama 
ordinariamente  numerazione. 

21.  Gli  aggregati  più  semplici  sono  evidentemente  quelli  rappre- 
sentati dalla  frase  un  oggetto  ed  un  altro  oggetto^  p.  es.  un  lupo 
ed  un  cavallo,  ecc.  Si  riconosce  immediatamente  che  questi  aggre- 
gati sono  tutti  coordinabili  fra  loro,  poiché  per  coordinare  V  ag- 
gregato A,B  all'aggregato  C,D,  basta  far  corrispondere  all'og- 
getto A  l'oggetto  C  e  all'oggetto  B  l'oggetto  D.  Perciò  essi  danno 
origine  ad  un  unico  numero,  espresso,  nella  nostra  lingua,  dalla 
parola  due  e  graficamente  dalla  cifra  2. 

Pertanto,  d'ora  innanzi,  in  luogo  di  dire,  come  eravamo  costretti 
fare  sin  qui,  un  oggetto  ed  un  altro  oggetto,  potremo  dire  più  bre- 
vemente due  oggetti. 

22.  Vengono  poi  gli  aggregati  del  tipo  A,  B,  C,  come  p.  es.  quello 
rappresentato  dalla  frase:  una  pietra,  un  flore  ed  un  cavallo.  EssL 
sono  evidentemente  tutti  coordinabili  fra  loro  ;  e  non  sono  maL 
coordinabili  ad  alcuno  di  quelli  considerati  nell'art,  prec.  Suppo— 
niamo  infatti,  se   è  possibile,  che  l'aggregato  A,  B,  C  fosse  coor- 
dinabile all'  aggregato  D ,  E.   All'  oggetto  A   dovrebbe  corrispon— 
dere  nella  coordinazione  l'oggetto  D,  ovvero  l'oggetto  E.  Ma  s^ 
ad  A  corrisponde  D ,  all'  oggetto  B  dovrà  corrispondere  necessa- 
riamente Taltro  oggetto  E,  cosicché  non  resterebbe  più  nel  secondo 
aggregato  alcun  oggetto  disponibile  da  assumersi  come  corrispon- 
dente di  C.  Similmente  si  ragionerà  nella  ipotesi  che  ad  A  volesse 
farsi  corrispondere  E.  Gli  aggregati  del  tipo  A,  B,  C  danno  dunque 
origine   ad  un   numero   che   è  certamente  distinto  dal  numero  2. 
Questo  nuovo  numero  sì  rappresenta  colla  cifra  3  che  nella  nostra 
lingua  si  pronunzia  tre. 

23.  Oltre  alle  cifre  2  e  3  ed  alle  altre  di  cui  parleremo  nel  pros- 
simo §  e  che  nascono  da  aggregati  meno  semplici,  ve  ne  sono  altre 
due  che  V  uso  universale  ha  introdotto  nell'  aritmetica.  Sono  que- 
ste le  cifre  0  ed  1  che  si  pronunziano  zero  ed  uno.  La  cifra  0  rap- 
presenta quegli  aggregati  che  non  contengono  alcun  oggetto  ;  la 
cifra  1  quegli  aggregati  che  si  compongono  di  un  unico  oggetto, 
cioè  le  semplici  unità.)  Benché  la  parola  aggregato  non  abbia  in 
questi  due  casi  che  un  significato  fittizio  e  puramente  convenzionale, 
sta  però  il  fatto  che  fra  nessun  oggetto  ed  un  oggetto  non  può  evi- 
dentemente esistere  coordinazione  e  tanto  meno  può  esisterne  fra 
nessun  oggetto  ed  un  aggregato  propriamente  detto,  come  pure  sta 
il  fatto  che  non  può  esisterne  fra  un'unità  ed  un  aggregato  pro- 
priamente detto.  Nulla  quindi  impedisce  di  considerare  ciascuna 
di  queste  due  specie  di  pseudo-aggregati  come  originante  un  numero 
che  si  dovrà  ritenere  differente  da  quello  originato  dall'altra  e  da 
tutti  quelli  originati  dagli  aggregati  propriamente  detti. 
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Il  considerare  lo  zero  e  V uno  come  numeri,  al  pari  del  due^ 
del  tre,  ecc.,  presenta  poi  fin  d'ora  (oltre  ai  tanti  che  appariranno 
in  seguito)  il  vantaggio  di  poter  enunciare  senza  alcuna  restri- 
zione il  principio  che  se  da  un  aggregato  qualunque  si  toglie  uno 
dei  suoi  elementiy  ciò  che  resta  è  ancora  un  aggregato, 

24.  Abbiamo  cercato  di  far  rilevare  accuratamente  la  differenza 
fra  numero  e  simbolo  numerico.  Dobbiamo  però  aggiungere  che, 
nella  pratica  dei  calcoli,  colla  parola  numero  si  suole  intendere 
indifferentemente  cosi  Tuna  cosa  come  T  altra.  Ciò  non  è,  come  è 
facile  di  comprendere,  di  alcun  danno.  Che  anzi  si  ha  il  vantaggio 
di  sostituire  in  certo  modo  ad  un  ente  astratto  (e  quindi  di  origine 
in  gran  parte  soggettiva)  qual'è  il  numero,  qualche  cosa  di  obbiet- 
tivo, cioè  il  simbolo  stesso  che  lo  rappresenta. 

Da  quest'ultimo  punto  di  vista  sembra  quindi  opportuno  di  dare 
la  definizione  di  numero  come  segue. 

Numero  è  un  segno  speciale  di  ricognizione  (o  distintivo  o  sim- 
bolo che  voglia  dirsi)  verbale  o  scritto ,  od  anche  semplicemeìite 
mentale,  che  si  attribuisce  a  tutti  quegli  aggregati  che  sono  fra  loro 
coordinabili  allo  scopo  di  riconoscerli  come  tali  e  distinguerli  dagli 
altri  aggregati  che  non  sono  ad  essi  coordinabili, 

25.  Prima  di  chiudere  questo  §,  dobbiamo  far  notare  che  oltre  ai 
simboli  numerici  propriamente  detti,  ciascuno  dei  quali  non  rap- 
presenta che  un  unico  numero  ben  determinato,  si  usano  anche  nei 
calcoli  dei  simboli,  così  detti  algebrici,  il  cui  significato  numerico 
rimane  indeterminato,  cioè  può  stabilirsi  più  o  meno  arbitrària- 
mente dal  lettore. 

I  simboli  algebrici  si  compongono  ordinariamente  colle  lettere 
deir  alfabeto  latino  o  greco.  Noi  ci  serviremo  di  preferenza  delle 
lettere  minuscole,  avendo  già  convenuto  di  poterci  servire  delle 
maiuscole  per  simboleggiare  oggetti  qualisivogliano. 

Così,  ad  esempio,  qualunque  sia  il  significato  numerico  che  il 
lettore  vorrà  attribuire  alle  lettere  a  e  &,  lo  stesso  numero  rappre- 
sentato da  a  potrà  anche  essere  rappresentato,  come  si  vedrà,  dagli 
infiniti  simboli  algebrici  : 

...        /-ò      ab      abb      abbb 
a  X  1  ,  2a  +  (26  -  a)  -  26  ,  va*  ,  — 


66    '    666 


•  *  •  • 


26.  ^éiValgebra^  ossia  nel  calcolo  fondato  sul!'  uso  metodico  dei 
simboli  algebrici,  le  uguaglianze  fra  simboli  numerici  sono  quasi 
sempre  complicate  con  simboli  algebrici  ed  allora  prendono  anche 
spesso  il  nome  di  equazioni. 

Le  equazioni  non  sono  che  delle  uguaglianze  ipotetiche.  Esse 
differiscono  dalle  semplici  uguaglianze  propriamente  dette  per  que- 
sto che  esse  non  sono  necessariamente  vere  qualunque  sia  il  signi- 
ficato numerico  che  voglia  attribuirsi  alle  lettere  in  esse  contenute. 
Così,  ad  esempio,  le  formole  : 

2  +  1  =  2»  -  1  ,  (a  +  6)2  =  a»  +  2a6  -h  6^ 

sono,  come  vedremo,  delle  vere  e  proprie  uguaglianze,  nel  mentre 
che  la  formola  : 

a  +  1  =  a"  -  1 

Capklli.  —  litituzioni  di  analisi  algebrica,  3.^  ediz.  3 


i 
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non  è  che  un'equazione;  poiché,  se  essa  è  vera  per  a=2y  non  lo 
è  per  a=3. 

Vote  ed  Esercisi. 

Il  teorema  dell'art.  12  del  §  2«>  rende  legittimaf  per  riconoscere  se  dac 
aggregati  abbiano,  oppar  no,  la  stessa  numerosità,  la  segaente  regola  pra- 
tica: si  tolga  dalV  aggregato  U  uno  qualunque  dei  suoi  oggetti  è  così  pure  sì 

ne  tolga  uno  qualunque  dalV  aggregato  Y  ;  si  ripeta  questa  stessa  operazioni 
sugli  aggregati  residuali  e  poi  così  di  seguito  :  essi  avranno  ,  oppur  no  ,  la 
stessa  numerosità^  seeondochè  al  momento  in  cui  uno  dei  due  si  riduce  ai 
niente^  si  riduca^  o  non  si  riduca^  al  niente  anche  V altro. 

Senza  il  teoroma  citato,  dopo  fallito  un  primo  tentativo  pratico  di  coor 
dinazione  fatto  nel  modo  indicato,  converrebbe  ritentare  la  coordinazioni 
in  tutti  i  modi  possibili  prima  di  poter  asserire  che  i  duo  aggregati  hanu< 
numerosità  differente. 

2.  Come  si  vede  ,   la  necessità  stessa  di    riconoscere    se    due    aggregai 

Ù  e  V  abbiano,  oppur  no  ,  la  stessa  numerosità  ,  dove  in  noi  risvegliar 
naturalmente  V  idea  di  tutte  le  possibili  coppie    che    si    possono    formar 

combinando  un  elemento  qualunque   di  U  con  un  elemento  qualunque  à 

Y.  E  questo,  per  quanto  in  embrione,  il  suhstratum  combinatorio  delP  < 
peraziono  di  moltiplicazione,  alla  quale  noi  daremo,  per  conseguenza,  I 
precedenza  su  tutte  le  altre. 

3.  La  numerosità  è  una  qualità  degli  aggregati  che  si  può  ben  pan 
gonare  alle  ordinarie  qualità  fisiche  che  può  presentare  un  oggetto  mi 
teriale,  p.  es.  alla  colorazione  (suono,  ecc.).  Come  non  basta  un  solo  a« 
gregato  (  oggetto  numeroso  )  per  dare  origine  ad  un  determinato  numer< 
ma  ce  ne  vogliono  almeno  due  fra  loro  coordinabili,  cosi  non  basta  ] 
vista  di  un  solo  oggetto  colorato  per  far  nascere  V  idea  di  un  determ 
nato  colore.  Queir  idea  verrà  bensì  astratta  dalla  nostra  mente  con 
nota  comune  di  due  oggetti  aventi  quel  dato  colore,  con  un^ operazione  ci 
in  fondo  altro  non  è  che  una  coordinazione  fra  T  aggregato  di  vibrazioi 
registrate  dal  nostro  apparecchio  visivo  impressionato  dal  primo  oggetl 
e  1^  aggregato  analogo  registrato  sotto  T  impressione  del  secondo  oggett 

Come  si  vede,  il  concetto  di  numero  ha  le  sue  radici  nei  primi  gem 
del  lavoro  di  astrazione,  cioè  del  raziocinio. 

4.  Se  A,  B,  C, ... ,  D,  E  sono  punti  dello  spazio,  la  figura  formata  dal! 
retto  AB,  BC,  ... ,  DE,  EA  che  congiungono  ogni  punto  col  successivo 
l'ultimo  col  primo  è  un  poligono  chiuso.  I  punti  A,  B,...  si  chiamano  vertici 
le  retto  AB,  BC,...  i  lati  del  poligono. 

Biconoscere,  mediante  un'opportuna  coordinazione,  che  il  numero  d( 
lati  di  un  poligono  chiuso  ò  uguale  al  numero  dei  vertici. 

5.  Dato  un  aggregato  di  punti  dello  spazio,  si  sono  tirate  delle  rette  i 
modo  che  ogni  punto  ò  stato  congiunto  con  due  dei  rimanenti.  Dimostrai 
che  il  numero  delle  rette  tirato  è  uguale  al  numero  dei  punti  dati. 

Basterà  dimostrare  che  le  rette  tirate  formano  un  certo  numero  di  poi 
goni  chiusi  coi  vortici  noi  punti  dati. 

6.  Ogni  individuo  umano  ò  condotto  naturalmente,  per  la  stessa  configi 
razione  del  proprio  corpo,  al  concetto  del  numero  cinque  (mediante  la  eoo: 
dinazione  fra  l'aggregato  delle  dita  della  mano  destra  e  l'aggregato  del! 
dita  della  sinistra;  e  cosi  pure  al  concetto  del  numero  due  a  causa  dell 
stessa  simmetria  del  corpo  (per  es.  mediante  la  coordinazione  degli  ar 
superiori  agli  arti  inferiori).  Non  ò  quindi  a  farsi  meraviglia  che  questi  di 
numeri  abbiano  avuto  un'importanza  tutta  speciale  noi  sistemi  di  numer; 
zione  di  quasi  tutti  i  popoli  studiati  dagli  storici. 

Si  vuole  che  la  cifra  V  usata  dagli  Etruschi  e  dai  Komani  a  simboleggiai 
il  numero  cinque,  dovesse  appunto  in  origino  rappresentare  in  qualche  mod 
la  palma  della  mano  aporta  in  guisa  da  metterne  egualmente  in  evidens 
tutte  le  cinque  dita. 
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7.  La  parola  algebra  deriva  dall'arabo  Aldachehr  e  precisamente  dal  titolo 
^^Idsehehr  walmtikàbala)  che  P  autore  arabo  Muhammed  ibn  Musa  Alchwarizmi 
f  «/l'onde  la  parola  algoritmo),  vissuto  nel  primo  quarto  del  nono  secolo  delFcra 
«r«->]gare,  pose  al  primo  trattato  di  algebra.  (Circa  il  signifìcato  della  parola 
3t,r~aba  AhUchebr^  cfr.  Cantori  Vorlesungen  Uber  die  Qeschichte  der  Mathematik^ 
3»  Ediz.  Voi.  I,  Capitolo  33). 

§  4.0  —  Composizione  di  aggrregati. 
Prodotto  di  due  nameri. 

27.  A  differenza  del  simbolo  A,  B  che  rappresenta,  come  si  ò  già 
clcjtto,  i  due  oggetti  A  e  B  in  quanto  costituiscono  un  aggregato, 
il    simbolo  A-B,  o  il  suo   equivalente  più  semplice  AB,  rappre- 
senterà un  unico  oggetto  che  dovrà  in   certo  modo  considerarsi 
come  generato  da  A  e  B,  ma  non  sarà,  generalmente  parlando,  nò 
l'ogjretto  A,  né  l'oggetto  B,  ne  il  loro  semplice  aggregato. 

Quando  coi  due  simboli  A  e  B  si  forma  il  simbolo  AB,  si  dice 
cìie  si  fa  una  composizione  di  simboli.  Il  simbolo  A  si  dirà  il  primo 
componente,  il  simbolo  B  il  secondo  componentey  ed  il  simbolo  AB 
il  composto   dei   due  simboli.  Alla  composizione  dei  simboli  cor- 
risponde naturalmente  una  composiziono  degli  oggetti  da  essi  rap- 
presentati, secondo  una  legge  di  cojnposizione  da  stabilirsi  opportuna- 
mente a  seconda  dello  questioni  che  si  trattano.  Così,  p.  es.,  i  sim- 
boli AB  e  BA,  che  rappresenteranno  in  generale  oggetti  differenti, 
potranno  in  certe  questioni  rappresentare  il  medesimo  oggetto. 

28.  Ciò  posto,  sia  Q  I'  aggregato  che  ha  per  elementi  certi  og- 
getti : 

A,  B,  C,  .  . .  ,  D,  E  (1) 

il  cui  numero  sia  m  \  sia  poi  0  V  aggregato   di  altri   oggetti  : 

P,  Q,  E,  .  .  .  ,  S,  T  (2) 

il  cui  numero  sia  jjl.  Indicheremo  per  brevità  con  QQ  (e  chia- 
meremo composto  dei  due  aggregati  Q  ed  Q)  l'aggregato  che  ha 
per  elementi  tutti  i  nuovi  oggetti  rappresentati  dai  simboli  che  si 
possono  formare  componendo  uno  qualunque  dei  simboli  (1)  con  uno 
qualunque  dei  simboli  (2). 

29.  Per  trovare  effettivamente  (con  procedimento  possibilmente 

simmetrico  rispetto  a  Q  ed  .0)    tutti    gli    eleménti   dell'  aggregato 

QQ,  si  potrà  incominciare  dallo  scrivere  quelle  coppie  che  con- 
tengono A  ovvero  P,  cioè  : 


i 


AP 
[AQ  ,  AR  ,  .  .  . ,  AS  ,  AT 
^BP  ,  CP  ,  .  .  .  ,  DP  ,  EP. 

Resteranno  ancora  a  scriversi  dopo  ciò  le  coppie  che  nascono  dal 
comporre  Y  aggregato  : 

B  ,  C  ,  •  •  • ,  I^  ,  E 
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coir  aggregato  : 

Q,R,...,S,T, 

ecc.  Questo  procedimento  mette  al  tempo  stesso  in  evidenza  che 
l' aggregato  QQ  è  finito. 

30.  Il  numero  degli  elementi  delV aggregato  ,QQ  testé  definito  di- 
pende soltanto  dai  due  numeri  m  e  \k. 

Si  prenda  infatti  in  luogo  dell'aggregato  (1)  un'altro  aggregato 
Q'  collo  stesso  numero  m  di  oggetti  e  quindi  ad  esso  coordinabile: 

A',B',C',...,D',E'  (ly 

e  similmente  in  luogo  di  (2)  un  altro  aggregato  Q'  ad  esso  coor- 
dinabile : 

F  ,  Q' ,  R' , .  .  . ,  S' ,  T'  (2)' 

e  si  faccia  la  composizione  di  questi  due  aggregati,  p.  es.  nello 
stesso  modo  tenuto  nel  prec.  articolo  per  costruire  V  aggregato 

QQ.  Si  otterrà  come  risultato  un  aggregato,  Q'O',  i  cui  elementi 

si  possono  far  corrispondere  uno  per  uno  a  quelli  di  QQ,  bastando 
a  tale  oggetto  di  far  corrispondere  ad  un  elemento  qualunque  di 

QÓ  quell'elemento  diQ'Q'  che  contiene  le  stesse  lettere  mnnite 
di  apice  (p.  es.  all'  elemento  BR  V  elemento  B'R').  I  due  aggregati 

QU  e  Q'Q'  sono  dunque  coordlnabili  ;  e.  d.  d. 

31.  Il  numero  degli  elementi  dell'aggregato  Qtì,  che  è,  come 
or  si  è  visto,  perfettamente  determinato,  appenachè  sian  dati  i  due 
numeri  m  e  jjl,  si  chiama  il  prodotto  dei  due  numeri  m  e  |jl  e  si 
rappresenta  in  aritmetica  col  simbolo  m  X  (x,  in  algebra  col  sim- 
bolo mp.  o,  più  semplicemente  con  mpi. 

La  definizione  di  prodotto  si  può  dunque  riassumere  come  segue: 
prodotto  di  due  numeri  m  e  \k  è  il  numero  delle  coppie  che  sipos' 
sono  formare  combinando  un  elemento  qualunque  di  un  aggregato 
di  m  oggetti  con  un  elemento  qualunque  di  un  altro  aggregato 
di  [JL  oggetti. 

L'operazione  mediante  la  quale  da  due  numeri  m  e  (a  si  deduoe 
il  loro  prodotto,  si  chiama  moltiplicazione^  e  i  due  numeri  m  e  |jl  il 
dicono  i  fattori  del  prodotto. 

32.  Il  prodotto  di  due  numeri  non  varia,  se  si  inverte  V ordine 
dei  fattori;  cioè:  mpi  =  [i.m. 

Ciò  equivale  a  dire  che  Y  aggregato  Qfl  è  coordinabile  alV  ag- 
gregato ÙU* 

Infatti,  per  coordinare  l'aggregato  QQ  all'aggregato  QQ,  ba- 
sta far  corrispondere  ad  un  elemento  qualunque  di  QQ  queir  ele- 
mento di  QQ  che  consta  degli  stessi  componenti  presi  in  ordine 
inverso,  cioè,  p.  es.  all'elemento  AR  l'elemento  RA,  all'elemento  BR 
r  elemento  RB,  ecc. 

33.  Il  prodotto  di  due  fattori  eguali  ad  uno  stesso  numero  si 
chiama  anche  il  quadrato  di  quel  numero.  Per  esprimere  il  qua- 
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ato  di  un  numero  a,  in  luogo  di  scrivere  aa,  si  scrive  quasi 
mpre  a*. 

§  5.^  —  Teoremi  galla  composizione  di  pia  agrgrresratl. 

34.  Dobbiamo  premettere  alcune  spiegazioni,  di  indole  generale, 
11'  uso  delle  parentesi,  che  hanno  importanza  capitale  nella  tec- 
:;a  delle  espressioni  matematiche. 

Supponiamo  che  nel  corpo  di  una  certa  espressione  simbolica  si 
>vi  un  simbolo  S  il  quale  non  sia  costituito  da  un  segno  unico 
sctera  o  cifra,  ecc.)  ma  da  più  segni  che  servano  soltanto  a  fis- 
re,  nel  laro  insieme,  il  significato  di  S,  senza  che,  considerati 
>lataraente,  debbano  avere  alcun  rapporto  diretto  cogli  altri  sim- 
•11  scritti  al  di  fuori  di  S.  Per  mettere  ciò  in  perfetta  evidenza  ed 
itare  cosi  ogni  possibile  equivoco  nella  interpretazione  dell'  e- 
ressione ,  si  racchiude  il  simbolo  S  fra  due  parentesi ,  cioè  si 
rive  (S)  in  luogo  di  S. 

Così,  ad  esempio,  se  a,  p,  y  sono  dei  numeri,   il  simbolo  a{^i) 
iprimerà  che  il  numero  a  viene  moltiplicato  per  il  prodotto  di  p 
Y  ;  invece  il  simbolo  (aP)Y  esprimerebbe  che  il  prodotto  di  a  e 
J  viene  moltiplicato  per  7. 

35.  Se  A.^  6,  C,  D, ... ,  E  sono  dei  simboli  qualisivogliano,  il  sim- 
>lo  ABCD ...  E,  non  mettendo  chiaramente  in  evidenza  il  modo 
>1  quale  esso  s'intende  essere  stato  formato  mediante  successive 
imposizioni,  può  lasciar  dubbio  circa  il  significato  dell'  ente  (ag- 
regato^  numero,  ecc.)  da  esso  rappresentato.  Si  è  però  convenuto, 
er  economia  di  parentesi,  di  considerare  sempre  il  simbolo  ABCD...E 
ome  ottenuto  componendo  dapprima  il  simbolo  A  col  simbolo  B , 
oi  il  simbolo  AB  cosi  ottenuto  col  simbolo  C,  quindi  il  simbolo 
AB)C    così  ottenuto  col  simbolo  D ,  e  così  via. 

Cosi  ad  esempio ,  la  genesi   del  simbolo  ABCD  viene  espressa 
rigorosamente  dair  eguaglianza  : 

ABCD  =  ((AB)c)d, 

cosicché,  se  A,  B,  C,  D,  anziché  rappresentare  degli  enti  qualisi- 
vogliano, rappresentino  dei  numeri,  e  si  assuma  come  legge  di  com- 
posizione quella  della  moltiplicazione  aritmetica,  si  avrà  p.  es.  : 

2xlX3Xl  =  ((2Xl)X3)xi  =  6. 

36.  Supponiamo  ora  che  i  simboli  da  comporsi  rappresentino  de- 
gli aggregati  di  simboli  (i  quali  potranno  alla  lor  volta  rappresen- 
tare degli  enti  qualisivogliano).  Consideriamo,  per  fissare  le  idee, 

quattro  aggregati  0,  Q  ,  U,  V.  Il  simbolo  OQUV  rappresenterà  un 
^gregato  ben  determinato  di  simboli  composti,  cioè  quell'aggre- 
gato che  si  ottiene  componendo  prima  V  aggregato  0  coli'  aggre- 
gato a,  poi  l'aggregato  ÓG  cosi  ottenuto  con  U  e  finalmente  l'ag- 
Pegato  (  Oh  )U  con  V. 
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Pertanto  uno  qualunque  degli  elementi  dell'  aggregato  ÒaUV 
si  otterrà  componendo  dapprima  un  elemento  qualunque  0  di  O 
con  un  elemento  qualunque  Q  di  Q.  Si  otterrà  così  il^  simbolo 
Oli  che  si  comporrà  con  un  elemento  qualunque  U  di  U  e  darà 
origine  al  nuovo  simbolo  (OQ)U.  Questo  si  comporrà  a  sua  volta 

con  un  elemento  qualunque  V  di  V  ;  e  così  si  sarà  generato  il 
simbolo  [(OQ)U]V  che  sarà  uno  qualunque  degli  elementi  di 
ÓtìUV.  Anche  qui  però,  in  luogo  di  scrivere  [(OQ)U]V,  potremo 
scrivere  più  brevemente  OQUV. 

Dunque  :  se  Ó  ,  Q  ,  U , . . . ,  V  sono   degli  aggregati   di  simboli 

qualisivoglianOy  V aggregato  composto  ÓtìlJ  ...  V  ha  per  suoi  ele- 
menti tutti  i  simboli  contenuti  nel  tipo  OQU...V,  dove  0  è  uno 

qualunque  degli  elementi  di  0,  0  uno  qualunque  degli  elementi  di 

ùj  e  così  via. 

37.  Se   0' ,  Q' ,  Ù' , . . . ,  V'  sono  gli  stessi  aggregati  Ò,  0,  U,...,  V 

scritti  in  un  altro  ordine  qualsivoglia j  i  due  aggregati  ÒQU...  V 

ed  O'Ù'U' ...  V'  «ono  fra   loro    coordiuabili. 
Infatti,  per  coordinare  fra  loro  questi  due  aggregati,  basta  far 

corrispondere  ad  ogni  elemento   OQU  ...  V  di   ÒQU  ...  V    qucl- 

Telemento  di  Ò'Ù'U' .  .  .Y'  che  è  formato  dagli  stessi  simboli 
0  ,  Q  ,  U ,  .  . . ,  V  composti  secondo  il  nuovo  ordine  di  composi- 
zione. Così,  ad  esempio,  considerando  solo  4  aggregati ,    ad   ogni 

elemento  OQUV  di  ÓQUV  si  farà  corrispondere  in  5ÓVU  l'ele- 
mento QOVU  e  reciprocamente. 

38.  /S'è  0  ,  12  ,   Ù  , .. . ,  Y  sono  certi  aggregati  ed 0',Q' ,\]',.,.\W' 

certi  altri  aggregati,  Vaggregaio  composto  ÓQÙ  .  . .  VO'tì'U'. . .  W 
è  coordinabile  all'  aggregato  composto: 

(OQÙ. . .  V)(Ò'Q~'U' . . .  W'). 

È  infatti  manifesto  che,  per  coordinare  i  due  aggregati  così  com- 
posti ,  basta  far   corrispondere   ad   un    elemento  qualunque  : 

OQU...  VO'tì'U'...  W 

del  primo  V  elemento  : 

(OQU...  VKO'Q'U'...  W) 
del  secondo. 

§  6.0  —  Teoremi  sai  prodotto  di  più  nameri. 

BspresslODl  monomle. 

39.  Se  a,  p,  Y, . . . ,  6  sono  dei  numeri  qualisivogliano,  col  sim- 
bolo agY...6(e  coi  simboli  equivalenti  a-p-^...©  ed  aX^XyX. ..  X  3) 
s'intende  secondo  quanto  si  è  già  osservato  (art.  35),  quel  numero 
che  nasce  dal  moltiplicare  dapprima  a  per  p,  poi  il  prodotto  a^ 
per  Y,  e  così  via. 
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40,  8e  gli  aggregati  A,  B,  0,^.. ,  D  contengono  rUp.  a,  p, f; . . . ,  8 

oggetti^  V aggregato  composto  ABC  .  . .  D  contiene  a^"^ . . .  6  elementi. 
Infatti  a3  rappresenta,  per  la  definizione  stessa  di  prodotto ,  il 

numero  degli  elementi  dell'aggregato  AB,  Per  conseguenza  (a?)XY> 
cioè  il  numero  a^Y  >  rappresenterà ,  per  la  stessa  ragione ,  il  nu- 
mero degli  elementi  dell'aggregato  (ÀB)C,  cioè  appunto  dell' ag- 
gregato ABC,  e  cosi  via. 

41.  //  prodotto  di  pia  numeri  è  indipendente  daW ordine  dei  fat- 
tori. 

Siano  infatti  a^  3,  Y,...,  e  dei  numeri  qualisivogliano  eda',P',Y',...,  8' 

gli  stessi  numeri  scritti  in  altro  ordine  a  piacere.  Se  A ,  B ,  C, . . . ,  D 
Bono  risp.  gli  stessi  aggregati  che  hanno  dato   origine  ai  numeri 

a,  p,  Y,  ....  5  e  se  A',  B',  C, . . . ,  D'  sono  gli  stessi  aggregati  dispo- 
sti secondo  il  nuovo  ordine,  già  sappiamo  (art.  37)  che  i  due  ag- 
gregati composti: 

ÀBC...U     ed    À'B'C'...D' 

sono  fra  loro  coordinabili,  e  quindi  hanno  lo  stesso  numero  di  eie- 
enti.  Ma  il  numero  dei  loro  elementi  è  dato  risp.  (art.  40)  da  : 

a^Y  •  •  •  8    ed    «'^'y'  •  •  •  8'. 

dunque  a?Y  •  •  •  2  =  a'^'Y' ...  6',  e.  d.  d. 
Il  teorema  ora  dimostrato  si  suole  enunciare  dicendo  che  la  mol- 
ti jpUcazione  è  un'operazione  che  gode  della  proprietà  commutativa, 

42.  Se  a,  b,  e, . . . ,  e  ed  a  ,  ^  ,  "^  j . , ,  jò  sono  dei  numeri  qualisi- 
'vogliano  j  il  loro  prodotto  coincide  col  prodotto  che  si  ottiene  mol- 
tiplicando il  prodotto  abc  ...  e  pel  prodotto  a^ ...  6  ;  il  che  è  si- 
gnificato dalla  scrittura  : 

abc  . . .  6apY  . . .  8  =  (abc  , , ,  e)(a^y  ...  8). 

Questo  teorema,  conosciuto  anche   come  proprietà  associativa 
della  moltiplicazione,  discende  naturalmente  dal  teorema  dell'art.  38. 
Siano  infatti  rispettivamente  : 

À,B,  C,...,É        A',  B',  C',...,5' 

gli  aggregati  che  hanno  dato  origine  ai  numeri  : 

a,  ò,  C)  .  .  .  ,  6        ^?  P)  Y»  •  •  •  >  8. 

Poiché,  pel  detto  articolo,  l'aggregato  composto  ÀBC...ÈA'B'C'...D' 
è  coordinabile  all'aggregato  (ÀBC  .  .  .  É)(a'B'C^  .  .  .  D'),  il  nume- 
ro originato  dal  primo,  che  è  appunto  (art.  40)  il  prodotto  aòc...  ea^Y  -8, 
coincider  deve  col  numero  originato  dal  secondo,  cioè,  per  la  defi- 
nizione di  prodotto,  col  prodotto  del  numero  originato  da(ÀB  C ...  È) 
pel  numero  originato   da  (a'B'C'  .  .  .D')-  Ma  il  numero  originato 

^0  ^^^9 ...  È)  è  afte  ...  e  ,  e  quello,originato  da  (À'B'C' .  .  .  D')  è 
M»..8;   quindi,    ecc.,  e.  d.  d. 
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43.  Dal  teorema  ora  dimostrato  segue  manifestamente  che  : 

aòc . . .  ea^Y  •  •  •  8^'^'  •  •  •  ^'  =  o^  •  •  •  «(a?  •  •  •  o)a'ò' . . .  ^'  i 
ecc.  ecc. 

44.  Se  m  è  il  numero  dei  fattori  che  compongono  il  prodotto 
ap-^ ... 8  e  se  i  numeri  a,.p,  y,...,S  sono  tutti  eguali  ad  uno 
stesso  numero  a,  il  prodotto  stesso  si  chiama  la  potenza  m**'*^  del 
numero  a;  e  in  luogo  di  scrivere  a(m.,.aj  si  scrive  piti  breve- 
mente a**. 

Dei  due  numeri  a  ed  m  che  figurano  nella  potenza  a**,  il  primo 
si  chiama  la  base  e  il  secondo  Vesponente  della  potenza  stessa. 

45.  Abbiamo  già  notato  che  la  potenza  seconda  a*  di  un  nu- 
mero a  si  chiama  anche  il  quadrato  di  a.  Aggiungiamo  che  la  terza 
potenza  a'  di  a  si  chiama  anche  il  cubo  di  a. 

46.  Se   a ,  b  ,  m  sono  dei  numeri  naturali  qualisivoglianOf  si  ha: 

a'^b**  =  (ab)"*. 

Lasciamo  al  lettore  la  dimostrazione  di  quest'eguaglianza,  come 
conseguenza  della  proprietà  commutativa  ed  associativa  della  mol- 
tiplicazione. 

47.  Ogni  numero  deducibile,  mediante  operazioni  di  moltiplica- 
zione,  da  certi  numeri  a|b,c,...,d  è  rappresentabile  sotto  la 
forma  : 

a*  bP  c^  .  .  .  d^  (1) 

essendo  a,  f,  y»  •  •  •  ?  S  degli  esponenti  da  determinarsi   opportuna- 
mente. 

In  questo  enunciato  si  deve  intendere  che  gli  esponenti  a,  p,  v, ..  .,8 
possano  anche  prendere  il  valore  zero  ;  nel  qual  caso  colla  corri- 
spondente potenza  s'intenderà  l'unità.  Cosi  ad  esempio  in  luogo  dL 
scrivere  a^c^d^  si  può  anche  scrivere  a^b^c^d^.  La  convenzione  b^=l 
s' impone  del  resto  anche  per  altre  ragioni  che  appariranno   più- 
tardi. 

Infatti,  un  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  fattori,  scelti  fra. 
i  numeri  a,  6,  e, . . . ,  d ,  si  può  sempre  ridurre ,  mediante  un  op* 
portuno  scambio  di  fattori,  alla  forma  (1);  e  il  prodotto  di  due  o 
più  prodotti  della  forma  (1)  è  del  pari  evidentemente  riducibile 
alla  forma  (1). 

48.  Le  espressioni  della  forma  (1)  si  dicono  monomii.  Dei  nu- 
meri a,  by  Cy . . .  y  d  alcuni  sono  perfettamente  individuati  e  si  pos- 
sono surrogare  con  cifre,  altri  restano  arbitrarii.  Questi  ultimi  rap- 
presentano spesso,  nelle  questioni  algebriche,  le  cosi  dette  varia- 
bili^ cioè  dei  numeri  che  m  una  stessa  questione  si  fanno  variare 
più  o  meno  arbitrariamente.  In  tal  caso  essi  si  designano  di  prefe- 
renza colle  lettere  a?,  y,  0,  §,  u,  v, . . .  I  fattori  non  variabili  pren- 
dono invece  nell'espressione  monomia  il  nome  di  coefflcienti;  e  il 
loro  prodotto  si  chiama   il   coefficiente  dell'  espressione  monomia. 
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Così,  ad  esempio,  nei  monomii  con  tre  variabili  x^  y,  z: 

Bxyz  ,  ix-y^z  ,  ax^y^z^  ,  2ax^y^Zj 

le  cifre  2,  3,  4  e  il  numero,  da  fissarsi  ad  arbitrio,  a  fungono  ap- 
punto da  coefficienti  e  come  tali  si  premettono ,  secondo  l'uso  ge- 
nerale, alle  variabili.  Per  il  quarto  di  questi  monomii,  in  luogo  di 
dire  che  ha  i  coefficienti  2  ed  a,  si  dirà  anche  più  semplicemente 
che  ha  per  coefficiente  2a. 

§  7.0  —  Bianlone  di  aggregati — Somma  di  dae  namerl. 

49.  Aggiungere  ad  un'aggregato    U  un   altro  aggregato   V ,    di 

oggetti  distinti  da  quelli  di    U,  o  meglio:  riunire  gli  aggregati   U 

e    V  significa  formare   un  nuovo   aggregato  W  che  abbia  per  eie- 

raenti  tutti  gli  elementi  di  U   e    tutti  gli  elementi  di  V,  e  non  ab- 
bia altri  elementi  all' infuori  di  questi. 

X'aggregato  così  ottenuto  si  designerà  col  simbolo  U  ,  V  (  o  an- 
eli e  con  U+V)  e  si  dirà  la  riunione  dei  due  aggregati,  onde  si 
potrà  scrivere  : 

W=  U,V=  V,Ù. 

L.^  aggregato  W  sarà  evidentemente  finito,  come  lo  erano  U  e  V, 
poiché,  per  enunciare  tutti  i  suoi  clementi,  basterà  enunciare  prima 

tixtti  quelli  di  U  e  poi  tutti  quelli  di  V,  o  viceversa. 

50.  Se  t  aggregato  A  è  coordinahile  alV  aggregato   A'  e  Vaggre- 
getto  B  Sk  B',V aggregato  A,B   è   coordinahile   all'aggregato  À'^B'. 

Per  coordinare  l'aggregato  A,  B  all'aggregato  A',B',  basterà 

infatti  di  far  corrispondere  ad  ogni   elemento   di  A ,  B  che  sia  e- 

leuiento  di  A ,  quello   stesso  elemento   che  già  gli   corrispondeva 

nella  coordinazione  di  A  ad  A',  e  similmente  ad  ogni  elemento  di 

^   quello    che   gli   corrispondeva  nella  coordinazione  di  B  a  B'. 

Bl.  Ciò  premesso,  ci  è  lecito  di  dare  la  seguente  definizione:  se 

*  e  g  sono  due  numeri  qualunque,  si  chiamerà  somma  di  a  e  di  p, 

*  «i  indicherà  con  a-h?  {die  si  legge  a  più,  ^)  il  numero  originato 
^olV aggregato  che  si  ottiene  aggiungendo  alV aggregato  di  oggetti  che 
^a  originato  a,  V aggregato  che  ha  originato   ^. 

Questa  definizione  è  legittima,  perchè,  se  invece  dei  due  aggre- 
gati A  e  B,  risp.  di  numerosità  a  e  p,  se  ne  prendano  altri  due 
A'  e  B'  che  danno  origine  a  questi  stessi  numeri ,  il  numero  ori- 
ginato da  A,  B  sarà  quello  stesso  originato  da  A'^B'  essendo  , 
per  r  art.  prec,  gli  aggregati  A  ,  B  ed  A' ,  B'  fra  loro  coordinabili^ 

52.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  due  numeri  a  e  g,  si  ot- 
^ene  la  loro  somma  a+g,  si  chiama  addizione. 

Capklli.  —  I$tiluzioni  di  analisi  algebrica,  8.*  ediz.  4 
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È  chiaro  che  a4-p=?+a,  poiché  V  aggregato  A  ,  B,  non    diflFerì- 
sco  dall'' aggregato  B  ,  A. 

53.  Se  a  4-  T  =  ?  +  T  »  ^  anche  a  =  g. 

Siano  infatti  A; B,C  gli  aggregati  che   hanno   originati   risp.  ' 

numeri  a  ,  ^ ,  7.  Poiché^  Taggregato  A ,  C  è,  per  supposto,  coordina- 

bile  air  aggregato  B  ,  C,  togliendo  da  entrambi  successivamente  gli 

elementi  di  C ,  gli  aggregati  residui  A  ,  B  riusciranno  (art-  11)  fra 
loro  coordinabili.  È  dunque  a  =  ?  ;  e.  d.  d. 

54.  //  prodotto  di  due  potenze  di  imo  atesso  numero  a  è  uguale 
ad  un'  unica  potenza  di  a  che  ha  per  esponente  la  somma  degli 
esponenti  delle  due  prime. 

Infatti  la  proprietà  associativa  della  moltiplicazione  (art.  42) 
espressa  dalla  formola 

{ale  ...  e)(a^  ...  70)  =  abc ...  eaj  ...  70, 

nel  caso  particolare  in  cui  a,  6, e,...,  e  siano  m  numeri  tutti  e- 
guali  ad  a  ed  a  ,  ^  ,  y , ... ,  S  siano  n  numeri  pure  uguali  allo  stesso 
a,  prende  evidentemente  la  forma: 


§  8.^  —  Somma  di  più  nameri  —  Espressioni  polinomie. 

55.  Se  all'aggregato  U ,  V  si  aggiunge  un  nuovo  aggregato  \V , 
si  ottiene  come  risultato  della  riunione  un  aggregato  che  si  dovreb- 
be rappresentare  col  simbolo  (U  ,  V  )  ,  W,  ma  che  si  rappresenterà 
più  brevemente  con  U  ,  V  ,  W  e  si  chiamerà  la  riunione  di  Ù,  V  e 
W;  e  così  via. 

5G.  La  riunione  di  diversi  aggregati  è  indipendente  dalVordine 
secondo  cui  gli  aggregati  stessi  vengono  aggiunti  successivamente. 
Cosi,  ad  esempio  : 

U,V,W,Q=  V,Q,U,W. 

È  chiaro  infatti  che  ogni  elemento  della  prima  riunione  si  trova, 
come  elemento  anche  nella  seconda,  e  viceversa, 
57.  La  riunione  di  diversi  aggregati  : 

U,  V,...,    Q  ,  Ù',  V'j.-.jW' 

si  può  anche  ottenere  aggiungendo  alla  riunione  U  ,  V,...,  Q  la  Wii- 
nione  Ù',  V',...,  W'.  Cioè: 

u,v,...,  ir,us  V^...,W'==(U,  V,...,  q),(ù',v',...,wO- 

E  chiaro  infatti ,  anche  qui ,  che  ogni  elemento  dell'  aggregato 
di  destra  è  anche  elemento  dell'aggrega to  di  sinistra  e  viceversa- 
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58.  Se  a  ,  g ,  y , . . . ,  S  sono  dei  numeri  qualisivogliano,  col  sim- 
bolo a+^i-Y-h...  +  8  s'intenderà  (analogamente  alla  definizione 

data  sopra  del  simbolo  U  ,  V  ,  W, . . . ,  Q  )  il  numero  che  si  ottiene 
sommando  dapprima  a  con  p ,  poi  il  risultato  ottenuto  con  ^ ,  e 
così  via. 

59.  L'operazione  di  adiizione  gode  della  proprietà  commutativa. 
Cioè: 

e  in  generale:  la  somma  di  più  numeri  è  indipendente  dall'ordine 
secondo  il  quale  si  sommano  gli  addendi. 
È  questa  una  conseguenza  manifesta  dell'art.  56. 

60.  L'operazione  di  addizione  gode  anche  della  proprietà  associa- 
tiu€z.  Cioè ,  se  a  ,  p  ,  7  , . . . ,  5  ,  a' ,  p' ,  7' , . . . ,  e'  sono  dei  numeri 
qti£tlìsivoglianO;  si  ha  : 

afP4-7+...-f5+a'+S'-^Y'4-...+6' 

=(afP-i-Yf...+5)+(a'-f-?'+T'-f...+8'). 

funesta  6,  a  sua  volta,  una  conseguenza  immediata  dell'art.  57. 

GÌ.  Se  A,  B,  C, . . . ,  E  sono  gli  elementi  di  un  aggregato  di  og- 
getti e  se  nell'espressione  aggregativa  : 

A    ,    B    ,    Cy     .     •     .     }     tjy 

si  ponga  in  luogo  di  ogni  lettera  la  cifra  1  ed  in  luogo  di  ogni  vir- 
fj^la  il  segano  +,  il  simbolo  numerico  14-1+1+ ...  4-1  così  ottenuto 
rappresenta  il  numero  originato  da  quell'aggregato  {la  numerosità 
dell'aggregato). 

Infatti,  poiché  1  +  1  è  la  numerosità  dell'aggregato  A,B,  sarà 

(l+l)f  1,  cioè  1+1+1,  la  numerosità  dell'  aggregato  (A  ,B),  C,  cioè 

dell'aggregato  A, B,C.  Similmente,  poiché  1  +  1  +  1  è  la  numerosità 

dell'  aggregato  A  ,  B  ,  C ,   la  numerosità  di   A  ,  B  ,  C  ,  D  ,   cioè   di 

(AjB^C),  D,   sarà  (1  +  1  +  1)  +  1  ,  ossia,  che   è   la  stessa  cosa, 

1  +  1+1  +  1;  e  così  via. 

62.  //  prodotto  di  due  numeri  qualunque  m  e  \k  è  uguale  all^ 
^omma  di  ;jl  numeri  tutti  eguali  ad  m. 

Infatti ,  per  iscrivere  tutte  le  coppie  che  sì  possono  formare 
(cfr.art.  31)  combinando  un  elemento  qualunque  di  un  aggregato 
^1 ,  Ag , ... ,  A„  di  w  oggetti  con  un  elemento  qualunque  di  un  ag- 
gregato Bj ,  Bg  , ... ,  B^  di  pi  oggetti ,  basterà  scrivere  prima  tutte 
ie  coppie  che  contengono  B^  (  cioè  un  aggregato  di  m  oggetti  ), 
poi  tutte  quelle  che  contengono  Bg  (cioè  un  altro  aggregato  dim 
oggetti),  e  così  via. 

63.  Corollario.  —  La  somma  di  jjl  numeri  eguali  ad  m  è  uguale 
^  9omma  di  m  numeri  eguali  a  \i. 
Sappiamo  infatti  (art.  32)  che  m\k  =  jjim. 


i 
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64.  Quando  il  prodotto  m;x  sì  considera  sotto  il  punto  di  visi 
corrispondente  all'enunciato  delFart.  62,  dei  due  fattori  m  e  (Jl  eh 
io  compongono ,  il  primo  si  chiama  moltiplicando  ed  il  second 
moltiplicatore. 

Secondo  lo  stesso  punto  di  vista  i  prodotti  2m,  *óm, ...  si  chi 
mano  anche  risp.  il  doppio  di  m,  il  triplo  di  m,  ecc. 

65.  La  somma  di  n  numeri  arbitrari  si  può  rappresentare  colU 
scrittura  : 

alla  quale  vengono  spesso  sostituite  le  notazioni  abbreviate: 


/  ,aj    0  meglio:     Va,- 


per  mezzo  del  segno  S,  che  si  chiama  simbolo  sommatoria,  di  cu^ 
si  fa  in  analisi  uso  frequentissimo. 

66.  La  somma  di  più  monomii  (art.  48)  si  chiama  polinomio.  Il 
polinomio  si  distingue  poi  in  binomiOj  trinomio^  quadrinomio,  ecc., 
a  seconda  che  esso  sia  la  somma  di  due  soli  monomii,  ovvero  di 
tre  monomii,  ecc.  I  singoli  monomii,  di  cui  il  polinomio  è  la  som- 
ma ,   si   dicono   poi   termini  del  polinomio. 

Ogni  polinomio  di  n-f-1  termini,  deducibile  dai  numeri  a,  6,  e,..., d 
(cfr.   art.  47)  sarà  evidentemente  della  forma: 

a^^c-i ...  d^^-a^'b^'c^i' ...  d'5'+...+a*^'*^  6^^"^ ...  d^^^\  (1) 

ben  inteso  colla  convenzione  (cfr.  art.  47) ,  che  si  manterrà  sem- 
pre d'ora  innanzi,  che  2^^''^  potenza,  con  esponente  uguale  a  zero ^  di 
un  numero  qualunque  s'intenda  C unità. 

67.  Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  dei  numeri  a,  6,  e, . . . ,  d, 
dai  quali  ò  stata  dedotta  l'espressione  polinomia,  soltanto  due,  che 
indicheremo  con  x  ed  y  siano  variabili  (cfr.  art.  48).  Tutti  gli  al- 
tri numeri,  siano  essi  rappresentati  da  cifre  o  da  lettere,  dovendo 
riguardarsi  come  costanti,  ò  chiaro  che  anche  i  loro  prodotti  e  po- 
tenze saranno  da  riguardarsi  come  'tali.  Pertanto  all'  espressione 
polinomia  (1)  si  potrà  anche  dare  la  forma  più  semplice: 

ya»x'^l/^,     0  meglio     /  a^x'^y^ 

a,a,p 

mettendo  in  evidenza,  a  destra  del  segno  sommatorie  quello  che 
si  suol  chiamare  termine  generale,  o  generico,  del  polinomio.  Il  se- 
gno il  premesso  al  termine  generale  significa  che  s'intende  doversi 
fare  la  somma  di  più  termini  i  quali  si  deducono  tutti  dal  tipo  ge- 
nerico a-x'^y^  attribuendo  diversi  valori  al  coefflciente  costante  a 
ed  agli  esponenti  a  e  g.  Invece  le  lettere  x,  y  rappresentano  in  tutti 
i  termini  gli  stessi  numeri. 


§  9.0  —  Proprietà  distributiva  della  moltlplicasione. 

Bldazlone  dei  pollnomli. 

68.  Se  m,  n,  a  sono  numeri  qualunque,  si  ha  : 

a{m  +  n)  =  am  -\-  an  ,  {m  ■{-  n)a  =  ma  -h  wa ,  (1) 

ed  in  ciò  consiste  la  cosi  detta  proprietà  distributiva  della  molti- 
plicazione. 

Infatti,  il  prodotto  a{m-\-n)  è  uguale  (art.  62)  alla  somma  di  wi  +  n 
numeri  tutti  eguali  ad  et.  Ora  per  fare  questa  somma ,  si  potrà 
(art.  60)  fare  separatamente  la  somma  dei  primi  m  numeri,  che  ò 
uguale  ad  am,  poi  quella  degli  altri  n  numeri  che  è  a?i,  e  per  ul- 
timo sommare  i  risultati,  il  che  dà  appunto  am  +  an. 

La  seconda  delle  uguaglianze  (1)  si  deduce  immediatamente 
da/la  prima  ricordando  (art.  32)  che  : 

(m  +  M)a  =  a(m  +  n)  ,  ma  =  am  ,  nm  =  a?i. 
€>9.  Se  m,  n, . . . ,  r,  s,  t  sono  numeri  qualunque^   si  ha: 
a(m+n+  ...  +r+s-f  t)=am+an+  ...  +ar  has+at. 
6  ^  imilmente  : 

(m-hn+  ...  +r+8+t)a=:maf  naf  ...  ira-i-sa+ta. 
Si  può  scrivere  infatti  : 

a(mfn+...  +rf«+^)=:a[(m+?i+  ...  +r+«)+^] 
e    c|uindi  per  V  art.  prec.  : 

a(mi-M+  ...+r+«f*)=a(m+nl-  ...  +r+«)+a<, 

e   similmente  : 

aim+ni- ...  +r+«)=a(m-hn+  ...  4-r)-  7s, 
onde: 

a(m+w+  ...  '\-r^8-\'t)=a{m  \n  r  ...  -hr)-|-a«+a«, 
ecc.  ecc. 

70.  Sé  a,  b,  e, . . . ,  d  ed  a,  P,  ^ ?  •  •  •  »  «  «07io  numeri  qualunque, 
^  prodotto  delle  due  somme  aH-b4-c4-.  .-^derfa  +  p4-7^...  +  s 
^  aguale  alla  somma  di  tutti  i  prodotti  che  nascono  dal  moltipli- 
che uno  qualunque  dei  numeri  a,  b,  e, ... ,  d  per  uno  qualunque 
^  numeri  a,  p,  -^, ... ,  s. 

L' articolo  precedente  ci  dà  infatti  primieramente  : 

(a+  6  +  e  +  . . .  4-  d)(a  +  p  +  Y  +  . . .  +  s)  =  (a  +  6  +  e  -f  . . .  +  rf)a 

+  (a  +  6  +  e  -f  . . .  +  d)3 

+ 

+  (a-f6  +  c  +  ...  +  d)6. 
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Ma  d'altra  parte  esso  ci  dà  poi: 

(a  4-  b  +  e  +  . . .  +  d)a  =  aa  + bOL  +  . . .  ■\-  dn 
(a  +  6  +  e  +  . . .  +  d)?  =  a?  -f  6?  +  . . .  +  d? 

(a  +  6  +  e  +  .. .  +  d)6  =  ae  +  6£  +  . . .  +  cZe  , 

onde  si  conclude  : 

(a  +  6  +  e  + . . .  +  d)(a  +  p  +  Y  +  ...  +  6)  =  aa  +  6a+ca+...4 

+  ag  +  6g  +  e?  -h  . . .  +  <i? 

+ 

+  as  +  6s  -}-  ce  4- . . .  +  df, 
e.  d.  d. 

71.  Rammentando  la  definizione  (art.  28}  di  composto  di  due 
gregati,  si  vede  che  il  teorema  ora  dimostrato  si  può  anche  e 
ciare  come  segue:  se  si  compone  V aggregato  dei  simboli  a,  b,  e, . 
colV aggregato  ot,  p,  y, . . , ,  e  e  neìV  aggregato  risiUtante  H  sos\ 
scono  alle  virgole  i  segni  + ,  il  simbolo  così  ottenuto  rapprei 
il  prodotto  della  somma  di  numeri  a-i-b4-c  +  ...+d  per  la  so 
a  +  p  +  Y  +  .-.  +  e. 

72.  Quest'  ultima  osservazione  mette  anche  in  evidenza  et 
m  è  il  numero  dei  termini  r,  h,  Cj . . , ,  d  ed  n  il  numero  dei 
mini  et,  p,  Y, ... ,  e  ,  il  numero  dei  termini  del  prodotto  (a+b+c4-  ... 
(a  4-  P  +  Y  +  •  •  •  +  s),   sviluppato  come  alVart,  70,  è  mn. 

Invero  il  prodotto  7nn  altro  non  è,  per  la  definizione  stesg 
prodotto  (art.  31),  che  il  numero  delle  coppie  aa,  6a, , . . . ,  a^,  b\ 
che  si  possono  formare  combinando  uno  qualunque  degli  elen 
dell'aggregato  a,  6,  e, ... ,  d  con  uno  qualunque  degli  elementi 
l'aggregato  a,  p,Y,..., 2. 

73.  Il  teorema  dell'  art.  70  si  può  anche  esprimere  breven 
colla  formola: 


^ 


(«1  4-  aj  4- . . .  4-  a^)(6i  +  ò^  +  . . .  4-  bj  =  V  ^.a^bj. 


i=i  i=i 


Invero  il  segno  sommatorie  : 

premesso  ad  una  qualsivoglia  espressione  simbolica  contener 
così  detto  indice  variabile  i,  significa,  analogamente  a  quanto 
già  visto  all'art.  65,  che  nell'espressione  simbolica  si  devonc 
stituire   successivamente  in  luogo  di  i  i  numeri  1,  2, ...^n  < 
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scrivere  la  somma  dei  risultati  cosi  ottenuti.  Si  ha  dunque  : 


»=1 

onde: 


dove  ora  il  secondo  membro  esprimerà,  secondo  la  stessa  conven- 
zione testé  enunciata,  ciò  che  si  ottiene  sostituendo  neirespressione: 

in  luogo  di  j  successivamente  i  numeri  1,  2, . . . ,  n  e  sommando  i 
risultati.  Ma  in  questo  modo  si  ritrova  appunto  Tespressione  stessa: 

a^èj  +  a^b^  +  . .  •  +  a^^b^ 
H-  a^b^  +  a^b^  +  . . .  +  a^òg 
+ 

^be  si  ottiene  applicando  al  prodotto  : 

(a^  +  rtg  +  . . .  +  a^){b^  +  62  4- . . .  +  ò^) 
'a  regroia  dell'art.  70. 
74,     Poiché  : 

è  chi  Siro  che  si  ha  T  uguaglianza  : 

js»n  tWn  taam  Jan 

1»-  Esempio  l.o  — La  regola  dell'art.  70  ci  dà: 

(a  +  b){a  +  p)  =  aa  +  &a  4-  a?  +  &g. 
Se  dunque  prendiamo,  come  caso  particolare  :  a=a,  ^=6,  si  ha  : 

(a  +  &)(a  +  6)  =  aa  +  ba  +  a6  4-  &&, 

ossìa  anche,  poiché  oò  4-  a6  =  2a6  (cfr.  art.  62)  : 

(a  4-  by  =  a»  4  2a6  f  b^  ^ 

cioè:  t7  quadrato  della  somma  di  due  numeri  è  uguale  alla  somma 
<^«  loro  quadrati  e  del  loro  doppio  prodotto. 

76.  Esempio  2.o  —  /Z  quadrato   della  somma  di  più  numeri  è 
^gu4iU  alla  somma  dei  loro  quadrati  e  dei  doppi  prodotti  che   si 


\ 
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possono  formare  accoppiando  i  numeri  stessi  in  tutti  i  modi  pos- 
sibili. 

Si  ha  infatti  (art.  73)  : 

j-n  tssn 

(ai  +  ag  +  . . .  +  a,,y  =  ^  ^a^aj  , 

dove  il  secondo  membro  è  la  somma  di  tutte  le  espressioni  che 
nascono  da  a^aj  determinando  i  ed  j  in  tutti  i  modi  possibili.  Se 
ora  si  prenda  i  =  J,  si  hanno  appunto  i  quadrati  «j*,  Og*, ...  ;  se  si 
prenda  invece  i  ^lj  ,  si  avranno  i  prodotti  delle  aj ,  a^ , . . .  moltipli- 
cate due  a  due,  ciascuno  ripetuto  duo  volte  poiché  a^aj  =  o^a,-. 
Per  esempio,  per  n  =  4,  si  ha  lo  sviluppo  : 

(a  +  &  +  e  +  <i)^  =  a2  +  &2  -i-  c2  +  d* 
+  2a6  ■\-  2ac  +  2ad  +  2bc  +  2bd  +  2cd. 

77.  Dopo  quanto  si  è  visto  dianzi,  è  chiaro  che  si  ha  poi: 

(«i+-^0(^+-+U(Ci+...+c^)=(  ^  ^a,.òj j(Ci+ ...  \c;) 

A=l  i=l    i=l 

e  così  via. 

Il  numero  dei  termini  dello  sviluppo  così  accennato  sarà  mnr. 
In  generale,  si  conclude  che:  il  prodotto 

(ai+  ...  +a^)(bi-{-  ...  +b,,)(Ci4- ...  +c^) ...  (d^^  ...  d,) 

di  pia  polinomii,  sviluppato  secondo  la  legge  distributiva,  si  cowb^ 
pone  di  mnr . . .  s  termini  che  si  deducono  dal  termine  generic  ^ 
ajb^c^j . .  .  dfc  dando  agli  indici  i,  j,  h, . .  .k  tutti  i  significati  di  cu- 
sono  suscettibili.  Questi  termini  si  possono  anche  riguardare  com^ 
gli  elementi  deìV aggregato  che  nascerebbe  dal  comporre  (cfr.  art.  3f>  . 
V aggregato  dei  simboli  «i ,  a^  , . . . ,  a,^  colV  aggregato  bj ,  bg , . . . ,  b,,, 
V  aggregato  così  ottenuto  coli' aggregato  dei  simboli  c^ ,  Cg  , . . . ,  c^ ,  * 
cosi  via. 

78.  Esempio  3.o  —  Il  cubo  della  somma  di  piii  numeri  è  tignale, 
alla  somma  dei  loro  cubi,  dei  tripli  prodotti  di  uno  qualunque  d  * 
essi  pel  quadrato  di  un  altro  qualunque  e  dei  prodotti,  presi  eia- 
scuiio  sei  volte^  dei  numeri  stessi  moltiplicati  tre  a  tre, 

È  infatti  : 

;is3  Ì=3    1=3 

(a^  -I-  a,  +  . . .  +  a J3  =  ^  ^  Jj^»"^^'^ 

A=l  i=l   i*s| 

e,  dei  termini  dello  sviluppo,  quelli  pei  quali  t  =  y  =  h^  si  presen- 
tano ciascuno  una  sola  volta  dando  origine  al  cubo  a,';  di  quelli 


-as- 
cari due  soli  indici  eguali,  ciascrino  si  presenta  tre  volte,  poiché: 
agd^^  =  «i«A«i  =  o,ffli^i  ?  dando  origine  al  termine  3a^*a^  ;  quelli  con 
ri*c^   indici   distinti   si  presentano  ciascuno  sei  volte,  poiché: 

e      danno  quindi  dei  termini  della  forma  ^aiajaf^. 
Si  ha  così,  per  esempio,  per  n  =  3  : 

(a  +  6  +  e)'  =  a'  +  ò**  +  e'  +  6a6c 

H-  3a«6  +  3a*c  +  36*a  +  36«c  +  3c»a  +  3c»6. 

TS.  Chiuderemo  questo  paragrafo  colla  nozione  di  riduzione  dei 
polinomii. 

In  un  polinomio,  contenente  (cfr.  art.  67)  certe  variabili  x,y, ...,  «, 
si     dicono  simili  quei  termini  nei  quali  le  variabili  si  trovano  ele- 
vate agli  stessi   esponenti.  Ora  é  chiaro  che   alla  somma  di  tutti 
\    termini  simili  : 

contenenti  le  stesse  potenze  x* ,  y^ , . . . ,  2:^  si  può  surrogare  un  uni- 
co termine  : 

A'X^yK .  .z^ 

che  abbia  per  coefficiente  la  somma  dei  coefficienti  di  quei  singoli 
termini,  cioè  : 

Quest'operazione  si  chiama  riduzione.  Per  mezzo  di  cosiffatte  ri- 
duzioni si  potrà  evidentemente  sempre  ottenere  che  il  polinomio 
non  contenga  più  termini  simili ,  ed  allora  esso  si  dirà  ridotto 
alla  sua  più  semplice  espressione  rispetto  alle  variabili  x,  y, ... ,  z. 

SO,  Cosi,  ad  esempio,  la  forma  ridotta  del  polinomio  : 

1  +  3x*yz  +  Axy^  +  bx'^zy  +  7xy^  +  2xyz  ■\-  4 
sarà: 

(3  -I-  b)xhjz  +  (4  -i-  7)xy»  +  2xyz  -f  (1  \-  4), 
cioè: 

Sx^yz  -f-  lìxy^  +  2xyz  -f  5, 

6  quella  del  polinomio  : 

ax^yz  +  *òbxy^  +  a^bx^yz  +  cxy^  +  2xyz  +  2 

(a  +  a^b)x^yz  -f  {^b  +  c)xy'  +  2xyz  -}-  2. 


Capelli.  —  Itiituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*  odiz. 
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§  10.<>  —  Saccessione  naturale  dei  namerl. 
Definizione  di  maggriore  e  minore. 

81.  Da  quanto  si  è  visto  all'art.  16  del  §  2^  seg^e  manifesta- 
mente^ dopo  la  definizione  da  noi  data  dei  numeri  naturali,  che: 
se  Af  B,  C,  D,  .  .  .  sono  degli  oggetti  qualisivoglianoy  i  numeri  ori- 
ginati  dagli  aggregati  : 

(I)  A        A,  B        A,  B,  C        A,  B,  C,  D 

che  si  rappresenteranno  Hsp.  coi  simboli  numerici  : 

sono  tutti  distinti  fra  loro. 

La  progressione  illimitata  di  numeri  così  generata  prende  il 
nome  di  successione  naturale  dei  numeri  naturali. 

82.  È  appena  necessario  far  rilevare  che  non  esistono  altri  nu- 
meri naturali  oltre  quelli  compresi  nella  successione  naturale.  In- 
vero ogni  numero  è  originato  da  un  aggregato  di  oggetti,  ed  ogni 
^l^&rcgato  è  evidentemente  coordinabile  ad  uno  degli  aggregati  (I). 

83.  Secondochè  un  numero  a  si  presenta,  nella  successione  na- 
turale, prima  o  dopo  di  un  altro  numero  f,  si  dice  rispettivamente: 
che  esso  è  minore  ovvero  maggiore  di  p ,  scrivendosi  nel  primo^ 
caso  a  <  p  e  nel  secondo  a  >  g.  Dalle  due  diseguaglianze  a  <  p  e 
p  <  7  segue  evidentemente  a  <  y. 

84.  Se  a  è  un  numero  qualunqtie,  il  numero  dei  numeri  dellcm 
successione  naturale  che  non  sono  maggiori  di  a,  è  lo  stesso  nu- 
mero a. 

Sia  infatti  A,  B,  C, ... ,  E,  G  quello   degli  aggregati   (I)  che  dr 
origine  al  numero  a.  I  numeri  non  maggiori  di  a  essendo  quell 
originati  dagli  aggregati  : 

A      A,B      A,B,C...        A,B,C,..,E        A,B,C, . . ,  E,G, 

il  loro  aggregato  è  evidentemente  coordinabile  air  aggregato  : 

A,     B,     C, .  .  .  ,  E,  G, 
e.  d.  d. 

85.  //  numero  ol  -\-  ^  è  quello  che  segue y  di  f  posti,  il  numero  CL 
nella  successione  naturale  dei  numeri. 

Invero,  se  nella  successione  fondamentale  di  aggregati  (I)  che 

genera  la  successione  naturale  dei  numeri,  sia  U  l'aggregato  che 
dà  origine  ad  a,  V  aggregato  che  lo  segue  di  g  posti ,  si   ottiene 

aggiungendo  ad  U  altri  g  oggetti  o,  che  è  la  stessa  cosa,  un  ag- 
gregato V  di  ^  oggetti.  Il  numero  che  succede  ad  a  dopo  g  po- 
sti è_ dunque  generato  dall'  aggregato  U,  V,  ed  il  numero  originato 
da  Ù,  V  ò  appunto  a  +  p. 


e 
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C6.  Se  un  aggregato  U  è  parte  (o  coordiiiabile  ad  ima  parte)  di 
u  9m^  altro  aggregato  W,  il  numero  originato  da  U  è  minore  di  quello 
o-^^  iginato  da  W. 

Siano  infatti  risp.  \P  e  W  quelli  fra  gli  aggregati  della  prò- 
j^'x-cssione  (I)  che  sono  coordinabili  ad  U  e  W  ;  e  supponiamo,  se 
e  possibile,  che  W'  non  si  trovi  scritto  dopo  di  U';  cioè  che  W 
sl.£ft  contenuto  in  U'.  Nella  coordinazione  di  W  a  W  alla  parte  U 
dL  x  W  corrisponderà  evidentemente  una  parte  V  di  W'.  D'  altra 
t>  s*,rte  V*  ed  U',  essendo  entrambi  coordinabili  ad  U,  saranno  anche 
(io ordinabili  fra  loro.  Ora  ciò  è  assurdo  (art.  15)  poiché  V, 
e  essendo   parte  di  W'  che  è  contenuto  in  U',  è  evidentemente  par- 

tC5   di  tr. 

^7.  Se  a,  b,  e  sono  tre  numeri  qualwnque  ed  a  >  b ,  è  anche 
>cb,  e  reciprocamente.  Così  pure  è  a+ob+c,  e  reciprocamente. 
Omettiamo  la  dimostrazione  di  questi  due  teoremi  che  sono  una 
^^•-  <5ile  conseguenza  della  definizione  di  maggiore,  della  definizione 
Ai    prodotto  (o  di  somma)  e  del  teorema  dell'art,  precedente. 

^8.  Chiuderemo  questo  §  col  seguente  teorema:  il  doppio  della 
*c>  mma  dei  primi  n  numeri  naturali  è  uguale  al  prodotto  n(n  +  1). 

IPacciamo  precedere  il  seguente  lemma:  la  somma  di  due  nu- 
r*^«ri  a  e  ^  resta  inalterata,  se  in  luogo  di  a  si  prenda  il  numero 
ot^  che  lo  segue  immediatamente  ed  in  luogo  di  ^  il  numero  g' 
Ci  li  e  precede  immediatamente  p  nella  successione  naturale  dei 
ri  lameri. 

Invero,  poiché  a'  =  a  +  l  ep  =  P'+l  (art.  85),  si  ha  (cfr.  art.  60)  : 

a  +  p  =  a  +  (P'  +  l)  =  a  +  p'  +  l 
e   quindi  anche  (cfr.  art.  59): 

a  +  p  =  a  +  1  +  ?'  =  (a  -f- 1)  +  P'  =  a'  +  P'. 

89.  Ciò  premesso,  se  a,  b,  e, . . . ,  cf,  6,  g  sono  i  primi  n  numeri 
liaturali,  poiché  a  =  1  e  ^  =  n,  si  ha  : 

a-]-g  =  n  +  l  (a) 

^  da  quest'uguaglianza  si  deducono   successivamente,   applicando 
il  lemma  testé  dimostrato,  le  seguenti  : 

6  +  e  =  n  +  1 
e  +  d=n  +  1 


e  +  &  =  w  -f- 1 
(jf+  a  =  n+  1 
che  sommate  membro  a  membro   unitamente   alla   (a)   ci   danno 
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(art.  62): 

(a  +  6  +  ...  4-  e  -f  flf)  +  (^  +  e  +  ...  -H  6  +  a)  =  n{n  +  1), 

cioè  appunto  : 

2(a  +  6  +  . . .  +  e  +  ^)  =  n(n  +  1), 

e.  d.  d. 

ITote  ed  Esereisi. 

1.  Una  successione  naturale  di  numeri  non  è  che  un  caso  particolare  d 
una  successione  di  numeri  della  forma  : 

a  I  0  +  h  ,  a  -\-  2h-,  a  -}-  8&  , . . . 

che  si  chiama  una  progretsione  aritmetica. 

Si  dimostri .  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  agli  articoli  88  e  89, 
che  il  doppio  della  somma  di  k  numeri  in  progressione  aritmetica  è  uguaU  a  k 
moltiplicato  per  la  somma  del  primo  e  dell*  ultimo  numero  della  progressione. 

2.  Trovare  la  somma  dei  primi  n  elementi  della  progressione  aritmetica.    "*  * 

1}0)0|     i)^)>.. 

8.  Le  cifre  moderne  1,  2,  8,  4,  5,  6,  7,  8,  9  si  chiamano  anche  cifre  ara- 
biche. Esse  traggono  però  la  loro  origine  dalle  Indie  d*  onde  sono  state 
importate ,  non  senza  notevoli  modificazioni ,  fra  gli  arabi  dell'  Africa  e 
fra  gli  europei  nel  secondo  secolo  delibera  cristiana.  Le  differenze  fra  le 
cifre  europeo  del  medio  evo  e  le  arabiche  occidentali  non  sono  molto 
grandi.  Maggiore  ò  la  differenza  fra  esse  e  le  cifre  deir  arabia  orientale 
importato  pure  dalle  Indie,  ma  in  un^ epoca  posteriore  (nell'ottavo  secolo) 
Le  cifre  del  medio  evo  subirono  poi  naturalmente  ancora  altre  lievi  modi- 
ficazioni  prima  di  raggiungere  la  forma  moderna  dei  nostri  tempi. 

4.  I  Greci,  a  differenza  della  maggior  parte  degli  altri  popoli,  non  in- 
ventarono segni  speciali  ad  uso  di  cifre.  A  quest^oggetto  si  aervirono  esaS 
delle  stesse  lettore  dol  loro  alfabeto.  Cosi  vediamo  i  ventiquattro  cant'S 
deiriliade  enumerati  mediante  lo  ventiquattro  lettere  deir  alfabeto  jonioi^y 
facendosi  corrispondere  Tordino  alfabetico  a,  ^,  y,  8,  8, . . .  ali'  ordine  dellflfr 
successione  naturale  dei  numeri. 

5.  I  Komani  composero  i  simboli  dei  primi  nove  numeri   della   aacoes* 
sione  naturalo  : 

I  ,  II  ,  III  ,  IV  ,  V  ,  VI  ,  VII  ,  VIII  ,  IX 

mediante  le  solo   tre  cifre   I ,   V ,  X.   Impiegarono   però    anche   ad  nao  di 
cifre,  le  lettere   deir  alfabeto   L,  C,  D,  M. 

§  ll.o  —  Differenza  di  dae  namerl. 

90.  Se  di  due  numeri  a  e  ^  sia  ol  minore  di  ^y  esiste  sempre 
un  unico  numero  S  (che  si  chiama  la  differenza  fra  a  e  p)  tale 
che  la  somma  di  a  e  ò  sia  eguale  a  ^. 

Invero,  poiché  3  si  presenta  nella  successione  naturale  dei  nu- 
meri dopo  il  numero  a,  esso  seguirà  al  numero  a  dopo  un  certo 
numero  di  posti  che  possiamo  designare  con  6.  Ma  il  numero  che 
segue  di  6  posti  il  numero  a  nella  successione  dei  numeri  na- 
turali, è  rappresentabile  (art.  85)  con  a  +  ò\  sarà  dunque  appunto: 

a  +  8  =  p.  (1) 


K^on  può  poi  esistere  alcun  altro  valore  S  che  soddisfi  all'ugua- 
;'lianza  (!)•  Supposto  infatti  che  fosse  simultaneamente: 

a  +  8  =  p  ,  a  +  5'  =  p, 

'©    ne  dedurrebbe  : 

a  +  8  =  a  +  5' 

t    quindi  (art.  53)  : 

0  =  8'  , 

!.    d.  d. 

91.  Poiché  a  +  0  =  a,  e  per  ogni  numero  5  diverso  da  zero  si 
la.  invece  (art.  85)  a -f  8  >  a,  si  vede  che  0  è  il  solo  numero  ò 
^he  soddisfi  airuguaglianza  a  +  8  =  a.  Possiamo  dunque  anche  par- 
are della  differenza  fra  due  numeri  eguali.  Essa  è  sempre  uguale 
1   zero. 

92.  L'operazione  che  ha  per  oggetto  di  calcolare  la  differenza 
fra  un  numero  qualunque  a  ed  un  altro  numero  ^  che  sia  eguale 
o  maggiore  ad  a ,  si  chiama  sottrazione.  In  questa  operazione  il 
numero  ^  si  chiama  il  minuendo  ed  a  il  sottraendo.  La  loro  diffe- 
renza si  indica  poi  col  simbolo  f  -  a  (che  si  legge  p  r^eno  a)  ;  di- 
guisachè  si  può  scrivere: 

a  +  (P-a)  =  p.  (2) 

93.  Se  a  <  p,  il  numero  che  j^recede  di  a  posti  il  numero  ^  nella 
successione  naturale  dei  numeri,  è  rappresentabile  con  p  —  a. 

Infatti,  il  numero  che  segue  di  a  posti  il  numero  g  —  a  è  uguale 
(art.  85)  alla  somma: 

(^  -  a)  +  a 

e  la  (2)  ci  dice  che  questa  somma  è  il  numero  ^. 

94.  La  di/Inerenza  fra  due  numeri  resta  la  stessa  se  a  ciascuno 
di  essi  8i  aggiunge  uno  stesso  numero, 

Aggiungendo  infatti  a  ciascuno  dei  due  membri  della  (2)  un 
numero  qualunque  Ti,  se  ne  deduce  : 

(a  +  ;i)  +  (?-a)  =  (p  +  ;i) 

cioè  appunto  : 

(P  +  Ti)  -  (a  +  Ti)  =  P  -  a. 

95.  La  differenza  fra  due  numeri  non  si  altera  se  da  ciascuno 
^i  mi  si  tolga  uno  stesso  numero,    _ 

Iiivero,  se  Ti  è  un  numero  <  a  ed  <  p  ,  la  (2)  si  può  scrivere 
(art.  92)  : 

(a -Ti)  +  Ti  4-  (p  -  a)  =  (P  -  Ti)  4-  Ti, 

d'onde  si  deduce  (art.  53)  : 

(a-Ti)  +  (P-a)  =  (0-Ti), 
cioè  appunto  : 

(?-^)-(«-^)  =  P-«. 
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96.  Se  ^  è  maggiore  di  a^  edh  è  un  numero  minore  di  a  i 
aacke  di  f),  è  anche  p— h  maggiore  di  a— h. 

Poiché,  se  fosse  invece  : 

P  -  /i  <  a  -  hf 
se  ne  dedurrebbe  (art.  87)  : 

(P-7i)  +  ^^(a-;i)  +  7i. 

cioè  (art.  92):  f  <  a,  contro  il  supposto. 

97.  Se  ^  è  maggiore  della  somma  a-f-a,  la  differenza  ^—o 
giore  di  a. 

Si  ha,  infatti,  per  l'articolo  precedente  : 

p  —  a  >  (a  +  a)  —  a  =  a. 

98.  Se  a>h^8iha  : 

(a  -  b)  +  e  =  (a  -h  e)  -  b. 
Se,  infatti,  dai  due  membri  dell' uguaglianza  : 

{a^h)-\-c^-b  =  a-\-c 
si  sottrae  ò,  si  ha  appunto  la  formola  voluta. 

99.  iS'e  p  è  maggiore  di  a  -r  a  ,  per  sottrarre  da  ^  la 
a  +  a,  si  può  sottrarre  dapprima  a  e  dalla  differenza  otteì 
trarre  poi  p  ;  cioè  : 

p  -  (a  +  a)  =  (p  -  a)  -  a. 

Invero,  poiché  (art.  97)  il  numero  f  —  a  è  maggiore  di 
scrivere  : 

[(p-a)-aj  +  a  =  p-a, 
d'onde  si  deduce,  aggiungendo  a  ai  due  membri  : 

[(P»a)-a]f  (a  +  a)  =  S 
che  equivale  appunto  alla  (3). 

100.  Per  fare  la  somma  di  un  numero  p  e  di  una  d 
a  —  a,  si  può  aggiungere  a  p  il  numero  a  e  dalla  somma 
sottrarre  a  ;  cioè  : 

pH-(a-a)  =  (p  +  a)-a. 

Invero,  si  riconosce  immediatamente  che  ; 

p  +  (a-a)  +  a=p  +  a, 
essendo  : 

(a  —  a)  +  a  =  a. 

101.  iSe  p  è  maggiore  di  a  — a,  per  sottrarre  da  p  la  d 
a  —  a,  si  può  aggiungere  a  P  il  numero  a  e  dalla  somma 
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sottrarre  a,  cioè  : 

P  -  (a  -  a)  =  (P  +  a)  -  a.  (4) 

Si  ]ia  infatti,  per  Tarticolo  99  : 

(3  -f  a)  -  [a  +  (a  -  a)]  =  [(?  +  a)  -  a]''{a- a) 

che  è  appunto  la  (4),  poicliè  : 

a  +  (a  -  a)  =  a ,  (3  +  a)  -  a  =  p. 

102.  //  prodotto  della  differenza  ^  —  a  per  un  numero  qualun- 
que  Y  è  uguale  alla  differenza  fra  il  prodotto  ^y  ^  i^  prodotto  a^. 

In  virtù  della  (2)  si  può  scrivere  infatti: 

[a  +  (p  -  a)]Y  =  pT 

e  qaindi  anche  (art.  68)  : 

ossìa  appunto  : 

Qaest^ultima  formola  non  cessa  di  esser  vera  anche  nel  caso  di 
s  =  ^,  se,  come  noi  faremo  d'ora  innanzi,  addottiamo  la  conven- 
zione che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  signi- 
fichi lo  zero. 

103.  Se   p>a   e  b^a,  si  ha: 

(P  ~  a)(b  -  a)  =  (pb  +  aa)  -  (ga  +  ab).  (5) 

Per  Tart.  prec.  si  può  scrivere  infatti  : 

(p-a)(6-a)=p(ò-a)-a(6-a)=(p6-pa)-(a6-aa) 

e  quindi  anche  (art.  101): 

(P  -  a){b  -  a)  =  [(gè  -  fa)  +  aa]  -  ab, 

e  per  V  art.  98  : 

(p  -  a)(6  -  a)  =  [(gè  +  aa)  -  fia]  -  a6. 

Ora  da  questa  eguaglianza ,  che  dice  essere  ^b  +  aa  maggiore  di 
?a  +  a6,  si  ha  appunto  la  (5)  applicando  Tart.  99. 

§  12.0  —  Espressioni  natarall  —  Espressioni  intere. 

104.  Ogni  espressione  ottenuta  operando  con  un  numero  finito 
^*  (addizioni  e  moltiplicazioni  sopra  certi  numeri  {che  possono  re- 
itare  arbitrari  e  si  rappresenteranno  quindi  con  delle  semplici  lei- 
**'■«  a,  b,  e, . . . ,  d)  si  può  sempre  ridurre  alla  forma  polinomia  : 

Jk.a^bM..  .d^  (l) 

i»  cui  i  coefficienti  k  e  gli  esponenti  a,  P,  T»  •  •  •  j  S  sono  dei  numeri 
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ben  determinati^  ed  inoltre  uno  stesso  sistema  di  esponenti  non  si 
presenta  che  in  un  unico  termine. 

Per  dimostrare  ciò,  basta  far  vedere  che  la  somma,  ovvero  il 
prodotto  di  due  espressioni  del  tipo  (1),  si  possono  ancora  ridurre 
allo  stesso  tipo  ;  giacché,  dimostrato  ciò,  è  chiaro  che,  se  le  prime 
n  espressioni  ottenute  nel  modo  indicato  si  possono  porre  sotto  la 
forma  (1),  anche  la  (ni-iy**"^  espressione,  la  quale  non  può  essere 
che  la  somma  od  il  prodotto  di  due  espressioni  già  ottenute  ;  si 
potrà  ridurre  del  pari  alla  stessa  forma. 

Invero,  se: 


s 


k'*a^bh^...d^  (ly 


è  un'  altra  espressione  dello  stesso  tipo  (1)  composta  cogli  stessi 
numeri  arbitrari  a,  b,  e,... ,  d,  i  termini  simili  (art.  79)  di  (1)  e  di  (l)' 
non  potendo  differire  che  per  il  coefficiente  A:,  si  potrà  fare  la  ri- 
duzione : 

^ka^b^  ...d^  -^-Vk'a^K  . .  ^  =  V(fc  +  k')a%^  . . .  cf^, 

cioè  ad  un  unico  polinomio  del  tipo  (1). 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  si  voglia  considerare  il  prò 
dotto  dei  due  polìnomii  (l)  ed  (1)'.  Sviluppando  il  prodotto  di  qufe 
ste  due  somme  secondo  la  regola  dell'  articolo  70,  il  risultato  sar 
una  somma  di  più  termini  ognuno  dei  quali  nasce  dal  moltiplicar  ^ 
un  termine  Qualunque  fc»a*6P  ...  d^  di  (1)  per  un  termine  qualunqu.  < 
A-a*V  . . .  d°'  di  (1)';  cioè  sarà  la  somma  di  tanti  monomii  del  tipo 

e  per  conseguenza,  fatte  le  riduzioni  sui  termini  simili,  si  ricadrà  1  ti 
un'  espressione  del  tipo  (1). 

105.  La  riduzione  di  ogni  espressione   letterale    (dedotta    dalle 
arbitrarie  a,  6,  e,  .  .  .  ,  d  mediante  addizioni  e  moltiplicazioni)  bììb 
forma  polinomia  ha  importanza  fondamentale,   come   vedremo   in 
seguito,  dal  punto  di  vista  algebrico.  Non  così  dal  punto  di  vista 
del  calcolo  aritmetico  dell'espressione,  giacché  la  forma  polinomio 
non  è,  generalmente  parlando,  la  forma  più  addatta  per  il  calcolo 
effettivo  del  numero  che  essa  rappresenta,  quando  vengano  fissati 
in  un  determinato  modo  i  numeri  a,  6,  e,  .  .  .  ,  d.   A  convincerci 
di  ciò  portiamo  un  esempio  semplice,  del  quale  avremo  però  in 
seguito  occasione  di  apprezzare  l'importanza. 

Essendo  n  un  certo  numero  ben  determinato,  si  consideri  il  po- 
linomio : 

composto  colle  n  +  2  arbitrarie  a? ,  a^  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a,^.  La  sua  espres- 
sione ci  dice  che  le  operazioni  da  eseguirsi  per  calcolare  il  nu^ 
mero  da  esso  rappresentato ,  appenachè  siano  stati  fissati  in  ui* 
certo  modo  i  numeri  se  ,  «o  »  "i  ^  •  •  •  »  ^n  >  sono  le  seguenti  : 

lo)  le  n  —  1  moltiplicazioni  successive  necessarie  per  calcolar^ 

/>.*  rinO  or»         • 

K/         ^*^         »     •     •    9     »    *A^         j 
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2o)  le  n  moltiplicazioni  necessarie  per  calcolare  i  prodotti  : 

30)  le  n  addizioni  semplici  (cioè  ciascuna  di  due  soli  numeri) 
necessarie  per  fare  la  somma  dei  numeri  (2)  e  del  numero  a^. 

Si  hanno  in  tutto  3n— 1  operazioni  semplici,  in  luogo  delle  quali 
ne  bastano  sole  2/1,  se  si  calcolano  successivamente  1  polinomi: 

UqX  +  ttj ,  GqX^  +  a,aj  +  a^  ,  a^x^  +  a^c^  +  a^x  +  aj  , .  .  , 

osservando  che  ciascuno  di  essi  si  ottiene  dal  precedente  con  una 
moltiplicazione  ed  un'addizione.  Infatti,  per  avere  il  secondo   po- 
linomio, basta  moltiplicare  il  primo  per  x  ed  aggiungere  al  risul- 
tato flj  :  per  avere  il  terzo,  basta  moltiplicare  il  secondo  per  x  ed 
aggiungervi  a^ ,  e  così  via. 

Così,  ad  esempio,  per  mettere  in  evidenza  che  il  calcolo  del  po- 
linomio : 

aas*  +  hx^  -f  ex-  +  dx  +  e  (3) 

non  richiede  necessariamente  7  moltiplicazioni  semplici  e  4  addi- 
zioni semplici,  ma  può  invece  effettuarsi  mediante  sole  4  moltipli- 
cazioni e  4  addizioni  semplici,  converrà  togliere  alla  espressione 
(3)  la  forma  polinomia  e  sostituirvi  Tespressione  equivalente  : 

(  (((^^  +  ^)^  +  <5)x  +  d)x  +  e  J. 

106.  Prendiamo  ora  in  esame  le  espressioni  che  si  possono  ot- 
tenere operando  sui  numeri  arbitrari  a,  ò,  e,  .  .  .  ,  rf  mediante  le 
tre  operazioni  di  moltiplicazione,   addizione   e  sottrazione.   Tutte 

!      questo  espressioni  si  chiamano  espressioni  intere. 

Resta  naturalmente  ben  inteso  che  Y  arbitrarietà  dei  numeri  a, 
^c,..,,d  non  è  più  assoluta  (come  nelle  espressioni  naturali  in 
cui  non  interveniva  Toperazione  di  sottrazione)  ;  bensì  essa  è  limi- 
tata dalla  condizione  che  in  ognuna  delle  sottrazioni  da  eseguirsi 
il  minuendo  riesca  superiore  (od  eguale)  al  sottraendo,  poiché 
altrimenti  quelle  operazioni  non  avrebbero,  almeno  per  ora,  alcun 
significato. 

107.  Ogni  espressione  intera  ottenuta  operando  sui  numeri  a, 
^)C, ...,d  con  un  numero  finito  di  moltiplicazioni ,  addizioni  e 
sottrazioni  ,    si  può  sempre  ridun'e  alla  forma  : 

^k.a»bP...d^-]^h.aV...d'^  ,  (2) 

^ot  8i  può   rappresentare  come  differenza   di  due  polinomii  del 

^Po  (1). 

^er  dimostrare  ciò,  basterà  far  vedere,  analogamente  a  quanto 
s\è  fatto  all'art.  104,  che  la  somma,  la  differenza  ed  il  prodotto 
di  due  espressioni  del  tipo  (2)  può  sempre  ridursi  allo  stesso  tipo. 

Caprlu.  —  litituzioni  di  analisi  algebrica^  3.»  ediz.  G 
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Siano  infatti: 

A-B     e    C-D 

le  due  espressioni  del  tipo  (2)  che  si  vogliano  considerare,  cosic 
A,  B;  C,  D  sono  dei  polinomii  del  tipo  (1).  Mediante  le  prop 
zionl  degli  articoli  100,  101  e  103  del  §  che  precede,  si  verifich 
facilmente  che  : 

(A  -  B)  +  re  -  D)  =  (A  +  C)  -  (B  4-  D) 
(A  -  B)  -  (C  -  D)  =  (A  +  D)  -  (B  +  C) 
(A  -  B)(C  -  D)  =  (AC  4-  BD)  -  (AD  -h  BO) 

ed  i  secondi  membri  di  queste  uguaglianze  sono  appunto  la  d 
renza  di  due  espressioni,  ciascuna  delle  quali  si  può  ridurre,  seco 
il  teorema  dell'  art.  104,  ad  un  polinomio  del  tipo  (1). 


CAPITOLO  IL 

DIVISIBILITÀ   E   PROPRIETÀ   ELEMENTARI 
DEI    NUMERI    NATURALI. 


•  §  1  ^  —  Multipli  e  sottomaltipli. 

108.  I  numeri  che  nascono  dal  moltiplicare  an  namero  n  per 
un  altro  numero  qualunque,  si  chiamano  multipli  di  n,  poiché  essi 
si  possono  considerare  (art.  62)  come  la  somma  di  molti  numeri  tutti 
eguali  ad  n. 

1  multipli  di  71  disposti  secondo  il  loro  ordine  naturale  sono  dun- 
que rappresentati  da  : 

2n  ,  3n  ,  in  y  5ii  y  .  .  .  (1) 

^}  che  è  la  stessa  cosa,  da  : 

71  +  n  ,  n  i  n  +  71  f  n  +  n  +  n  +  n  ,  ,  .  .  (2) 

Quest'ultima  rappresentazione  suggerisce  di  premettere  alla  suc- 
cessione (2)  anche  le  somme  improprie  che  contengono  t*n  solo  ad- 
^^ndo  lì  0  7ie88un  addendo  n,  in  quanto  esse  possono  rappresen- 
tare i  numeri  w  e  0  rispettivamente.  Pertanto  noi  considereremo 
come  multipli  di  n  tutti  i  numeri  : 

On  ,  lu  ;  2n  ,  3n  ,  4n  ,  .  .  .  (3) 

essendosi  già  convenuto  (art.  102)  che  il  prodotto  di  w  per  lo  zero 
significhi  appunto  lo  zero. 

109.  Per  n  =  2  la  successione  (3)  ci  dà  i  multipli  di  2,  che  si  chia- 
mano anche  numeri  parij  cioè  : 

0,2,4,6,8,... 
Tutti  gli  altri  numeri,  cioè  : 

Ridicono  invece  dispari, 

^  senz'altro  manifesto  che,  come  tutti  i  numeri  pari  sono  quelli 
contenuti  ncU'  espressione  generale  2n ,  cosi  tutti  i  dispari  sono 
quelji  contenuti  nell'espressione  generale  2/1+1. 
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110.  Se  m  è  un   multiplo  di  ?i,  il    numero  n  si  dice  essere 
sottomultiplo  di  ?n  0  anche,  più  comunemente,  un   divisore  di 

Quest'  ultima  denominazione  è  giustificata  dal  fatto  che ,  o 
ciò  accada,  il  numero  m  si  può  rappresentare  sotto  la  fon 
n  +  H  -f  . . .  -f  71 ,  cioè  si  può  spezzare  {dividere)  in  una  somi 
di  numeri  tutti  eguali  ad  n, 

E  senz'altro  manifesto  che  ogni  divisore  di  un  numero  m  è  anc 
divisore  di  tutti  i  multipli  di  m. 

111.  Se  un  numero  a  è  divisore  di  due  numeri  m  ed  n,  ca 
è  anche  divisore  della   loro  somma  m  +  n  e  della  loro    differen. 

m  — n  {per  m  >n). 
Esistono  infatti  per  ipotesi  due  numeri  Ti  e  A:  pei  quali  è: 

ah^m  y  ak  =  n 

e  da  queste  uguaglianze  sommate ,  ovvero  sottratte ,   membr^ 
membro ,  segue  : 

ah  -{-  ak  =  m  +  n  ,  a/i  —  aA:  =  m  —  n  , 
cioè  appunto  (articoli  68  e  102): 

a{h  +  fc)  =  m  +  71  ,  a{h  —  k)  —  m  --n. 

112.  Corollario  l.o  —  Se  un  numero  divide  la  somma  di  d 
numeri,  ed  uno  di  essi,  esso  divide  anche  Valtro. 

Infatti,  uno  dei  due  numeri  che  vengono  sommati,  si  può  con 
derare  come  la  differenza  fra  la  somma  stessa  e  l'altro   numei 

113.  Corollario  2.^  —  Se  un  numero  divide  la  differenza  f 
due  numeri,  ed  uno  di  essi,  divide  anche  Valtro, 

È  questa  una  conseguenza   del  precedente,   poiché   se  e   è 
differenza  dei  due  numeri  a  o  b  della  quale  è  divisore  il  nume 
dato,  si  ha  : 

a  =  e  -\-b, 

114.  Se  i  numeri  a,  b,  e,...  sono  rispettivamente  divisori  e 
numeri  a,  ^,  7, . . . ,  il  prodotto  abc ...  è  un  divisore  del  pi 
dotto  aj;^ .... 

Dalle  uguaglianze  : 

aa*  =  OL  ,  66*  =  p  ,  ce'  =i^ 

segue  infatti  : 

aa'bVcc'  =  ajy 

e  quindi  anche  : 

ahc  '  a'b'c'  =  a^^ 

il  che  dimostra  V  asserto. 

115.  Se  m  è  un  multiplo  di  71,  il  numero  h  che  soddisfa  Tegtt 
glianza  : 

m=z  hn , 
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si  rappresenta  anche  col  simbolo   —  e  si  chiama  il  quoto  di  m  ri- 

n 

spetto  ad  n,  poiché  risponde  alla  domanda  :  se  il  numero  m  è  la 

somma  di  n  parti  eguali,  quanta  è   ogni  parte  {quota  para)? 

Come  il  simbolo  m  —  n  non  aveva  finora  significato  se  non  quan- 

do  m^n,  cosi  il  simbolo  —  non  avrà  significato ,  almeno  per  ora, 

se  non  nel  caso  in  cai  m  sia  un  multiplo  di  n. 

116.  Se  il  simbolo  —  ha  significato   di  numero  naturale ,  anche 

il     simbolo  —77-  ha  precisamente  lo  stesso  signiflcatoy  qualunque  sia 
nh 


il     numero  naturale  h. 
X'  eguaglianza  : 

esprimendo  infatti  che  : 

m 

—  =  e 
n 

m^  cn 

\\ 


e  da  questa  deducendosi  manifestamente  : 

mh  =  cnh , 
si  ha  appunto  : 

mh  _ 

nh 
§  2.0  —  Divisione  naturale  del  nameri. 

117.  Dati  due  numeri  m  ed  ?j,  se  il  primo  di  essi  non  è  un  mul- 
tiplo del  secondo,  cioè  se  non  coincide  con  uno  dei  numeri  : 

0  ,  n  ,  2n  ,  3n  ,  4n  ,  .  .  .  ,  (l) 

W80  sarà  evidentemente  compreso  fra  due  numeri  consecutivi 
della  progressione  (1),  p.  es.  fra  qn  e  {q-\-  l)7i;  cosicché  si  potrà 
scrivere  : 

mzzqn-\-r  (2) 

essendo  r  un  numero  inferiore  ad  n. 

118.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  m  ed  n,  si  determinano 
9  edr,8i  chiamerà  divisione  naturale  di  m  per  n.  Dei  due  numeri 
w  ed  n  il  primo  si  chiamerà  il  dividendo,  il  secondo  il  dividente  (*). 
Il  numero  g,  che  esprime  quante  volte  n  è  contenuto  in  m,  si  chia- 
ma il  quoziente  della  divisione  naturale  (perchè  risponde  alla  do- 


n  Adoperiamo,  per  maggior  chiarezza,  la  parola  dividente  in  luogo  della 
pvola  àxtitore  usata  comunemente.  La  parola  divisore  verrà  da  noi  riservata 
elusivamente  al  significato  già  attribuitole  all'art.  110. 


injinda  quotiesf,  cioè  quante  volte  f)  ed  il  numero  r,  che  esprime 
quanto  resta  di  m,  quando  da  m  si  toglie  il  massimo  multiplo  di  n 
in  esso  contenuto,  si  chiama  il  resto. 

L'eguaglianza  (2)  ci  dice  che  il  dividendo  è  uguale  al  prodotto 
del  dividente  per  il  quoziente  aumentato  del  resto, 

119.  Se  in  una  divisione  naturale  il  dividente  è  un  divisore {arìAÌO) 
del  dividendo,  il  resto  è  uguale  a  zero,  e  reciprocamente. 

Infatti ,  r  uguaglianza  (2)  ci  dice  che  r  =  0  è  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  perchè  m  sia  un  multiplo  di  n. 

120.  Se  il  dividendo  e  il  dividente  di  una  divisione  naturale  si 
moltiplicano  per  uno  stesso  numero  h,  il  quoziente  rimane  inalterato 
ed  il  resto  riesce  moltiplicato  per  h. 

Moltiplicando  infatti  per  h  ì  due  membri  della  (2),  se  ne  deduce 
(art.  68): 

mìi  =  q»nh-\-  rh  , 

e  questa  relazione  ci  dice  appunto  che  ^  è  il  quoziente  della 
divisione  di  mh  per  nh,  ed  rh  è  il  resto;  poiché;  essendo  r<njh 
anche  (art.  87)  rh  <  nh, 

\2ì.  Se  al  dividendo  h  si  aggiunge  un  multiplo  tn  del  dividente  n, 
il  quoziente  verrà  ad  essere  accresciuto  di  t,  rimanendo  inalterato 
il  resto. 

Dalla  (2)  segue  infatti  evidentemente  : 

m  +  tn^  qn  +  tn  -{•  r  , 
cioè  appunto  : 

m  +  tn  •=  {q  +  t)n  +  r. 

122.  Il  resto  di  una  somma  di  piic  numeri  è  uguale  al  reeto 
della  somma  dei  resti  dei  singoli  numeri. 

Invero,  dalle  uguaglianze  : 

m    =.  qn    -f  r 
nC  =  q^n  +  r' 

m"  =  5"n  +  r" 
si  deduce  : 

m->fm'-^  m"  =  (g  +  5'  +  q")n  +  (r  +  r'  +  r") , 

d'onde  segue  (art.  121)  che  ì  due  numeri  tw  +  m'  +  m"  ed  r  -f-  r'  -I-  r", 
sottoposti  alla  divisione  per  n,  daranno  lo  stesso  resto  ;  e.  d.  d. 

123.  Corollario.  —  Se  i  numeri  m,  m',  m",...  divisi  per  n 
danno  risp,  gli  stessi  resti  dei  numeri  {jl,  [jl',  [jl",  ... ,  anche  la  sofnma 
mnn'4m"-i- ...  e  la  somma  pL-hjjL'+pL"+ ...  daranno  ^  divise  per  n, 
lo  stesso  resto. 

Entrambe  daranno  infatti,  per  resto^  il  resto  della  somma  dei  re- 
sti dei  singoli  addendi,  cioè  lo  stesso  numero. 
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124.  Il  resto  di  un  prodotto  di  più,   numeri  è  uguale  al  resto 
del  prodotto  dei  resti  dei  cingoli  numeri. 

Dalle  uguaglianze: 

m  =  qn  +  r 
m'  =  q*n  f  r' 

si  deduce  infatti  (art.  70)  : 

mm^  =  qqhi^  +  q'rn  +  qr^n  +  rr', 

cioè:  posto  q^n  +  ^r'  +  rg''  =  M  : 

mm'  =  Mn  +  rr'j 

d'onde  segue^  come  all'art,  prec,  che  wm'  ed  rr'  danno  lo  stesso 
resto. 

Similmente ,  dair  uguaglianza  ora   scritta  e  dalla  nuova   egua- 
glianza : 

m"  =  q"n  +  r" 
si  dedurrà  : 

mm'm^'  =  Nn  -}-  rr*r*' , 
ecc. 

125.  ^c  q  é  il  quoziente  ed  r  *7  resto  della  divisione  di  ra  per  n, 
f7  quoziente  della  divisione  di  m  -f  m'  per  n  si  può  ottenere  aggiun- 
gendo a  q  il  quoziente  della  divisione  di  r  +  m'  per  n;  ed  il  suo 
resto  coincide  col  resto  di  quest'ultima  divisione. 

Infatti,  se  q'  ed  r'  sono  rispettivamente  il  quoziente  ed  il  resto 
della  divisione  di  r  +  m'  per  n  ,  dalle   due  uguaglianze  : 

m  =>  qn  -f  r 
r  ■\-m*  =  q'n  +  r' 

si  deduce  sommando  membro  a  membro  : 

r  -f  m  +  m'  =  (5  f  q^)n  +  ?•'  +  f  ; 
cioè  appunto  : 

m  ^-  m'  =  ((7  +  q*)n  +  r'. 

126.  Se  U  quoziente  della  divisione  naturale  di  m  per  n  si  divide 
per  Tk'j  il  nuovo  quoziente  così  ottenuto  è  anche  il  quoziente  della 
divisione  di  m  per  nn'. 

Siano  infatti  q  ed  r  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di 
fa  per  n,  e  siano  q^  ed  r'  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione 
di  q  per   n\   Sussisteranno   le   due  uguaglianze  : 

m=^  qn  ■\-  r  ,  q  =  qW  +  r', 

cosicché,  se  nella  prima  si  sostituisce  in  luogo  di  nq  la  sua  espres- 
Bione  : 

nq  =  q*nn^  +  nr' 
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ricavata  dalla  seconda  egaagliapza  moltiplicata  per  n,  si  ottiene  : 

m  =  q\nn')  +  (nr'+  r), 

onde,  per  accertare  che  q'  è  eflfettivamente,  come  si  è  asserito,  fi 
quoziente  della  divisione  di  m  per  nn\   basterà  riconoscere  che: 

nr'  -\-  r  <  nn\ 
Invero,  poiché  : 

r  ^w  —  1  ,  r'^n'  —  1, 
si  ha: 

wr'  -I-  r  §  n(n'  —  1)  +  (ii  -  1), 
cioè  appunto: 

nr^  -h  r'^nn'  —  1. 

Vote 

1.  Se  rappresentiamo  per  brevità  con  m\\n  il  quoziente  della  divisione 
naturale  di  m  per  n,  con  fn  |{  n  ||  n  il  quoziente  della  divisione  di  m  ||  a  pe^ 
n  e  cosi  via,  dal  teoroma  delTart.  12G  applicato  ripetutamente  segue  ma- 
nifostameute  : 

"*  Il  («iw»«s  .  .  .  njk)  =  m  !|  n,  \\  n^  |i  n^  |!  .  .  .  ||  n^, 

2.  Se  qi  ,  q^  ,  qs  ,  .  .  .  eci  r,  ,  r,  ,  Tj  ,  .  .  .  »07io  risp.  %  quozienti  ed  i  reiti  che 
success ivamente  si  ottengono  nella  divisione  ripetuta  m  {{  nj  ||  n^  |l  n,  |j . . .  t 
si  ha  : 

m  =  r^  +  n,rj  +  n^n^r,  +  ...  -\-  n,n^  ...  n^.jr/j  +  n^n,  ...  n/tq*.  (1> 

Si  hanno  infatti,  per  il  significato  stesso  delle  q^  ^  ^^  >  9s  *  •••  i  ''i  i  ''t  t  ^t  i  "' 
le  uguaglianze  : 

m  =  nj^i  +  r^ 


qit^i  =  n^g|^  4-r;,, 


e,  se  questo  uguaglianze  si  moltiplicano  risp. perl,n|,n|nj  ,ninjii,|...n|nj... «jlt.  « 
e  si  sommano  poi  membro  a  membro,  si  ottiene  appunto  la  (1);  poichò  i  ter'^ 
mini  contenenti  le  ^^ ,  ^^ ,  .  .  .  ,9h-i  risultano  gli  stossi  nei  due  membri  e  »  * 
possono  quindi  sopprimere. 

8.  Se  r^,r^,r3,...  sono  i  resti  successivi  che  nascono  dalla  divisione  ripe^* 
iuta  m  .;  Uj  Ij  n^  !  Uj  .  .  .  ,  U  resto  della  divisione  naturale  di  m  per  il  prò  ^ 
dotto  Tl^Ti.^  •  •  •  n^  è  dato  da  : 

^1  +  «iri  +  n^n^jr^  -|-  ...  +  Ujn^  ...  njt_^rj5. 

Indicando  infatti  con  Q/^  ed  Kj^  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  della  di.  " 
visione  di  vi  per  n^n^  ...  nx  ^  si  dovrà  avere: 

m  =  n^n^  ...  n^Q;^  +  R^. 

Ma,  per  la  nota  1",  il  quoziente  Qk  è  ugnalo  al  quoziente  qfi  della  nota 
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cedente,  cosicché  si  può  scrivere  : 

e  dal  paragone  di  questa  eguae:liaDza  colla  (1)   segue    appunto  : 

S/k  -  ^1  +  «i^«  +  »iiWa»"9  +  ..•  +  «i»t ...  »/k-i^A' 

§  3.0  —  Sistemi  di  numeraalone 
fondati   galla   divisione    ripetuta. 

127.  I  sistemi  di  numerazione  hanno  per  oggetto  di  rappresen- 
tare tutti  i  numeri  naturali  mediante  un  numero  limitato  di  segni 
particolari  (p.  es.  di  cifre)  fra  loro  variamente  combinati  ;  digui- 
sachè  ad  ogni  numero  corrisponda  una  certa  speciale  combina- 
zione di  detti  segni,  mediante  la  quale  esso  venga  ad  csisere  com- 
pletamente individuato,  cioò  distinto  da  tutti  gli  altri  infiniti  nu- 
meri. 

Noi  preciseremo  ancor  meglio  il  problema  proponendoci  di  rap- 
presentare tutti  i  numeri  mediante  le  cifre  : 


0  ,  1  ,2  ,  3  ,  .  .  .,n-l  (1) 

od  altri  segni  particolari  che  supponiamo  siano  già  stati  adottati 
per  raffigurare  i  primi  n  numeri   della  successione  naturale.  Si  ò 

scritto  ;*  —  1  in  luogo  del  semplice  simbolo  letterale  »  —  1  (che  non 
rappresenta  per  se  stesso  un  numero  determinato)  per  esprimere 
ia  qualche  modo  che  in  luogo  del  simbolo  generico  n  -  ì  s'intende 
posta  una  certa  cifra  o  segno  convenzionale  rappresentante  un 
unico  numero  ben  determinato. 

128.  Dato  un  numero  qualsivoglia  m,  sia  71''  la  più  alta  potenza 
di  7t  in  esso  contenuta.  Dividendo  m  per  n*  si  otterrà  : 

m  =  pn^  4-  r  (2) 

con^<n  ed  r  <  n*.  Infatti  r,  essendo  il  resto  della  divisione^  è 
inferiore  al  dividente  n  ;  ed   il   quoziente  p   non    può    uguagliare 
0  superare  n,  perchè,  ove  ciò  fosse,  il  prodotto  pn}  sarebbe  alme- 
no ejcuale  ad  w*+^  e  quindi  il  numero    m  conterrebbe  la  potenza 
[k^iyH.na  ^.  ^^  contro  il  supposto. 

Dividendo  ora  il  numero  r  per  ^i*"^ ,   si    otterrà    similmente  : 


f 


.  _  ^„k-l 


?H*-i  +  ri  (3) 

^^n  q<n  ed  r^  <  ?i*~^,  colla  sola  diflTerenza  che,  mentre  p  era  al- 
meno eguale  ad  l,  può  invece  q  riuscire  anche  uguale  a  zero. 
Sostituendo  Tespressione  (3)  in  (2),  viene  : 

m  ^ pn^  -f  qn^'^  +  1\  , 

cosicché  dividendo  ulteriormente   r^   per  n^  ^ ,   e   poi   cosi  di  se- 
guito, si  giungerà  ad  ottenere  per  m  un'  espressione  della  forma: 

m  =  pn^  +  qn^'  ^  -f  . . .  +  dn^  -f  01^  -{-hn-\-  a,  (4) 

^A^RLu.  —  latituzioni  di  analisi  algebrica,  3.»  cdiz.  7 


ì 
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dove  i  numeri  p^  q ,. .  ,,d,  e,  ò,  a,  essendo   tutti  inferiori  ad  n , 
possono  anche  esprimersi  colie  corrispondenti  cifre  (l)  : 

jt;  ,  5 ,  . . . ,  d  ,  e  ,  ò  ,  a 

già  adottate  per  individuarli. 

129.  I  numeri  p,  5, . . . ,  d,  c,h,  a  che  permettono  di  esprimere  il 
numero  m  sotto  la  forma  (4)^  possono  anche  definirsi  in  un  altro 
modOy  mediante  un  procedimento  che  conduce  a  determinarli  nel- 
Tordine  opposto  a  quello  di  pocanzi,  cioè  nell'ordine  a,  5,  ^idj...yqfp. 

Invero  alTespressione  (4)  può  darsi  la  forma: 

m  =  {pn^'^  +  qn}'^  -f  . . .  -f  dn'^  4  on  +  b)n  +  a 

la  quale,  tenendo   presente  che  a<n,  ci  dice  che  a  è  il  resto 
della  divisione  di  m  per  n,  nel  mentre  che: 

pn^'^  +  511'"-  +  . . .  +  dìi'  -f  c?i  +  6 

ne  è  il  quoziente.  Similmente  si  vede  che,  dividendo   questo  quo- 
ziente per  w,  si  otterrà  per  resto   b   e    per  nuovo  quoziente  : 

pn^"^  '\-  qn^  ^  +  .  . .  +  dn  -f-  e 

e  così  di  seguito,  finche  si  giungerà  al  quoziente  j)  che  diviso  per 
n  darà  per  quoziente  0  e  per  resto  p. 

Pertanto  si  conclude  che  quando  un  numero  m  è  2>08to  sotto  l<t- 
forma  : 

pn*  +  qn*^""^  +  . . .  -f-  dn^  +  cn*  I-  bn  +  a 


in  cui  Pj  5^, ... ,  rf,  e,  ?>,  a  sono  inferiori  ad  w,  i  numeri  a,  6,  e,  d, ... ,  q, 
altro  non  sono  che   i  resti   successivi   della  divisione  ripetuta  d   t 
m  per  71, 

130.  Se,  dopo  aver  ottenuto  il  quoziente  0  ed  il  resto  p,  si  vo  - 
lesse  proseguire  la  divisione  per  n,  si  troverebbe  : 

0^0-n  +  O, 

cioè  si  troverebbe  poi  sempre  per  quoziente  e  por  resto  lo  zero* 
Nulla  però  impedisce  di  assumere ,  per  individuare  con  cifre  5  1 
numero  m^  in  luogo  della  successione  a ,  ò  ,  e, . . , ,q,  p ,  la  suc^-- 
cessione  a^byC,...,  q.p,  0,  ovvero  la  successione  »>  2»,  e, . .  • ,  9,  p,0,  ^ 
e  cosi    via,    poiché  le  espressioni: 

0*n^^^  +  O'U^''^  -h  pn^  +  57i*->  +  . . .  \-  cn^  +  bn  +  a 


danno  sempre  evidentemente  lo  stesso  numero  m  rappresentata 
dalla  (4). 

l.'il.  Il  nuovo  modo  di  definire  la  successione  a,  b,  e,...  mostx** 
chiaramente  che  uno  stesso  numero  in  non  può  porsi  che  in  uni  ^^ 
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modo  sotto  la  forma  : 

m  =  pn*  +  (jn*'^  +  . . .  I-  dn^  f  cu*  -h  bn  f  a 
nel  senso,  cioè,  che  ua^ altra  eguaglianza  consimile  : 

m  =  PiU*  +  q^n*  "^  -h  . . .  +  diii^  +  Cjn*  4-  b^n  4-  aj 

(colle  Pi  ,  5i  ,  . .  • ,  ^1  7  ^1  j  ^1  >  ^i   d^l    P^rì   inferiori   ad   n  )  non  è 
possibile  senza  che  sia  p,  =  p,  qj  =  q, , . . ,  a,  =  a. 

Invero  ,  1  numeri  a^  ,  b^  ^  c^  , . . .  esser  dovrebbero,  al  pari  di 
a,  b,  e, . . . ,  i  resti  successivi  della  divisione  ripetuta  di  m  per 
M,  i  cui  risultati  (resti  e  quozienti)  si  trovano  determinati  in  modo 
unico. 

132.  Come  si  vede,  una  volta  fissato  il  numero  n,  che  si  chia- 
merà la  base  del  sistema  di  numerazione,  ogni  altro  numero  si 
trova  caratterizzato  completamente  da  un  unico  allineamento  di 
cifre  : 

pq . . . dcba 

colla  prima  cifra  a  sinistra  diversa  dazerò,  0  da  uno  qualunque 
degli  allineamenti  equivalenti  : 

Opq  .  ,  .  dcba 

OOpq  ...  dcba 

OOOpq  .  .  .dcba 


Il  problema  propostoci  si  trova  così  risoluto  nel    modo  deside- 

r5\to,  poiché   nella  composizione   di   tutti   questi    allineamenti  non 

intervengono  che  n  segni,  cioè  le  n  cifre   rappresentanti  i  numeri 

inferiori  ad  n  ;  e  nulla  ci  impedisce  di  adottare  ogni  allineamento 

Ai  questo  genere   come  simbolo  numerico  proprio  del  numero  da 

esso  caratterizzato. 

Le  lineette  sovrapposte  alle  lettere,  nel   mentre   che    ci  avver- 
toTìo  trattarsi  di  cifre,  ci  mettono  in  guardia  a  non  confondere  il 

significato  del  simbolo  pq  . .  .ba  con  quello  del  simbolo  pq  *  »  -  ba 
rappresentante  il  prodotto  dei  numeri  p,qy',b,a^  e  a  dargli  in- 
vece soltanto  il  significato  definito  dalle  uguaglianze  : 

a=a,     ba^bn^a,     cba  =  cn^ -\- bn  +  a,  .  .  .  (5) 

133,  Queste  uguaglianze  ci  danno,  in  particolare,  la  rappresen- 
iazione  della  base  n  e   delle  sue  potenze  sotto   la  forma  : 

n«=l  ,n=IÓ,  n«=lÓO,n»  =  ròÓÓ,... 
P'^Jchè,  se  si  prende,  p.  es.,  nella  terza  delle  (6)  : 

c=l,&=0,rt=0, 
essa  ci  dà  appunto  : 

I5Ó  =  n^ 
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134.  Le  stesse  ii«^uaglianze  (5)  ci  danno  la  rappreseotazione  dei 
prodotti  di  una  potenza  di  n  per  un  numero  a  inferiore  ad  n  sotto 
la  forma  : 

aXn=:aO,     rtXw^=aÓÒ,     a  X  n' =  aOÒO  , . . . 

135.  Se  all'  allineamento  di  cifre  rappresentante  un  certo  numero 
si  aggiunge  uno  zero  alla  destra,  il  nuovo  allineamento  rappresenta 
lo  stesso  numero  moltiplicato  per  la  base, 

È  infatti  : 

pq  »  '  .  cbaO  =  0  +  an  +  bn^  -{-  cn^  +  . . . 
=  (rt  +  bn  +  cn^  ■{- , .  .)n  =:pq  .  ,  .  cbaXn, 

136.  Corollario.  —  Per  moltiplicare  un  numero  per  n*,  basta  ag — 
giungere  k  zeri  alla  destra  dell'  allineamento  che  lo  rappresenta. 

È  poi  chiaro  che^  reciprocamente,  affinchè  un   numero  sia  divi 
sibilo  per  7i*,  è   necessario   che   la  sua  espressione   incomìnci,  ^ — ^ 
partire  da  destra,  con  k  zeri  consecutivi. 

137.  Se  V  espressione  in  cifre  {secondo   la  base  n)   di  un  ceri       o 
nxcmero  a  si  compone  di  k  cifre^  si  ha  : 

n*~^  <  a  <  u*, 

e  reciprocamente. 
Infatti,  r  espressione  di  a  in  cifre  essendo  per  ipotesi  della  form£^: 

a  =  pn^~^  +  qn^'^  +  .  . .  -H  cn^  ■\-bn-\-  a^         P^^ì 

è  senz'altro  evidente  che  a  >?i''"^  D'altra  parte,  se  questa  è  1'  ^- 
spressione  di  a,  ciò  significa  (art.  128)  che  n""*  è  la  più  alta  po- 
tenza di  n  contenuta  in  a  e  che,  per  conseguenza,  n^  non  è  con- 
tenuta in  a  ;  onde  appunto  a  <  n*. 

§  4.0  —  Sistema  decimale. 
Oarattori  di  divisibilità  nel  sistema  decimale. 

138.  D'ora  innanzi  tutte  le  volte  che  ci  occorrerà  di  indivìduarf^^ 
un  numero  speciale  mediante  la  sua  espressione  in  cifre,  ci  servai ^ 
remo  sempre  del  sistema  così  detto  decimale^  di  quello,  cioè,  cli^ 
ha  per  base  il  numero  : 

1  +  1  f- 14-1  +  1+1  +  1+1  +  1+1 

che  nella  nostra  lingua  si  chiama  dieci  ^   il   quale  si  potrebbe  an»^ 
che  definire,  in  modo  meno  empirico,  mediante  T  espressione  : 

(2  X  2  X  2)  +  2. 

139.  I  numeri  inferiori  al  dicci,  considerati  secondo  il  loro  ordii>^^ 
naturale,  si  rappresentano,  come  gii\  si  è  notato  (art.  81),  col»-^ 
cifre  : 

1,2,3,4,5,6,7,8,9. 


II  numero  consecutivo  al  9,  cioè  il  dieci,  essendo  la  base  del  si- 
stema, sarà  rappresentato  dal  simbolo  iÓ  e  le  sue  potenze  (IO)*, 
(10)^  ...  dai  simboli  (art.  133) 

Tóò ,  Togo, 

che  si  leggono  cento,  milley  .... 

140.  L'apposizione  di  un  numero  qualunque  di  zeri  alla  sinistra 
di  un  numero  espresso  in  cifre  non  altera ,  come  si  è  visto  (ar- 
ticolo 132) ,  il  significato  dell'  espressione  stessa.  Invece  l'aggiun- 
gere uno,  due,  tre,  .  .  .  zeri  alla  sua  destra  equivale  (art.  136)  a 
moltiplicare  il  numero  per  dieci,  cento,  mille,  .... 

Cosi  ad  esempio  : 

ÓÓ3  2  =  03  2  =  32  =  (3  X  IO)  f  2 

320  =  32x10 

3  200=  32  X  102  =  32X106. 

141.  D*ora  innanzi,  per  maggiore  semplicità,  ometteremo  le  li- 
neette— nelle  espressioni  in  cifre  effettive  l,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 

Cosi,  p.  es.,  in  luogo  di  scrivere  3  9 02,  scriveremo  semplicemente 
3902.  Ad  evitare  ogni  possibile  equivoco ,  dobbiamo  però  faro  la 
convenzione ,  universalmente  addottata  dagli  algebristi ,  che  un 
composto  simbolico  so  allora  soltanto  sia  equivalente  al  compo- 
sto «  X  0,  quando  almeno  uno  dei  due  simboli  a  q  q  sia  letterale. 
In  base  a  questa  convenzione  s'intenderà  p.  es.  : 

ba~  bX  a    ,     3a  =  3  X  a 

ed  invece  : 

32  =  32  r^  (3  X  lÒ)  f  2,  e  non:  32  =  3  X  2, 
e  cosi  : 

235a  =  23  5  X  «,  e  non:  235rt  =  2x3X6Xrt. 

142.  I  divisori  del  numero  10  sono,  oltre  l'unità  e  lo  stesso 
^O,  i  numeri  2  e  5  ;  e  si  ha:  10  =  2X5. 

Segue  di  qui  (art.  110)  che  di  un  numero  qualunque: 


pq  ...  cba=  (pq  ..,  cbX  IO)  -h  a  (l) 

J^     prima  parte^T^. . .  còX  10  è  divisibile  per  10,   per  2  e  per  5; 

0 rìde,  affinchè  l'intero  numero  j^3  ...  eòa   sia  divisibile  per  10,  per 
-   o  per  5,  è  necessario  e  suffijiiente  (articoli  111  e  112)  che  lo  sia  an- 

^^ela  seconda  parte,  cioè  a.  Pertanto  : 

-Affinchè  un  numero  sia  divisibile  per  10,  è  necessario  e  sufficiente 
^He  la  sua  prima  cifra  a  destra  sia   uno  zero. 

-Affinchè  sia  divisibile  per  5,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  sua 
ì*^'ima  cifra  sia  0,  ovvero  5. 

Affinchè  sia  divisibile  per  2,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  pri- 
*>*«  cifra  sia  0,  2,  4,  6,  ovvero  8. 
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li3.  L'aguaglianzca  (l)  ci  dice,  più  precisamente,  ohe  il  resto 
della  divisione  di  un  numero  per  2,  5,  IO  è  lo  stesso  resto  che  si 
otterrebbe  dividendo  risp,  per  2,5,  IO  la  sua  prima  cifra  a  de- 
stra. 

Infatti,  il  resto  di  una  divisione  non  si  altera  (art.  121)  se  si  to- 
glie dal  dividendo  un  multiplo  del  dividente. 

Così,  p.  es.,  poichò  7  diviso  per  2  da  per  resto  1,  i  numeri  567, 
4327,  87,  .  .  .  divisi  per  2  daranno  tutti  lo  stesso  resto  1. 

144.  Poiché  10  è  divisibile  per  2,  il  prodotto  10X10,  cioè  100, 
6  divisibile  (art.  114)  pel  prodotto  2X2,  cioè  per  4;  e  similmente 
il  prodotto  2X2X2  cioè  1000  è  divisibile  pel  prodotto  2X2X2, 
cioè  per  8. 

Ma,  essendo  100  un  multiplo  di  4,  daireguaglianza  : 

pq  ,  ,  .  cba-  [pq  ...  e  X  lOO)  4-  ba 

si  deduce,  con  raziocinio  identico  a  quello  dei  due  articoli  prece- 
denti, che  :  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per  4  è  uguale  al 

resto  della  divisione  per  4  del  numero  (ba)  rappresentato   dalU 
sole  due  prime  cifre  di  destra. 
E,  similmente,  poichò  1000  è  un  multiplo  di  8,  V  uguaglianza  : 

pq  .  >  »  dcha=^  (pq  .  .  .  rfX  lOOO) -f-  eòa 

ci  dice  che  :  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per  8  è  uguale 

al  resto  della  divisione  per  8  del  numero  {eh fi)  formato  dalle  sue 
2>rime  tre  cifre  di  destra. 

Cosi,  ad  esempio,  poiché  57  diviso  per  4  dà  per  resto  1,  i  nu- 
meri 657,  2357,  41557,  .  .  .  divisi  per  4  daranno  tutti  per  resto  1. 

E  così,  poichò  296  diviso  per  8  dà  per  resto  zero ,  cioè  è  un 
multiplo  di  8,  tutti  i  numeri  296,  4296,  5296,  .  .  .  saranno  del  pari 
multipli  di  8. 

145.  Poiché  10  diviso  per  3  dà  per  resto  1,  una  potenza  qualun- 
que di  10  divisa  per  3   darà   (art.  124)  del  pari  .per  resto  1;  e 

(|uindi,  se  ^  è  una  cifra  qualunque,  i  prodotti  ^  X  10 ,  ^  X  100  , 
g  X  1000,  .  .  .  divisi  per  3  daranno  tutti  (secondo  lo  stesso  articolo) 
lo  stesso  resto  che  darebbe  g. 

Pertanto,  se  un  numero  qualunque  pq.».  c&a  si  scriva  sotto  la 
forma  : 

a  -h  (ò  X  10)  +  (e  X  100)  +  .  .  . 

e  si  consideri  che  i  termini  di  questa  somma  divisi  per  3  danno 
risp.  per  resto  gli  stessi  resti  che  darebbero  i  numeri  a^  fr,  e, . .  • ,  si 

vede  fart.  123)  che  il  resto  di  pq  .. ,  cba  diviso  per  3  coincide  col 
resto  che  si  otterrebbe  dividendo  per  3  la  somma  a^-b^c^.  .  .+^+5. 
Cioè:  //  ì^esto  della  divisione  di  un  numero  per  3  è  uguale  al  resto 
che  si  ottiene  dividendo  per  3  la  somma  delle  sue  cifre. 

Per  conseguenza,  afflnchè  un  numero  sia  divisibile  per  3,  è  ne- 
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cessarlo  e  sufficiente  che  la  somma   delle   sue  cifre  sia  un  multi- 
plo di  3. 

Così,  p.  es.,  il  resto  della  divisione  per  3  del  numero  457082  coin- 
cìde col  resto  della  divisione  per  3  della  somma  4  i-5-h7+0f  8f  2=26; 
cpperò  è  uguale  a  2. 

146.  Il  ragionamento  deirarticolo  precedente  sussiste  inalterato 
se  in  luogo  della  cifra  3  si  consideri  la  cifra  9,  poiché  IO  diviso 
per  9  dà  pure  per  resto  1. 

Dunque:  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per  9  è  uguale 
al  resto  della  divisione  per  9  della  somma  delle  sue  cifre,  E  per 
conseguenza:  affinchè  un  numero  sia  divisibile  per  9,  è  necessario 
e  sufficiente  che  sia  divisibile  per  9  la  somma  delle  sue  cifre. 

147.  Non  ci  occupiamo  della  divisibilità  per  6,  poiché,  essendo 
6  =  2X3,  vedremo  più  tardi  che  affinchè  un  numero  sia  divisibile 
per  6,  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  divisibile  così  per  2, 
come  per  f5. 

148.  Per  riconoscere  se  un  numero  ab  ed  ...  eh  sia  divisibile  per 
7,  si  moltiplichino  le  sue  cifre^  a  cominciare  da  sinistraj  periodi- 
camente per  1,  2,  4.  Siano  a,  p,  Yj  ^>  •  •  •  ?  ^j  *!  *  resti  dei  prodotti  così 
ottenuti  divisi  per  7.  Affinchè  il  numero  proposto  sia  divisibile  per 
7,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  differenza  fra   la  somma  delle 

cifre  di  posto  dispari  del  nuovo  numero  a^^o  . . .  8^]  e  quella  delle 
sue  cifre  di  posto  pari  sia  divisibile  per  7. 
Sia  proposto  p.  es.  ad  'esaminare  il  numero  : 

14947819733  . 
^  prodotti  : 

1X1,  4X2,  9X4,  4X1,  7X2,  8X4,  IXI,  9X2,  7X4,  3X1,  3X2 

divisi  per  7  danno  rispettivamente  i  resti: 

1,1,1,4,0,4,1,4,0,3,6. 

Il    numero  proposto  è  dunque  divisibile  per  7 ,   poiché  la  diffe- 
renza fra  il  numero  : 

l  +  l+0-Hl4-0-f6  =  9 
ed  il  numero  : 

1  +  4  +  4-1-4  +  3=  16 

è  divisibile  per  7. 

^a  dimostrazione  di  questa  regola  verrà  data  in  luogo  più  op- 
portuno. 

« 

Vote  ed  Esercisi. 

^'  X^edarre  dall'art.  144  che  un  numero  è  divisibile  per  4  allora  e  soltanto 
<)uari<}o  la  sua  prima  cifra  a  destra  accresciuta  del  doppio  della  seconda 
*'*^i  risibile  per  4. 

^'    XDedurre  dallo  stesso  articolo    che  affinchè  un   numero   sia  divisibile 
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per  8,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  divisibile  per  8  la  somma  delle  ano 
prime  tre  cifre,  a  cominciare  da  destra,  moltiplicate  rispettivamente  per 
1,  2,  4.  ' 

8.  Affinchè  un  numero  sia  divisibile  per  11,  e  necessario  e  sufficietUe  che 
la  differenza  fra  la  somma  delle  cifre  di  posto  pari  e  quella  delle  cifre  di  posto 
dispari  sìa  un  multiplo  di  11. 

Si  stabilirà  facilmente  questo  criterio  dopo  aver  prima  riconosciato  che 
la  potenza  n**»"»<»  di  10,  divisa  per  11 ,  dà  per  resto    1   ovvero  10,  secon- 
dochè  n  sia  pari  o  dispari. 

§  5.<>  '  Calcolo  di  ana  gomma  con  an  numero  di  addendi 

non  superiore  alla  base. 

149.  Si  voglia  calcolare    T  espressione   in    cifre    (a  base    «Ueci) 

del  numero  che  rappresenta  la  somma  di  più  numeri  Aaa  ,  Bg  b  , 

Cyc,  ...,Ece,  dei  quali  per  brevità  abbiamo  messo  in  eviden- 
za soltanto  le  prime  due  cifre ,  indicando  complessivamente  con 
A,  B,  C,  .  .  .  ,  E  le  rimanenti. 

Le  cifre  del  totale  So s  si  calcolano  successivamente  a  comin- 
ciare dalla  prima  a  destra,  e  si  scrivono,  di  mano  in  mano  che  si 
ottengono,  sotto  le  corrispondenti  cifre  degli  addendi  precedente- 
mente allineate  in  verticale;  con  che  si  viene  a  formare  lo  schema  : 

Aaa 
Cyc 


Ese 

Sós 

Noi  supporremo  che  il  numero  degli  addendi  non  superi  la  base 
n  del  sistema  di  numerazione  adottato. 

Ciò  postò ,  per  trovare  la  prima  cifra  del  totale,  cioè  «,  si  farà 

la  somma  delle  prime  cifrea  ,  6  ,  e  ,  . . . ,  e   degli  addendi.  Poiché 

il  numero  delle  cifre  «  ,  ^  ,  e,...,  e  non  supera  n  ed  ogni   cifra  è 
§  n  —  1 ,  sarà  : 

rt-f-6  +  c+...-he§  n{n  —  1)  =  w*  —  n, 

e,  per  conseguenza,  questa  somma  sarà  espressa  da  un  numero 

di  due  cifre   al  più.  So  rs  è  il  numero  cosi  ottenuto,   sarà    e    \a 

prima  cifra  del  totale,  e  la  cifra  r  si  riporterà  per  sommarla  colle 
cifre  della  seconda   colonna. 

Poiché  ora  nella  somma  r  +  ot  +  p  +  7  +  . , .  -j-  e^  il  numero  degli 
addendi  non  può  superare  n -f  1,  sarà: 

r  +  a  +  ?  +  Y-l-...4-£  ^(n  +  ì)(n  -  1)  -  71»  -  i 
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e  quindi  anche  questa  somma  sarà  espressa  da  nn  numero  pò  che  si 
comporrà,  al  più,  di  due  cifre.  La  sua  prima  cifra  a  sarà  la  se- 
conda cifra  del  totale. 

La  terza  cifra  del  totale  sarà  similmente  la  prima  cifra  del  nu- 
mero (necessariamente  di^  due  cifre  al  più)  che  si  otterrà  som- 
mando la  cifra  riportata  p  colle  cifre  della  terza  colonna  degli  ad- 
dendi; e  cosi  di  seguito. 

150.  Per  giustificare  la  regola  ora  spiegata,  s' incomincierà  dal- 
l'osservare  che  : 

Aaa  +  B^ò -♦-  C^c+  .  .  .  -h  Eee- 

(Aà  +  Bp  +  Cy  +  .  .  .  +  Eg).n 
+  (a  +  6  +  c+...  +  e)  = 

(Aa+Bp  +  Cy  +  .  .  .  +  EÌ  +  r)«?i  +  «. 

La  cifra  s  è  dunque  il  resto  della  divisione  della  somma  richiesta 
per  n,  cioè  è  la  prima  cifra  del  totale.  E,  se  il  totale  sia  espresso 

daS9«,  sarà  per  conseguenza: 

Aa  +  B?  +  Cy  +  . . .  +  Es  +  r  =  Sa. 

La  seconda  cifra  del  totale,  cioè  o,  sarà  dunque  la  prima  cifra 
del  numero  che  esprimo  la  somma  : 

Aa  +  Bp  -I-  Cy  +  . . .  +  E6"+  f, 

cioè  appunto,  per  la  stessa  ragione  di  dianzi,  la  prima  cifra  del 
uuinero  esprimente  la  somma  a-fp-i  7+  .  .  .  +6  +  ^,  secondo  la  ra- 
^<»la  dell'art,  precedente;  e  cosi  via. 

§  6.0  —  Prodotto  dt  un  numero  dt  plb  cifre 

per  uno  di  una  sola  cifra. 

151.  Se  nella  somma  considerata  al  §  prec.  gli  addendi  sono 
tutti  eguali  fra  loro,  ed  il  loro  numero  sia  A:,  essendo  A:  minore 
'lolla  base  del  sistema  di  numerazione,  il  totale  ci  darà  il  prodotto 

^*  Un  numero  di  più  c^fre  pq  ,  ,  .  \kOfa  per  k  ,  cioè  per  un   nu- 

"lero  di  una  sola  cifra  k.  L'operazione  stessa  si  semplificherà,  poi- 
^^^^  la  somma  di  quelle  cifre  degli  addendi  che  si  trovano  in 
^^^  medesima  colonna,  si  ridurrà  evidentemente  al  prodotto  di 
^^^^  numeri,  ciascuno  di  una  sola  cifra. 

lr>:).  Allo  schema  dell'operazione  si  darà  ora  la  forma: 

pq  . . .  |xaa 
ìc 


Caprlli.  —  IttUuxioni  di  analisi  algebrica^  3.*  ediz. 


\ 
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dove  Ja  prima  cifra  s  del  totale,  cioè  del  prodotto,  è  la  prima  ci- 
fra del  prodotto  dì  a  per  k ,  la  seconda  cifra   o  del   prodotto   è 

la  prima  cifra  del  prodotto  di  a  per  k  accresciuto  della  seconda 
cifra  riportata  dal  prodotto  precedente  (quella  stessa  che  all'ar- 
ticolo 149  si  era  indicata  con  r),  la  terza   cifra  i  è   la   prima  del 

prodotto  di  |JL  per  ìc  accresciuto  della  nuova  cifra  riportata  (la  p 
deirart.  149),  e  così  via. 

153.  Dal  procedimento  tenuto  per  eseguire  la  moltiplicazione 
appare  chiaramente  che  il  numero  delle  cifre  del  prodotto  sarà 
uguale,  od  al  più  supcriore  di  un'  unìtà^  al  numero  delle  cifre  del 
moltiplicando. 

§  7.0  —  Calcolo  di  ana  somma 
con  un  numero  qualunque  di  addendi. 

154.  Consideriamo  dapprima  la  somma  di  un  numero  qualunque 
di  addendi  ciascuno  di  una  sola  cifra.  Se  il  numero  degli  addendi  & 
superiore  alla  base  n  del  sistema,  alcune  delle  cifre  da  sommare 
si  troveranno  necessariamente  ripetute;  cosicché  si  tratterà  di  cal- 
colare r  espressione  : 


(1  X  aj  +  (2  X  «2)  +  (3  X  «s)  +  •  •  •  ■»■  »  -  1  X  a„_i 

dove  ttj  indica  quante  volte  la  cifra  i  si  trova  ripetuta  come  a 

dendo. 
Il  calcolo  da  farsi  si  comporrà  quindi  di  tre  parti,  cioè: 
1.0)  Di  semplici  enumerazioni,  dovendosi  contare  quante  volte  ^ 

presenta  fra  gli  addendi  la  cifra  i ,  per  avere   il  numero  a^. 

2.0)  Di  moltiplicazioni   di  due  numeri ,  dei   quali  uno   è  di  ui» 
sola  cifra.  Il  numero  delle  moltiplicazioni  da  farsi  non  supera  n-^3 
e  si    determineranno   così  i   prodotti   2a2 ,  3^3,...  Queste   molt-« 
plicazioni  si  eseguiranno   colla  regola  del  §  precedente. 

3.0)  Della  somma  di  un  numero  di  addendi  non  superiore  alla  ba& 
(cfr.  §  5.0),  cioò  di  a^    e    dei   numeri    già   calcolati  2ol^  ,  'óa^  ,  .  •    - 

155.  Supponiamo ,  in  secondo  luogo ,  che  gli  addendi  si  conn^ 
pongano  di  un  numero  qualunque  di  cifre,  p.  es.  che  ogni  addendc]!^ 
si  componga  di  1  cifre  0  di  un  numero  inferiore  di  cifli'e. 

Se  Aj  ,  Ag  ,  A3  ,  A4  sono  i  numeri,  calcolati  come  airarticolo  pr«^ 
cedente,  che  rappresentano  rispettivamente  la  somma  di  tutte  l^ 
prime  cifre,  a  partire  da  destra,  di  tutte  le  seconde  cifre,  di  tutt^ 
le  terze  e  di  tutte  le  quarte,  la  somma  cercata  sarà  esprimibile  con  - 

A^  4-  {Ai  X  10)  -h  (A3  X  100)  +  (A4  X  1000). 

Si  tratterà  dunque  di  fare  ancora  la  somma  di  soli  4  addendi  g^i^ 
completamente  determinati;  giacché,  p.  es. ,  A3  X  100  si  ottieii^^ 
(art.  1.36)  aggiungendo  due  zeri  alla  destra  delle  cifre  che  rappr<3' 
sentano  A3. 
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§  8.0  —  Calcolo  del  prodotto  di  dae  numeri 

qaalisivog^Ilano. 


156.  Il  prodotto  di  un  numero   q^ualunquc  A  per  un  moltiplica- 
tore di  più  cifre  : 

pq  •  »  •  cba 
si  può  scrivere: 

A  Xpq  .  .  .  cba=i  A[a  -h  (6  X  10)  +  (e  X  100)  -{-...] 
=  (A  X  a)  +  [(A  Xh)X  10]  -h  [(A  X  e;  X  100]  -h  . . . 
Si  calcoleranno  quindi  (art.  151)  i  prodotti  parziali  : 

A  X  a  ==  .  ,  .  a^oi^'Zi 

A  X  t?  =  •   .  •  [>3t'2^1 

A  X  c  =E .  .  .  YSY2T1 


^^'^podichè  il  prodotto  cercato  altro  non  sarà  che  la  somma  degli 
^cldendi  :  _ 

«3  «2  »i 

•  •  •  •    ^3   f 2   Pi    ^ 

T3  T2  Ti  Ò  Ó 


•  • 


Sjacchè  per  moltiplicare  .  .  .  ^^^/^i  P®^  ^^  basterà  (art.  136)  ag- 
Sluiigere  uno  zero  alla  sua  destra,  ecc. 

157.  Se  il  numero  delle  cifre  del  moltiplicando  è  h,  e  k.  quello 
^^cìle  cifre  del  moltiplicatore^  il  numero  delle  cifre  del  prodotto  è 
^^  +  k  ovvero  h  +  k  —  1. 

Infatti,  poiché  il  moltiplicatore  ha  k  cifre,  esso  è   compreso  (ar- 
ticolo 137;  fra  10*^"*  e  10*.  Per  conseguenza  il  prodotto  sarà  com- 
preso (art.  87)  fra  il  prodotto  del  moltiplicando  per  10*'*  e  il  pro- 
dotto del  moltiplicando  per  10*,  quindi  anche  (art.  136)  fra  il  mol- 
tiplicando seguito  da  A:-l  zeri  e  il  moltiplicando  seguito  da  k  zeri; 
i^ioè  fra  un  numero  di  A+fc-1  cifre  ed  un  numero  di  h-\k  cifre.  Ciò 
dimostra   appunto  V  asserto. 
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§  9.0  —  Calcolo  della  diflérensa 
di  due  numeri  qualunque. 

158.  Si  voglia  la  differenza  dei  due  numeri  rs  ...  cba  e  pò  ...  7? a 
già  espressi  in  cifre  nel  sistema  di  numerazione  a  base  n-  Suppor- 
remo che  il  primo  sia  il  maggiore;  cosicché  possiamo  ritenere  che 

il  numero  delle  cifre  p  ,  e , . . . ,  a  sia  eguale  a  quello  delle  cifre 
r  ,  «,...,  a,  ma  che  la  cifra  p  sia  lo  zero  od  almeno  non  sia  supe- 
riore alla  cifra  r. 
L'  operazione  da  eseguirsi  per  calcolare  la   differenza ,  che  sia 

t .  ,  .pqdj  si  rappresenterà  mediante  lo  schema: 

rs  , , »  cba 

«0  . . . Y^a 

—    -         -—  - ■  • 

t qd 

169.  Cominciamo  dall'osservare  che  per  conoscere  la  prima  ci- 
fra d  della  differenza,  basta  conoscere  la  prima  cifra  a  del  mi- 
nuendo e  la  prima  cifra  a  del  sottraendo.  Infatti^  poiché  la  somma 
del  sottraendo  e  della  differenza  devo  riprodurre  il   minuendo, 

deve  la  cifra  d  esser  tale  che  sommata  colla  cifra  a  dia  per  risul- 
tato il  numero  a,  ovvero  il  numero  la.  Quindi:  la  cìfì*a  rf  è  la 
cifra  che  bisogna  aggiungere  ad  a  per  ottenere  a,  se  a  è  uguale 
o  minore  ad  a  ;  è  invece  la  cifra  che  bisogna  aggiungere  ad  a  per 
ottenere  la,  se  a  è  maggiore  di  a. 

Determinata  cosi  la  cifra  d  e  detta  e  a  (con  s  =  0  ovvero  =  1,  a 
seconda  dei  due  casi)  la  somma  delle  due  cifre  a  e  d,  per  de- 
terminare la  seconda  cifra  q  della  differenza,  s'immaginerà,  come 
sopra,  di  verificare  che  la  somma  del  sottraendo  e  della  differenza 
è  uguale  al  minuendo ,  osservando  che  la  somma  delle  due  cifre 

della  prima  colonna  ha  per  cifra  di  riporto  e.  La  cifra  cercata  Q. 

dovrà  dunque,  sommata  con  P-fe,  dare  per  risultato  6,  ovvero  1^* 

Pertanto,  se  ^  +  e  è  <  di  b,  sarà  q  quella  cifra  che,  sommata  co*"* 

P  +  6,  dà  per  risultato  b  ;  in  caso  contrario  sarà  la  cifra  che,  sciti' 

mata  con  [i+  s,  da  ìb,E  così  si  determineranno  allo  stesso  mod^ 
tutte  le  cifre  della  differenza,  tenendo  presente,  nel  fare  ogni  som 
ma,  se  la  cifra  riportata  dalla  somma  precedente  sia  lo  zero,  o^ 
vero  Tunità. 


/ 


§  lO.o  —  Calcolo  del  quoziente  e  del  resto 
di  ana  divisione  naturale. 

160.  La  determinazione  delle  cifre,  secondo  il  sistema  di  nume- 
razione a  base  n,  del  quoziente  e  del  resto  di  una  divisione  na- 
turale si  può  ricondurre,  come  vedremo  fra  poco,  al  caso  partico- 
lare in  cui  il  quoziente  è  espresso  da  una  sola  cifra.  Questo  caso 
è  caratterizzato  come  segue:  affinchè  il  quoziente  di  m  per  d  sia  di 
una  sola  cifra  (diversa  da  zero),  è  necessario  e  sufficiente  che  il 
numero  delle  cifre  di  m  uguagli  o  superi  di  tin*  unità  il  numero 
delle  cifre  di  d,  e  che  la  prima  cifra  di  m,  a  partire  da  sinistra, 
sia  nel  primo  caso^,  e  nel  secondo  ^^  della  prima  cifra  di  d. 

Infatti,  afifinchè  il  quoziente  sia  di  una  sola  cifra  diversa  da  zero, 
ò  necessario  e  sufficiente  che  m  sia  ^  c\i  d  e  minore  di  d  mol- 
tiplicato per  la  base  n,  cioè  minore  del  numero  che  nasce  dall'ag- 
giungere  uno  zero  alla  destra  delle   cifre  di  d, 

161.  Ciò  premesso,  si  voglia  calcolare  il  quoziente  Q  ed  il  re- 
sto R  della  divisione  naturale  di  un  dividendo  qualunque  D  per 
un  dividente  qualunque  d.  Supporremo  naturalmente  D^d,  giac- 
ché in  caso  contrario  il  quoziente  cercato  sarebbe  uguale  a  zero, 
ed  il  resto  sarebbe  lo  stesso  numero  D. 

Si  separino  dall'  espressione  in  cifre  di  D  ,  a  cominciare  da  si 
nistra  ,  tante  cifre  quante  precisamente  ne  sono   necessarie  per 
formare  un  numero  5  di  d.  Sia  D'  il  numero  rappresentato    dallo 
cifre  cosi  separate  e  D"  il  numero  rappresentato  dalle  rimanenti 
h  cifre  del   dividendo ,   cosicché  sarà  : 

D  =  (D'  X  n^)  +  D".  (1) 

Allora,  se  ^  è  il  quoziente  della  divisione  naturale  di  D'  per  d  ed 
^  ne  è  il  resto,  cosicché  : 

B'  =  qd-\-r  , 

la  (1)  si  potrà  scrivere  : 

D  =  (qn^''d)  +  rn^-\-D".  (2) 

t>i  qui  segue  (art.  121)  che,  per  avere  il  quoziente  cercato  Q,  ba- 
sterà aggiungere  AqXn^  il  quoziente  della  divisione  di  r  X  n''  -t-  D" 
per  d,  nel  mentre  che  il  resto  cercato  R  coinciderà  col  resto  di 
^'lest'ultima  divisione. 

Il  calcolo  si  trova  cosi  ricondotto  ; 

1^)  a  determinare  il  quoziente  q  che  si  comporrà  di  una  sola 
^'Aa  diversa  da  zero  (art.  160)  ; 

2°)  a  determinare  il  quoziente  Q'  della  divisione  per  d  del  nu- 
mero A  =  rn*  +  D"  di  cui  già  si  ha  V espressione  in  cifre  {coni- 
PoHa  delle  h  cifre  di  D"  cui  si  facciano  precedere  a  sinistra  le  ci- 
"^«  di  r). 

Invero,  una  volta  calcolate  le  h  cifre  di  Q'  (completate  con  de- 
^'^  Zeri  alla  sinistra  nel  caso  che  il  loro   numero  riuscisse  info- 
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rìore  ad  h),   le   cifre  di   Q  si  otterranno  aggiangendo  semplice- 
mente queste   cifre  alla  destra  della  cifra  q. 

Che  il  numero  delle  cifre  di  Q'  non   possa  superare  h  ,  segue 
facilmente  dall'  uguaglianza  : 

A  =  ru''  +  D" 

in  cui  è  : 

D"  <  n\ 
cosicché  : 

A  <  (r  -h  1)  X  u'' 
e  quindi  anche  : 

A  <  d  X  n^,  (3) 

poiché  r  +  1  <  cf .  La  diseguaglianza  (3)  ci  dice  infatti  che  il  quo- 
ziente Q'  della  divisione  naturale  di  A  per  d  è  inferiore  ad  w*, 
cioè  appunto  che  il  numero  delle  cifre  di  Q'  non  può  superare  h. 

162.  Esempio.  —  Vogliasi  determinare  il  quoziente  Q  ed  il  resto 
R  della  divisione   del  numero  (scritto  in  base  dieci)  : 

D  =  148276504321,  ] 

pel  numero  : 

rf  =  37l. 

Si  ha  in  questo  caso  : 

D'  =  1482  ,  D"  =  76504321  , 

onde  /^  =  8;  cosicché  già  sappiamo  che  il  quoziente  Q  si  com- 
porrà  di  A  +  1,  cioè  di  9,  cifre.  Il  quoziente  q  ed  il  resto  r  dell^^ 
divisione  di  D'  per  d  sono  dati   evidentemente  da  : 

5  =  3  ,  r  =  1482  -  (3  X  371)  =  369, 

d'  onde  segue  : 

1»)  che  la  prima  cifra  a  sinistra  del  quoziente  cercato  Q  è  3   ? 
2o)  che  : 

Q  =  300000000  +  Q', 

dove  il  numero  Q'  (al  più  di  8  cifre)  è  il  quoziente  della  divisio  " 
ne  di  : 

A  =  36976504321 
per  d  ; 

3<>)  che  il  resto  cercato  R  coincide   col  resto  della  division^^ 
di  A  per  </. 

Questa  prima  parte  delToperazione  si  può  rappresentare  col 
gucnte  schema  dimostrativo  : 

148276504321         |371 

1113 


36976504321 


163.  Si  procederà  ora  sul  numero  A,  che  si  può  chiamare  il  prin'^  ^ 
dividendo  2)arzialej  precisamente  come  si  é  operato  su  D,  ciofe  ^^ 
determinerà  la  prima  cifra  a  sinistra  del  quoziente  Q',  di  A  per     ^» 
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condo  dividendo  parziale'^  il  quale,  a  sua  volta,  darà  luogo 
terza  divisione  il  cui  quoziente  conterrà  almeno  una  ci- 
leno di  quelle  di  Q',  cioè  al  più  h  —  1  cifre,  e  cosi  di  seguito 
lopo  un  numero  di  divisioni  (con  un  quoziente  di  un'unica 
cui  numero  non  potrà  in  ogni  caso  superare  h-t-i  ,  tutte 
ii  Q  si  troveranno  completamente  detcrminate. 

Lo  schema  dimostrativo  dciroperazione  da  eseguirsi  dopo 
ieirart.  162  per  determinare  il  secondo  dividendo  parziale, 
!  il  seguente  : 


36976504321         |371 
3339 


3586504321 


9 


!  schemi  si  possono  quindi   riassumere   neir  unico  schema 
ativo  : 


148276504321  |371 


36976504321 
3339 


3586504321  , 

ii  seguito. 

erazione  avrà  il  suo  termine   appenachè  si  giunga  ad  un 
do  parziale  inferiore  a  d.  Esso  sarà  evidentemente  il  resto 
R. 

Ci  resta  ad  aggiungere  qualche  osservazione  circa  la  de- 
zione  del  quoziente  nel  caso  particolare  in  cui  esso  sia  di 
a  cifra.  In  questo  caso  il  dividendo  «i  e  il  dividente  d, 
[  in  cifre,  sono  della  forma: 

m  =  ahc  ,  .  .  e  j       d  =  b'c'  ...  e'  , 

m ,  oltre  alle  cifre  h,c,  ...^  e  corrispondenti  una  pe_r  una 
re  6' ,?,...,  e'  di  rf,  si  ha  di  più  a  sinistra  la  cifra  a,  che 
che  essere  lo  zero.  ^  _ 

loziente  cercato  q,  di  m  diviso  per  d,  è  <  del  quoziente  i\' 

per   b',  ed  è   ^  del    quoziente   q"   di   ab  j^er  b' +  1. 
nciamo  dall' osservare  che,  se   k  è   il  numero   delle  cifre 
.  ,  e,  si  ha  evidentemente  : 

m<(fi'h  i-I  )n^  ,     d^b'  X  n*.  (4) 

ito,  ammesso,  se  è  possibile,  che  fosse  : 

d(q'  +  1)  ^  m,  (5) 

ledurrebbe  per  le  (4)  : 
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òV+l)<«^ 


contrariamente  al  supposto  che  sia  q^  il  quoziente  della  divisione 

di  a  6  per  h\  La  (5)  è  dunque  inammissibile,  cioè  il  quoziente  di  m 
per  d  è  §  ^'. 
Osserviamo,  in  secondo  luogo,  che  si  ha  : 

m^abXn!'     ,       d<(6'+l)Xw\ 
Per  conseguenza,  ammesso,  se  è  possibile,  che  fosse  : 


se  ne  dedurrebbe  : 

e  quindi: 

contro  il  supposto. 


(6'H-  l)^">a6, 
Vote  ed  Eseroisi. 


1.  Allo  schema  dimostrativo  doirart.  164  si  sostituisce  praticamente  lo 
schema  più  semplice: 

148270504821         |871 
1113 


89 
8697 

888» 
8586 

abbassando  una  sola  volta  Tuna  dopo  l^altra  le  cifre  7,  6,. . .  del  diyidendc^ 
2.  Essendo,  come  allWt.  168,  D  il  dividendo,  À   il  primo  dividendo  pai 
ziale  e  A'  il  secondo  dividendo  parziale,  riconoscere  che  se  il  numero  dell 
cifro  di  A  è  uguale  al  numero  dello  cifre  di  D,  la  prima  cifra  a  sinistra  ( 
A  sarà  inferiore  alla  prima  cifra  a  sinistra  di  D  ed  il  numero  delle  cifre 
A*   sarà  certamente   inferiore  al  numero  dello  cifre  di  A. 

8.  11  procedimento  operativo  dato  agli  articoli  161-168  si  può  riassume 
nel  caso  in  cui  il  dividente  <i  è  di  una   sola   cifra  ,  come  segue. 

Volendo  dividere  un  numero  di  k  cifre:  €^^a^a^  •  •  •  ^^    P^r  un  numer 

una  sola  cifra  j,  si  ragionerà  come  segue:  a,  diviso  per  d  dà  per  quozi 

q^  (che  sarà  però  0,  se  a^  <  d)  e  per  resto  r^\  il  numero  r^a^  diviso  per 

per  quoziente  q^  e  per  resto  r,  ;  r^a^  diviso  per  d  dà  per  quoziente  g,  < 

resto  r,,  ecc.  ecc.  ;  finalmente   rf^_^af^  divìso  per  d  dà  per  quoziente 

per  resto   r^.  11  quoziente  cercato  sarà  il  numero  ^i^^^s  *  *  *  9k    ®^  ^^ 
sarà  rk. 

4.  Come  si  vede,  quando  il  dividente  è  di  una  sola  cifra,  le  divisio: 
ziali  si  etfettuano  immediatamente,  semprechò  si  conoscano  i  prodotti 
numeri  di  una  sola   cifra.  Il   procedimento  testò  dato    potrà   p.  es. 
per  riconoscere  se  un  numero  espresso  in  cifro  secondo  il  sistema  d« 
sia  divisibile  per  7,   quando  non  si  voglia  applicare  il  criterio  delPe 
il  quale  ha   però  il  vantaggio  di  limitare  le  divisioni  per  7  ai  soli 
inferiori   a  86. 

5.  Volendo  dividere  un  numero  per  9,  si  potrà  dapprima  determinf 
mente  il  resto  (cfr.  art.  146),  cosicché,  sottratto  dal   dividendo   il  ; 
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)yato,  resterà  a  trovare  il  quoziente  della  divisione  per  9  di  un  numero  che 
jn  multiplo  di  9. 

Ciò  posto,  so  D  è  un  multiplo  di  9  e  Q  è  il  quoziente  della  divisione  di  D 
r  9,  dal  regnagli  anza  : 

D  =  9Q  =  10Q-Q 

Efue: 

Q  =  10.Q-D. 

base  a  quest^uguaglianza  le  cifro  di  Q  si  potranno  calcolare  Puna  dopo 
.Ura,  a  cominciare  dalla  prima  di  <f««/ra,  immaginando  di  faro  la  sottraziono, 
?ondo  lo  schema  delPart.  158,  del  numero  D  dal  numero  10. Q.  Infatti,  la 
ima  cifra  a  destra  di  lO.Q  ò  conosciuta  (perchè  evidentemente  uguale  a 
ro)  onde  si  troverà  subito  la  prima  cifra  a  destra  di  D  che  è  poi  la  so- 
nda a  destra  di  10. Q;  cosicché,  conoscendosi  la  seconda  cifra  a  destra  cosi 

ICQ.  corno  dì  D,  si  determinerà  anche  la  seconda  cifra  a  destra  della  diffo- 
nza  Q,  che  è  poi  la  terza  a  destra  di  lO.Q,  e  cosi  via. 
0.  Con  raziocinio  poco  dissimile  si  potrà  fare  la  divisione  per  11  e  por  99 

un  numero  multiplo  di  11  o  di  99,  determinando  le  cifro  del  quoziente  una 
>r  una  a  cominciare  da  deatra.  Si  osservi  a  tale  oggetto  che  11  =  10  -f-  1  e 
»^  100-1.  (Cfr.  il  Capitolo  IV  del  Trattato  di  Aritmetica  del  Bertrand,  1883). 

§  11.^  —  Divisori  comuni  a  due  o  più  numeri. 

Massimo  comun  divisore. 

1G6.  Dati  due  numeri  qualunque  m  ed  «,  se  la  divisione  di  m 
'cr  n  dA  per  quoziente  q  e  per  resto  r,  si  ha  (art,  117): 

m  =  qn  +  ?'.  (1) 

Quest*  uguaglianza  ci  dice  che  ogni  numero  dy  che  sia  simulta- 
a mente  divisore  di  wi  e  di  n^  è  anche  divisore  comune  di  g  e 

^'  e  reciprocamente.  Infatti,  se  rf  ò  divisore  di  m  e  di  w,  esso 
^'ider.'i  la  somma  qn  f-r  e  la  sua  prima  pane  qn,  e  quindi  (art.  112) 
o-lie  la  seconda  parte,  cioò  r.  Reciprocamente,  se  d  divido   n  ed 

esso  dividerà  i  due  addendi  della  somma  qn  +r  e  quindi  an- 
^*   (art.  Ili)  la  somma  stessa,  cioè  m, 

I^ertanto:  /  divisori  comuni  di  due  numeri  m  ed  n  coincidono 
f'  divisori  comuni  di  n  e  del  vesto  della  divisione  di  m  per  n. 
Se  m  >  n  (come  del  resto  è  sempre  lecito  di  supporre) ,  questo 
>rema  agevola  la  ricerca  dei  divisori  comuni  di  m  ed  n,  ricon- 
Lccndola  a  quella  dei  divisori  comuni  di  n  ed  ?',  essendo  r  mi- 
^f  e  di  n  e    quindi    a    maggior   ragione  di  m, 

1 1)7.  Per  questo  stesso  teorema,  i  divisori  comuni  di  m  ed  r  do- 
'aiino,  alla  lor  volta,  coincidere  coi  divisori  comuni  di  r  ed  r^, 
scMido  r^  il  resto  della  divisione  di  n  per  r,  e  quindi  poi  anche 
^ì   divisori  comuni  di  r^  ed  l'g,  se  r^  ò  il  resto  della  divisione  di 

F><?r  rj  ;  e  così  via.  Si  verrà  così  a  costruire  mediante  successive 
*  visioni   una  progressione  di  numeri: 

wi  ,  n  ,  r  ,  r^  ,  r^  ,  .  .  .  ,  r^.^  ,7-^  =  0 

'^nuno  dei  quali  è  più  piccolo  del  precedente,  che  si  dovrà  arre- 
^«re  soltanto  quando  si  ottenga  come  ultimo  resto,  r^, ,  Io  zero. 
Essa  godrà  della  proprietà  che  i  divisori  comuni  a  due  resti  con- 

^'apklli.  —  Ittituzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz.  9 
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secativi  qualisivoffliano   r^   ed   r,-^j  coincideranno  coi  divisori  co- 
muni di  m  ed  n. 

In  particolare,  i  divisori  comuni  di  m  ed  n  coincideranno  coi  di- 
visori comuni  di  ?\_^  e  di  ?'„  ,  cioè  coi  divisori  di  r^_,  ,  poiché 
rJ^,  essendo  uguale  a  zero,  è  divisibile  per  tutti  i  numeri  natu- 
rali (0  =  OXh ,  qualunque  sia  Ti).  Ora ,  fra  i  divisori  di  rj^_j ,  il 
massimo  è  lo  stesso  numero  rf._^  (  r,^_j  =  r^^^  X  1  ).  Concludiamo 
quindi  : 

lo)  che  r^_i  è  il  massimo  comun  divisore  di  m  ed   n. 

2^)  che   i  divisori   comuni   di  m  erf  n    altro   non   sono  che  i 
divisori  del  loro  massimo  comun  divisore. 

168.  Se  Vj-^y^  =  1,  i  due  numeri  m  ed  n  non  avranno  alcun  divi- 
sore comune  alTinfuori  dell'unità,  la  quale  del  resto  è  divisore  co- 
mune di  tutti  i  numeri  naturali.  In  questo  caso  m  ed  n  sì  dicono 
primi  fra  loro. 

Se  invece  r,^_i  >  1,  esisterà  almeno  un  divisore  comune  di  m  ed 
n,  oltre  Tunità. 

Pertanto:  affinchè  due  numeri  m  ed  n  siano  privai  fra  loro,  r 
necessario  e  sufficiente  che,  detto  r  il  resto  della  divisione  di  m  per 
n  ,  r^  il  resto  della  divisione  di  r  per  \\,  e  cosi  vìa,  V ultimo  resto^ 
diverso  da  zero,  così  ottenuto  sia  eguale  all'unità. 

169.  Se  in  luogo  di  procedere,  come  si  ò  fatto  sopra,  sui  due 
numeri  ?n  ed  n  per  costruire  la  progressione  : 

w  ,  »  ;  r  ,  r^  ,  .  .  .  ,  77^1  ;  r^  =^  0 , 

si  procedesse  allo  stesso  modo  sui  due  numeri  m  ed  n  molti- 
plicati per  uno  stesso  fattore  /*,  si  otterrebbe  invece  (art.  120)  la 
progressione  : 

mJi  ,  ììh  y  rh  ,  r^li  ,  .  .  .  ,  'i\^ih  ,  r^Ji  ~  0. 

Quindi  :  se  due  numeri  ai  moltiplicano  per  uno  stesso  fattore, 
anche  il  loro  massimo  comun  divisore  si  troverà  moltiplicato  per 
quello  stesso  fattore, 

170.  Di  qui  si  trae  facilmente  che:  se  un  numero  divide  il  pro- 
dotto di  due  fattori,  ed  è  primo  con  uno  di  essi,  esso  è  un  divisore 
dell'altro. 

Supponiamo  infatti  che  n  sia  divisore  del  prodotto  mh  e  sian. 
primo  con  m.  Poiché  n  è  primo  con  m ,  il  massimo  comun  divi- 
sore di  m  ed  n  è  Tunità  ,  e  quindi ,  per  V  art.  prec,  il  massime:^ 
comun  divisore  di  mh  e  di  nh  è  h.  Dovrà  dunque  n  dividere  h,  poi  — 
chè^  essendo  n  un  divisore  comune  di  mh  e  di  nh,  deve  anch^ 
dividere  (art.  107)  il  loro  massimo  comun  divisore. 

171.  Corollario.  — JSe  d  è  primo  con  m  e  con  n,  esso  è  prim-^ 
anche  col  loro  j^i'odotto  mn. 

Infatti,  se  6  fosso  divisore  comune  di  rZ  e  di  mn,  essendo  es*  ^ 
primo  con  m ,  dovrebbe  dividere  V  altro   fattore  n,  contro  il  su 

r\natn 


172.  Quindi  anche,  più  ^generalmente:  se  d  è  privio  con  ciascuno 
dei  numeri  m^  ,  ni^,  ,  .  .  .  ,  ni,  ,  esso  è  anche  priìno  col  prodotto 
ininig  .  .  .  m^-. 

Infatti ,  poiché  d  ò  primo  con  ?«,  ed  m^ ,  esso  ò  anche  primo 
con  m^m^  ;  ed  essendo  primo  con  m^m^  e  con  m^  sarà ,  sempre 
per  l'art,  prec,  primo  con  m^m^m^ ,  ecc. 

173.  Un  numero  divisibile  per  due  numeri  primi  fra  loro,  è  divi- 
iibile  anche  per  il  loro  prodotto. 

Sia  infatti  M  divisibile  pei  numeri  m  ed  n  primi  fra  loro  ;  e 
sia  M  =  mq.  Poiché  n  divide  M^  cioè  il  prodotto  mq  ed  è  primo 
con  w,  dovrà  dividere  q  (art.  170),  cosicché  si  potrà  scrivere  q  =  nq\ 
Si  avrà  cosi  M  =  mnq\   e.  d.  d. 

174.  Se  T)  è  massimo  comun  divisore  di  m  ed  n,  i  quozienti  che 
8«  ottengono  dividendo  m  ed  n  per  D,  sono  primi  fra  loro. 
Siano  infatti  p  e  q  questi  quozienti,  cosicctó  : 

m  -  Dp  ,  n  =  Dq. 

^a  queste  uguaglianze  appare  chiaramente  che,  so  j?  e  ^  avessero 
on  divisore  comune  d ,  diverso  dall'  unità ,  i  due  numeri  m  ed  n 
darebbero  entrambi  divisibili  pel  prodotto  Drf,  e  per  conseguenza 
^v^rebbero  un  divisore  comune  superiore  a  D  contro  il  supposto. 

175.  Vogliansi  ora  ricercare  tutti  i  divisori  comuni  a  più  numeri; 

m^  ,  m^  ,  mg  ,  .  .  .  ,  m^.  (2) 

^^  d  sia  un  divisore  comune  a  tutti  questi  numeri,  esso  dividerà, 
^0  particolare ,  Wj  ed  m^  e  quindi  anche  il  loro  massimo  comun 
^iv^isore  D^.  Sarà  dunque  d  un  divisore  comune  dei  A;  —  1  numeri: 

r>i  7  ^3  ,  w^  ,  .  .  .  ,  mj,  ,  (3) 

^>  reciprocamente,  ogni  divisore  comune  di  questi  ultimi  sarà  an- 
^^o  divisore  comune  di  tutti  i  numeri  (2) ,  poiché  ogni  divisore 
^^  D,  è  divisore  comune  di  m^  ed  m^.  La  questione  é  così  ri- 
condotta a  ricercare  i   divisori   comuni  a  tutti  i  numeri  (3) 

Procedendo  come  sopra,  si  vede  che,  se  Dg  é  il  massimo  comun 
divisore  di  D^  ed  Wj,  i  divisori  comuni  dei  numeri  (3)  coinci- 
dono coi  divisori  comuni  dei  k-2  numeri  : 

Così  seguitando  si  giungerà  ad  un  unico  numero  D,^_j  il  quale 
godrà  della  proprietà  che  ogni  suo  divisore  sarà  divisore  comune 
^i  tatti  i  numeri  (2),  e  reciprocamente.  Esso  sarà  evidentemente 
i^  massimo  comun  divisore  di  tutti  i  numeri  Wj  ,  w^  ,  .  .  .  ,  m^. 

Vote  ed  Esercisi. 

1-  Hiconoscere  che  due  numeri  oonseoutivi  sono  sempre   primi  fra  loro. 

^-  Essendo  A  il  màssimo  oomnn  divisore   dei  numeri  a^ ,  a^ ,... ,  a;,  e  B  il 

°***sÌQio  comun  divisore  dei  numeri  &|  ,&],•••,  &jk,  dimostrare  che  il  mas- 


J 
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8Ìmo    comun    divisore    di    tutti   i  numeri  a^  ,  «^  )  •  •  •  i  a^  i  ^i  t  \  «  •  •  •  i 
altro  non  e    che    il    massimo    comun  divisore  di  À  e  di  B. 

3.  Dedurre  dalla  relazione  che  le^a  tre  resti  consecutivi  che  :  nella 
cerca  del  massimo  comun  divisore  di  due  numeri,  ogni  reato  è  maggiore 
doppio  di  quello  che  lo  segue  di  due  posti. 

4.  Si  deduca  di  qui  che  :  se  '2r  è  la  prima  potenza  di  2  che  supera  il  / 
piccolo  dei  due  numeri  m  ed  n,  il  numero  delle  divisioni  da  effettuarsi  per 
ricerca   del  massimo   comun  divisore  di  m  ed  n,   non  può  superare  2X. 

5.  Dimostrare  che  il  massimo  comun  divisore  di  due  numeri    m   od  n 
uguale  al  numero  dei  multipli  di  n  contenuti    nella  progressione  : 

m  ,  2m  ,  dm  ,  .  .  .  ,  nm. 

Si  applichi  Tart.  17-i;  e  poi  l'art.   170. 

0.  Il  massimo  comun  divisore  di  tre  numeri  m,  n,  r  è  il  numero  che  espi 
me  quante  volte  nelle  duo  linee  : 

m  ,  2m  ,  8m  ,  .  .  .  ,  rm 

?i  ,  2n  ,  8n  ,    ,  .  ^  rn 

due  numeri  corrispondenti  sono  simultaneamente  divisibili  per  r. 

7.  Per  altri  teoremi  elementari    sui  divisori  si  vegga   p.    es.   il  tratta 
di  Aritmetica  di  O.  Bertrand  (traduzione  italiana  di  G,  Xovi). 

§  12.0  —  Multipli  oomuni  a  due  o  pib  numeri. 
Minimo  comune  multiplo. 

176.  Per  minimo  comune  multiplo  di  due  o  più  numeri  dati  s'' 
tende  il  più  piccolo  numero  diverso  da  zero,  che  sia  multiplo 
ciascuno  di  essi. 

L'  esclusione  dello  zero  è  necessaria,  poiché  lo  zero  si  può  ( 
siderare  come  multiplo  comune  di  tutti  i  numeri ,  potendosi  \ 
vere,  qualunque  sia  il  numero  k  : 

0=  kX  0. 

177.  //  minimo  comune  multiplo  di  due  numeri  è  ugw 
quoto  che  si  ottiene  dividendo  il  loro  prodotto  per  il  loro  me 
comun  divisore. 

Sia  infatti   M  un  multiplo   comune  dei  due  numeri   m   e 
quali  abbiano  per  massimo  comun  divisore  D.  Possiamo  se 

m  =  Dm'  ,  n  =  Dn'. 

Poiché  M  è  multiplo  di  m,  cioè  di  Dm',  sia: 

M:^  Dm'.fc. 

Il  numero  M  è  poi  anche  divisibile  per  n\  cioè  il  prode 
è  divisibile  per  Dw',  e  quindi  m'^•  per  n\  Ma  il  fattore 
mo  con  ?i'  (art.  174);  dovrà  quindi  (art.  170)  essere  div 
n*  l'altro  fattore  fc,  onde  si  può  scrivere  : 

k  =  hn'. 
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Sostituendo  ciò  in  (2),  si  ottiene  per  M  Tespressione: 

M  -  h'tn'n'D  (3) 

la  quale  ci  dice  che  oj?ni  multiplo  comune  di  m  e  di  w  è  un  mul- 
tiplo di  m'/i'D.  Reciprocamente,  ò  senz' altro  evidente,  per  le  (1), 
che  ogni  multiplo  di  m'/t'D   ò   multiplo  comune  di  vi  ed  n. 

Dando  ad  h,  nella  f3) ,  il  minimo  valore  possibile,  cio^.  1  ,  si 
avni  il  minimo  multiplo  di  m  ed  n.  Il  minimo  multi  pio  è  dunque 
m'n'D  che,  come  appare  dalla  (l),  è  appunto  il  quoziente  della 
divisione  di  mn  per  D  ;  e.  d.    d. 

178.  Ogni  multiplo  comune  di  due  numeri  è  un  multiplo  del  loro 
minimo  comune  multiplo. 

Ciò  è  contenuto  nello  stesso  risultato  delT  art.  prec,  come  si 
vede  dalla  (3)  che  dà  T  espressione  più  generale  di  un  multiplo 
comune  di  m  ed  n, 

179.  La  ricerca  del  minimo  comune  multiplo  di  più  numeri  si 
riconduce  a  quella  del  minimo  comune  multiplo  di  due  soli  numeri 
p»artendo  dall'  osservazione  che  :  se  a,  ,  a^ ,  .  .  .  ,  aj^  sono  numeri 
qualunque,  ed  m  è  il  minimo  multiplo  di  aj  ed  ag ,  il  minimo  comune 
nuUiplo  di  a^ ,  a^  ,...  ,a,^  altro  non  è  che  il  minimo  ìnultiplo  comune 
del  numeri  m^  ag  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a^j. 

Infatti,  se  M  è  un  multiplo  comune  di  a^  ^a^ ,  «3  , ... ,  «/(,  in  quanto 

è  multiplo  comune  di  a^  ,  a^y  esser  dovrà  (art.  178)   un  multiplo 

(ìi    m.  Sarà  dunque  M  un  multiplo  comune  di  wi ,  «^ ,  «3  ,  .  .  . ,  Of., 

Reciprocamente,    ogni    siffatto    multiplo    sarà    anche   multiplo  di 

f^i    ,«2 ,  «3  , . . . ,  a^^  poiché  ogni  multiplo  di  m   è  multiplo  comune 

^  i     rtj  ed  a^. 

Di  qui  segue  evidentemente  la  verità  di  quanto  si  è  asserito;  ed 
^_  ciTiindi  chiaro  che  il  minimo  multiplo  comune  di  «i  ,  «2 ,  .  .  •  7  «/t 
^ì  otterrà  mediante  successive  ricerche  di  minimi  multipli  di  due 
foli  numeri,  con  procedimento  perfettamente  analogo  a  quello  già 
ii'i  calcato  (art.  175)  per  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore  di 
pi'Ci  numeri. 

§  13.0  —  Numeri  primi  —  Decomposizione 
di  un  numero  qualunque  In  fattori  primi. 

180.  Un  numero  si  dice  primo  quando  non  ammette  alcun  divi- 
iàore  airinfuori  di  sé  stesso  e  deirunità. 

Come  si  vede  facilmente,  dire  che  un  numero  è  primo,  equivale 
*^  dire  che  esso  è  primo  (art.  168)  con  tutti  i  numeri  adesso  in- 
^^riori. 

181.  Un  numero  primo  è  primo  con  tutti  i  numeri  che  non  sono 
""^toi  multipli. 

infatti,  se  un  numero  primo  p  ha  con  un  altro  numero  m  un 
^'v^isore  comune  che  non  sia  l'unità,  questo  divisore  comune  non 
p|Jò  essere  che  lo  stesso  numero  p ,  non  avendo  p  altri  divisori 
l^jl  infuori  di  se  stesso  e  deirunità.  Il  numero  m  è  dunque  un  mul- 
^'Plo  di  p. 
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182.  Se  un  numero  lìvimo  divide  il  prodotto  di  più  fattori^  de- 
v'essere divisore  di  qualcuno  di  essi. 

Sia  infatti  il  numero  primo  p  divisore  del  prodotto  aXbXcX  ...  Xd. 
Se  p  divide  a,  il  teorema  è  verificato.  In  caso  contrario  sarà  p 
(art.  181)  primo  con  a.  Allora  però,  essendo  2?  divisore  del  prodotto 
di  a  per  ftXcX  ...  Xd  e  primo  col  fattore  a,  dovrà  (art.  170)  di- 
videre r  altro  fattore  ,  cioè  6  x  e  X  ...  X  d.  Ragionando  come  so- 
pra si  osserverà  ora  che,  se  p  non  divide  6,  dovrà  divìdere  cX...Xrf; 
e  cosi  procedendo  si  concluderà  evidentemente  che,  se  p  non  di- 
vide alcuno  dei  fattori  precedenti  all'  ultimo,  dovrà  dividere  l'ul- 
timo; e.  d.  d. 

183.  Ogni  numero  che  non  sia  primo,  è  il  prodotto  di  due  0  piU 
numeri  primi. 

Infatti,  so  un  numero  m  non  è  primo,  esso  ammetterà  qualche 
divisore  diverso  da  se  stesso  e  dall'unità.  Se  a  è  il  più  piccolo 
fra  questi  divisori,  esso  è  certamente  primo,  poiché,  se  a  ammet- 
tesse im  divisore  d,  anche  m  ammetterebbe  il  divisore  d  più  pic- 
colo di  a,  contro  il  supposto. 

Possiamo  dunque  scrivere  : 

m  =  a-  m  ' 

e,  per  dimostrare  il  teorema,  basterà  far  vedere  che  m'  è  un  nu- 
mero primo  ovvero  un  prodotto  di  numeri  primi.  In  effetto,  se  m' 
non  è  primo,  ragionando  come  sopra  si  troverà: 

m'  =  b'm" 

dove  b  è  primo,  cosicché  sarà  : 

e  resterà  a  far  vedere  che  m'\  se  non  è  primo,  è  un  prodotto  di 
numeri  primi.  Cosi  procedendo,  poiché  i  numeri  m,  m',  m", . . . 
divengono  sempre  più  piccoli,  si  finirà  evidentemente  con  ottenere 
m  sotto  forma  di  un  prodotto  di  numeri  primi;  e.  d.  d. 

184.  La  decomposizione  di  un  numero  in  un  prodotto  di  numeri 
primi  non  si  può  fare  {fatta  astrazione  dall'ordine  dei  fattori,  che 
in  un  unico  modo. 

Siano  infatti  : 

m  =  aXbXcXdX...Xg 
ed 

m  =.  rt,  X  òj  X  C|  X  (?i  X  .  .  .  X  e^ 

due  decomposizioni  dello  stesso  numero  m  in  fattori  primi.  Poich 
a^  divide  7?j,  dovrà  dividere  il  prodotto  aXbXcX^^.Xg  e  qoind 
(art.  182),  poiché  a^  é  primo,  almeno  uno  dei  fattori  a,  ò,  e,  . . . ,  ^ 
per  esempio  a.  Ma  a  é  pure  primo  e  come  tale  non  ammette  divL 
sor!  diversi  da  se  stesso  0  da  1.  Sarà  dunque  aj  =  a,  onde  dall' 
guaglianza  : 

aXbXcXdX  .  .  .  X  g  =  a^Xb^X  c^X  d^X  .  ..Xe^ 


si  potrà  (1  ed  arre  dividendo  per  a  : 

6  X  e  X  d  X  .  .  .  X  <7  =  &!  X  e,  X  c?i  X     .  .  X  e^. 

Ma  di  qui  si  dedarrà  allo  stesso  modo  Teguaglianza  di  un  fattore 
del  primo  membro  con  uno  dei  secondo,  cioè  p.  es.:  b  -  b^]  onde 
resterà  : 

cXdX  .  .  .  ^  =  Cj  X  c?i  X  .  .  .  X  «1- 

Cosi  procedendo  si  otterrà  p.  es.  successivamente  e  =  Cj  ,  d  =  ti, , ...  ; 
come  d.  d. 

185.  La  successione  dei  ntnneri  primi  è  illimitata. 
Supponiamo  infatti,  se  è  possìbile,  che   i  numeri   primi  fossero 

soltanto  k.  Indicando  questi  k  numeri  primi  con  Pt }  Pi  ì  *  >  >  y  Pk  i 

esisterebbe  il  numero  : 

^+PiPi'"Pk  (O 

il  quale,  dovendo  ammettere  (art.  183)  un  divisore  primo,  esser 
dovrebbe  divisibile  por  uno  almeno  dei  numeri  Pi  ,  p^  y  »  -  -  y  Pk  i 
per  esempio  per  Pi,  Ora  ciò  è  assurdo,  percliè  la  somma  (1)  di- 
visa per  j!>j  dà  evidentemente  per  resto  l'unità. 

Note  ed  EsercÌBi. 

1.  Dimostrare  che  un  numero  primo  è  della  forma  6A  i-  1,  ovvero  della 
forma  6A-1. 

2.  Dedurne  ohe  il  quadrato  di  ogni  numero  primo  è  della  forma  GA  -f  1. 
S.  Se  p  è  un  numero  primo  e  k  non  è  un  multiplo  di  p,  i  numeri: 

k  ,  2k  ,  8k  ,  .  .  .  ,  (p-l;k  (a) 

dicisi  per  p  danno  reati  tutti  differenti. 

Si  osservi  che  se  duo  di  essi  ik  ed  jk,  (j  >  i),  dessero  lo  stosso  resto,  la 
loro  differenza  (j  —  i)k  esser  dovrebbe  divisibile  per  pj  e  che  p  non  può 
dividere  J—i  che  è  più  piccolo  di  esso. 

4.  Poiché  i  numeri  (a)  divisi  per  p  danno  per  resti,  fatta  astrazione  dal- 
l'ordine, i  numeri  : 

l,2,3,...,i>-l,  (p) 

il  prodotto  dei  numeri  (a)  diviso  per  p  darà,  per  resto  (art.  124)  lo  stesso 
reato  che  darebbe  il  prodotto  dei  numeri  {^).  La  differenza  di  questi  due 
prodotti,  cioè  : 

1.2.3  .  .  .  (p-l)[jb»'-i_j] 

divisa  per  p  darà  dunque  per  resto  zero.  Di  qui  segue  che   p   ò  un  divi- 
sore di  ^•P-»-l,  cioè  il:  j,  .j  . 

Tkobkma  di  Fbbmat  —  Se  k  non  è  un  multijìlo  del  numero  primo  p,  la  dif- 
ferenza kP-'-l  è  divisihUe  per  p.  '    '  ^ 

^'  Biconoscere  che  so  due  numeri  non  sono  primi  fra  loro,    essi  hanno 
*'nieno  un  divisore  primo  in  comune. 

^-  Se  a  e  6  sono  primi  fra  loro,  anche  a -1-6  è  primo  con  ab  e  cosi  pure 
anche  la  loro  differenza  è  prima  col  loro  prodotto. 
,.^}  dimostri  ciò  per  assurdo,  supponendo  che  a -{- 6   ed   ah    abbiano    un 

"Visofg  primo  in  comune. 

'•  Teorema  di  Wilson  — 5«  p  è  un  numero  primo,  il  numero  : 

1.2.3  .  .  .  tp— 1) 
**'^'*''««ctM^o  di  uH^unità  è  divisibile  per  p. 
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Il  teorema  rociproco  è  senz'altro  evidente;  poiché  se  sia  p-=a.hy  fra  i 
fattori  del  prodotto  1.2.8  .  .  .  (p-^\)  so  ne  troverà  uno  divisibile  poro,  per 
esempio  lo  stesso  a  ed  un  altro  divisibile  per  6. 

8.  8i  può  dunque  affermare  che  affinchè  un  numero  p  sia  primo,  è  neeet- 
sarto  e  sufficiente  che  il  prodotto  1.2.3  .  .  .  (p  — 1)  accresciuto  di  un'unità  sia 
divisibile  per  p. 

§  14.0  _  Ricerca  metodica  del  numeri  primi. 

186.  La  determinazione  dì  tutti  i  numeri  primi  inferiori  ad  un 
numero  dato  M  si  può  effettuare  mediante  un  procedimento  assai 
semplice  conosciuto  fino  dair  antichità  sotto  il  nome  di  crivello 
di  Èratostene, 

Si  scriva  la  serie  naturale  dei  numeri  da  1  fino  ad  M  trala- 
sciando i  numeri  pari  ad  eccezione  del  2  che  6  il  solo  numero  pari 
primo.  Nella  successione  così  ottenuta  : 

1,  2,  .S,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,.  .  .  (a) 

si  cancellino  i  numeri  di  tre  in  tre  ad  eccezione  del  3  che  è  un 
numero  primo.  Segnando  con  una  lineetta  i  numeri  da  cancellarsi, 
si  ottiene  così  la  successione  : 

1,  2,  3,  5,  7,   9,  11,  13,  l5,  17,  19,  21 

nella  quale  il  primo  numero  non  cancellato  è  il  5  che  è  numero 
primo.  Si  cancelleranno  ora  in  questa  stessa  successione  anche  i  nu- 
meri di  5  in  5  che  non  siano  già  stati  precedentemente  cancellati, 
ad  eccezione  del  5.  Dopo  ciò,  essendo  7  il  primo  dei  numeri  non  an- 
cora cancellati,  si  cancelleranno  anche  tutiJ  i  numeri  di  7  in  7  «ad 
eccezione  del  7  e  cosi  di  seguito  finché  non  si  avrà  piti  a  cancel- 
lare alcun  numero  inferiore  ad  ]\I.  I  numeri  non  cancellati  saranno 
precisamente  i  numeri  primi  non  superiori  ad  M. 

187.  Non  è  difficile  rendersi  ragione  di  cosiffatto  procedimento. 
K  chiaro,  infatti,  primieramente,  che  i  numeri  cancellati  non  sono 
numeri  primi,  i)oicliè  se  /*  ò  uno  qualunque  dei  numeri  dispari  (a), 
i  numeri  dispari  che  vanno  di  h  in  h  sono  evidentemente  multipli 
di  Ti  e  quindi  non  primi.  Resta  quindi  soltanto  a  dimostrare  che  se 
dopo   uno  dei  successivi  periodi  di  cancellazioni,  il  primo  dei  nu- 
meri non  ancora  cancellati  ò  k,  esso  è  necessariamente  un  numeroB 
primo.  Invero,  se  /•:  non  fosse  primo,   dovrebbe  k   essere  multiplcr 
di  un  numero  primo  h  inferiore  a  fc  ;  e  il  numero  h  dovrebbe  fa^ 
parte  dei  numeri  che  non  sono  stati   cancellati ,  giacché  nessunci 
dei  numeri   cancellati  ò  primo,  come  già  si  ò  notato.  Ma  i  multi 
pli  dei  numeri   non    cancellati  precedenti  a  /•;  sono    già  stati  tut^ 
cancellati.  11  numero  k  sarebbe  dunque  anch'  esso    già  stato   cai — : 
celiato ,  contrariamente  al  supposto.  Resta  così  dimostrato  che  k 
numero  primo. 

188.  E  importante  di  osservare  che  se  dopo  un  certo  periodo  «n" 
cancellazioni  (per  esempio  dopo  aver  cancellato  tutti  i  numeri  ^= 
h  in  h  ad  eccezione  di  /j),  il  primo  numero  non  cancellato  sia     ^ 


non  solamente  è  primo  il  mimerò  k,  come  si  è  testé  dimostrato^  ma 
sono  primi  altresì  tutti  i  numeri  non  cancellati  compresi  fra  k  ek^. 
Ammettiamo  infatti,  se  è  possìbile,  che  un  certo  numero  N,  non 
cancellato  e  compreso  fra  k  e  fc^  non  fosse  primo.  Esso  sarebbe 
allora  il  prodotto  di  due  o  piti  fattori  primi  (art.  183)  dei  quali 
almeno  uno,  p ,  esser  dovrebbe  inferiore  a  k;  poicliò  se  tutti  fos- 
sero eguali  o  maggiori  di  A:,  il  loro  prodotto  N  sarebbe  evidente- 
mente uguale  0  superiore  a  k'^  contro  il  supposto.  Ma,  il  numero 
p  essendo  primo  e  inferiore  a  fc,  tutti  i  suoi  multipli,  sono  già  siati 
precedentemente  cancellati.  Il  numero  N  sarebbe  dunque  già  stato 
cancellato  contro  il  supposto. 

189.  Quanto  si  è  dimostrato  teste  ha  per  conseguenza  importante 
che  la  cancellazione  dei  numeri  non  primi  che  non  superano  un 
dato  numero  M,  avrà  termine  appenachè  si  giunga  ad  un  numero 
primo  k  il  cui  quadrato   sia   superiore  ad  M. 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Biconoscere  che  quando  ,  col  procedimento  indicato  per  la  ricerca 
dei  numeri  primi  inferiori  ad  M ,  si  cancellano  tutti  i  numeri  di  A;  in  A; 
ad  ecceziune  dello  stesso  k,  il  primo  numero  che  si  dovrà  effettivamente 
cancellare  è  precisamente  i*. 

2.  Per  riconoscere  se  un  numero  dato  N  è  primo,  basta,  conoscendosi  i 
'Jumeri  primi  il  cui  quadrato  è  inferiore  ad  N,  di  verificare  se  la  divisiono 
di    ^  per  ano  almeno  di  questi    ultimi  dia  per  resto  zero.  So  nessuna  di- 
visione dia  per  resto  zero,  il  numero  N  sarà  un  numero  primo. 

3.  DalTesame  delle  tavole  di  numeri  fino  ad  og^i  costruite  risulta  che 
vi  «ono  26  numeri  primi  inferiori  a  100;  1H9  inferiori  a  lOuO  ;  1280  infe- 
riori a  10000;  9592  inferiori  a  100000   e   78493   inferiori  ad  lOOOOOO. 

§  15.0  —  Massimo  coinnn  divisore  e  minimo  multiplo 
di  nameri  decomposti  in  fattori  primi. 

190.  Il  massimo  comun  divisore  (cfr.  §  ll.o)  di  pi  fi  numeri  de- 
^OTììposti  nei  loro  fattori  primi  è  il  prodotto  dei  fattori  primi  co- 
^^  i4wi  a  tutti  i  numeri,  presi  ciascuno  col  minimo  esponente,  S'in- 
l^nde  cioè  che,  nella  composizione  del  massimo  comun  divisore, 
^Sni  numero  primo  dev'  essere  preso,  come  fattore,  elevato  ad  una 
potenza  eguale  a  quella  in  cui  esso  si  presenta,  nei  numeri  de- 
composti, col  minimo  esponente. 

^  Sia  infatti  p  un  fattore  primo   del   numero   D   massimo  comun 
^ÌTisore  dei  nameri  dati  A ,  B  ,  C ,  .  .  .  ,  e  sia  j[?*  la  massima  po- 
^onza  di  p  che  divide  D.  Poiché  p^  divide  D,  ciascuno  dei  numeri 
A.,  B,  C,  . .  .  sarà   divisibile   per  jd*.  Inoltre  jd*  sarà,  almeno  per 
^^no  dei  numeri  A,  B,  C,  .  .  .,  la  massima  potenza  di  p  che  Io  di- 
^'ide.  Invero,  ove  cosi  non  fosse,  ciascuno  dei  numeri  A,  B,  C, . . . 
sa-rebbe  divisibile  per  p*"*"^;  e  per  conseguenza  anche  il  loro  mas- 
simo comun  divisore  D  esser  dovrebbe  (art.  167)  divisibile  per  p*'*"S 
Contro  il  supposto. 

ISl.  Corollario.  —  Affinchè  un  numero  A  sia  divisibile  per  un 
^liro  numero  B,  è  necessario  e  sufficiente  che  i  fattori  primi  di  B 
Capelli.  —  I»tiiu%ioni  di  analiii  algebrica,  8.*  ediz.  10 


—  Ti- 
ziano anche  fattori  primi  di  A  e  che   V  esponente   di  ogni  fc 
primo  in  B  sia  uguale  o  minore  all'esponente  di  quello  stessi 
tore  primo  in  A. 

Infatti,  se  B  è  divisore  di  A,  il  massimo  comun  divisore  di 
di  B  è  lo  stesso  B,  e  reciprocamente. 

192.  Di  qui  segue  che  se 

A  =  p^'q^r"  .  ..s^ 

è  il  numero  A  decomposto  nei  suoi  fattori  primi  distinti  p,  q,  r, 
ogni  divisore  di  A  è  della  forma  : 

p^q^r^^  .  ..s^ 
essendo  : 

e  reciprocamente. 

È  dunque  assai  facile  trovare  tutti  i  divisori  di  un  numero 
A,  dopoché   si  sia  fatta  la   decomposizione  di   A  nei  suoi  fa 
primi. 

193.  Il  minimo  comune  multiplo  di  più  numeri  è  il  prodoti 
tutti  i  fattori  primi  nei  quali  essi  si  decompongono,  presi  cias 
col  massimo  esponente. 

Siano  infatti  p,  q,  r, .  .  .  ì  fattori  primi  distinti  che  nascono 
decomporre  i  numeri  A,  B,  C,  .  .  .  dei  quali  si  voglia  determi 
il  minimo  comune  multiplo  M.   Se  p^  è  la  massima  potenza 
che  divide  almeno  uno  dei  numeri  A,  B,  C,  .  .  .  ,  p.  es.  A,  è  ci 
che  M,  essendo  divisibile  per  A,  sarà  divisibile  per  p*.  Similn: 
si  vede  che  M  sarà  divisibile  per  g^ ,  r^ ,  .  . .  essendo  q^  ,  r"*  . 
le  massime  potenze  di  ^,  r,  .  .  .  che  dividono  almeno  uno  dei 
meri  A,  B,  C,  .  .  .  Il   numero  M   essendo   divisibile   per  i  nu 
p*  ,  q^  ,  r"^ ,  .  ,  .  j  due  qualunque  dei  quali  sono  primi  fra  loro, 
(cfr.  art.  173)  anche  divisibile  per  il  loro  prodotto  p^q^rt  .  .  .  ] 
procamente  ogni  multiplo  di  p^q^r"^  ...  è  evidentemente  un 
tiplo  comune  di   A,  B,  C,  .  .  .  Sarà  dunque  appunto  |)*^M  . 
loro  minimo  multiplo,  e.  d.  d. 

§  16.0  —  Radice  del  massimo  quadrato 
contenuto  in  un  namero  dato. 

194.  Se  A  è  la  potenza  n***"**^  di  un  numero  a,  si  dice  ci 
ò  la  radice  n^*»'"^  di  A  e  si  scrive  : 

n 

a  =\/A 
come  equivalente  dell'uguaglianza:  a'*=A.  Il  simbolo  v  si  chi 

simbolo  radicale  e  il  simbolo   \/   si   legge   radice  n'"'*"*'*. 

In  particolare,  se  A  è  il  quadrato  di  a,  si  dice  che  a  ò  ni 
quadrata  di  A  e  si  scrive  : 

8 

a=VA  , 


r 
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0    più  semplicemente  : 

a  =  VA. 

:&95.  Se  A  è  un  numero  qualunque,  non  esiste  in  generale  un  nu- 
UM  ^ro  naturale  il  cui  quadrato  sia  A.  Esiste  però  sempre  un  numero 
D£^  curale  a^  perfettamente  determinato,  il  cui  quadrato  sia  il  mas- 
si jr».io  quadrato  contenuto  in  A;  cosicché  : 


1   - 


a*§A  <  (a-f-  1)^ 

JLn  questo  §  noi  ci  occuperemo  appunto  della  ricerca  del  nu- 
li^ ^^ro  a  cosi  definito,  che  si  chiama  spesso  la  radice  quadrata,  a 
n^^no  di  uìi'unità,  del  numero  A. 

Ì96.  Se  OL  è  la  radice  quadrata,  a  meno  di  un^unità^  del  numero 
A  :,     la  radice  quadrata,  a  meìio  di  un'  unità,  del  numero  che  nasce 

d  ^:Mr  IV  aggiungere  alla  destra   delle   cifre  di  A  due  nuove  cifre  b  e, 
i£     riterrà  aggiungendo  un'unica  cifra  ^  alla  destra  delle  cifre  di  a. 
Un  altri  termini:  se  n  è  la  base  del  sistema  di  numerazione  (co- 
si <:5cbè  6  e  e  sono  inferiori  ad  n),  la  radice  del  massimo  quadrato 
coiitenuto  in  Aw*  +  &/i  +  e  è  della  forma  a?i  +  p,  essendo  p  <  n. 
Invero,  poiché  : 

hn  -|-c  =  6c<l5Ò  =  7i2, 

si     ha: 

An*  ?  kn^  +  {bn  +  e)  <  An*  +  n^ 
0     SDche  : 

Aw«  §  An«  +  6/1  +  e  <  (A  4- 1)^».  (1) 

M^a,  per  V  ipotesi  fatta  : 

a«§A<(a  +  l)*, 
onde: 

a«^A    ,     A  +  I5(a  +  1)^ 
^egue  quindi  dalla  (1)  a  maggior  ragione  : 

a*7i*<  An*  r  6/i  -f  e  <  (a  +  \fn'^ 
<>88ia  anche  : 

(an)*  5  An^  -f  ò/i  4-  e  <  (an  +  nY. 

La  radice  del  massimo   quadrato  contenuto  in  An*  +  ò/i  +  e  sarà 
c:^|     Junqne  uguale  o  maggiore  di  an  e  minore  di  an  +  n ,  cioè  sarà 
appunto  della  forma  an  +  p  (per  ^  <  n),   come  si  é  asserito. 

197.  La  differenza  A  —  a*,  che  indicheremo  con  R,  fra  il  numero 
^  G  il  massimo  quadrato  in  esso  contenuto  si  chiama  il  resto 
^^  jnassimo  quadrato  contenuto  in  A. 

Ciò  posto,  poiché  la  cifì*a  p  da  aggiungersi  alla  destra  delle  ci- 
'r«  di  a  per  avere ,  secondo  V  art.  prec. ,  la  radice   del  massimo 

^^adrato  contenuto  in  A6  e  i  é  il  massimo  numero,  minore  di  n,  che 
^<^^di6fa  la  diseguaglianza  : 

(an  4-  /5)  §  Aò  e 


I 
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ossia  : 

ihi"^  f  2a3/i  +  ^^  §  An^  \-  hn  +  e, 

possiamo  anche  dire  (come  si  vede  togliendo  dai  due  membri  a*n*) 
che  ìa  cifra  ^f  èia  massima  cifra  soddisfacente  la  dlseguagliama  : 

(2an  f  f  )?  §  Ru^  +  bn  ■}-  e.  (2) 

198.  Poicliè  diiir  uguaiiflianza  (2)  segue   a   maggior  ragione^  es- 
sendo e  <  lì  : 

2oL"}n  <  R>i-  +  bit  +  n 
cioè  : 

27"i  <  R7l  +  ^   f  1  , 

essa  non  potrà  essere  soddisfatta  se  non  quando  8!a  : 

2ag  §  R«  -f-  ò  ; 

cosicché  /<«  cifra  ^  ?io/i  ;>«ò  m  alcun  caso  superare  il  quozien^^- 
della,  divisione  di  Rn  -f  b  per  2ol, 

Per  conseguenza,  detto  q  questo  quoziente,  la  cifra  ^  è  il  priori.  * 
(lei  nunirri  7,  7  —  1,  q  —  2,...  che  sostituito  in  (2)  la  rende  sodA   ì 
sfatta.  È  chiaro    che  mediante  quest'osservazione   si    possono  (M^i 
minuire  i   tentativi   da  farsi   per   la   determinazione  pratica  del  ^ 
cifra  p. 

199.  Esempio.  —  Sa})endo  che  (nel  sistema   a  base   m   uguale 
dieci)  il  massimo  quadrato  contenuto  in  1878  ha  per  radice  43 

per  resto  29  ,  ricercliiamo  la  radice  del  massimo  quadrato  conti  <-; 
nuto  in  187832. 

In  questo  caso  si  ha  : 

A  =  1878  ,  6  =  3  ,  0  =  2  ,  a  =  43  ,  R  =  29. 

Per  determinare  la  cifra  ^  che  dovrìl  scriversi  alla  destra  di 
per  avere  la  radice  del  massimo  quadrato  contenuto  in  187832, 
miucieremo  dal  l'osservare  che  essa  non  può  superare  il  quozie: 
della  divisione  di  R>n-6  per  2a,  cioè  di  293  per  43X2-86,  che  fe 

Per  riconoscere  poi  se  la  cifra  3  ò  proprio  quella  cercata,  do 
hiamo  provarla,  cioè  vcrilicare  (art.  197)  se  per  ^  =  3  sia  soci, 
sfatta  la  (2),  osservando  a  tale  oggetto  che  2an  -l-  p  è  il  numo"*^ 
che  si  ottiene  scrivendo  la  cifra  ^  alla  destra  del  numero  2a  g'^ 
calcolato  e  che  liu*  -h  ò?i  -f  e  è  il  numero  che  nasce  dallo  scrive»^ 
la  cifra  e  a  destra  del  numero  Rn  +  h  ;  cosicché  si  tratta,  nel  tx*^ 
btro  caso,  di  verificare  se  sia  : 

863X3^2932. 

Poiché  b  appunto  così,  ò  3  la  cifra  delle  unità;  cioè  la  racii*^® 
del  massimo  quadrato  contenuto  in  187832  è  433.  In  caso  coH' 
trarlo,  si  sarebbe  dovuto  provare  per  p  la  cifra  immediatamente 
inferiore  a  3  ;  e  così  via. 

200.  Applicando  più  volte  di  seguito  la  regola  testé  spiegata;     ^' 


potrà  evidentemente  calcolare  la  radice  quadrata,  a  meno  di  un'u- 
nità, di  nn  numero  qualsivoglia  N.  Invero  basterà  a  tale  oggetto 
decomporre  le  cifre  di  N  in  gruppi   di  due  cifre  a  cominciare  da 
destra  ;  e  dopo  aver  trovato,  a  prima  vista,  la    radice  del  numero 
rappresentato  dal  primo  gruppo  di  sinistra  (che  è  di  una  sola  cifra 
0  di  due  cifre  al  più)  determinare  poi,  colla  regola  spiegata,  quella 
del  numero  che  si  ottiene  aggiungendo  al   primo   gruppo  di  sini- 
stra le  cifre   del   secondo  gruppo   di   sinistra,   dipoi   colla  stessa 
rogola  quella  del   numero   rappresentato   dai  primi  tre  gruppi  di 
siiiistra,  e  cosi  di  seguito. 

Da  questo  procedimento  emerge  chiaramente  che  il  numero  delle 
cifre  della  radice  coincide  col  numero  dei  gruppi  in  cui  sono 
st:^te  distinte  le  cifre  di  N.  In  altri  termini:  ne  un  numero  si 
c:^:>mpone  di  2m  o  di  2m-l  cifre,  la  sua  radice  quadrata  a  meno 
cZ£  un'unità  ha  precisamente  m  cifre. 

201.  È  utile  di  dimostrare  questo  teorema  più  direttamente,  ge- 
i:i eralizzandolo  al  tempo  stesso  come  segue:  «e  l'espressione  di  un 
9^  rimero  A  si  compone  di  km— k'  cifre  {essendo  k'  <  k),  Za  sua  ra- 
dice k^^»**»^^  a  meno  di  unità,  si  compone  precisamente  di  m  cifre, 

yia,  infetti,  a  la  radice  fc^*'"*'*,  a  meno  di  un^  unità,  del  numero 
-^^  cosicché: 

a*?  A     ,     A<(a-|-l)^  (3) 

-Poiché  l'espressione  di  A,  secondo  la  base  n,  si  compone  di  few— fc' 
^ifre,  si  ha  (art.  137;  : 

^   quindi  per  la  seconda  delle  (3)  : 

^^'  onde  segue   anche,  poiché  A:'  +  l^k: 

7i*^*-''<(a+  1)*, 

^  quindi  anche  : 

m'""»  <  a  f  1, 

^>    che  è  la  stessa  cosa  : 

n"''^^a.  (4) 

ID'altra  parte  si  ha  anche  (art.  137),  essendo  km  -  k'  il  numero 
*^<2ìlle  cifre  di  A: 

A  <  n"^^'^' 
^'onde  per  la  prima  delle  (3)  : 


^   a  maggior  ragione  : 
cosicché  : 


^k  ^  ^mfc-fc' 


a*  <  n*"*. 


a  <  n*\  (5) 
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Cosi  resta  dimostrato  quanto  si  voleva,  poiché  le  (4)  e  (5)  ci 
dicono  appunto  (art.  137)  che  Tespressione  di  a  sì  compone  di  tm. 
cifre. 

Note  ed  EsercÌEi. 

1.  Se  a  ù  la  radico  del  massimo  quadrato  contenuto  in  A  ,  il  numer«-^> 
delle  cifre  di  a'  coincide,  quando  esso  ò  pari,  col  numero  delle  cifre  di  A^  - 
se  invece  è  dispari,  può  essergli  inferiore  di  una  unità. 

2.  Aflinchè  il  numero  dello  cifre  di  a''  sia  inferiore    di    un^nità    al  nc^^  . 
mero  dello  cifro  di  (a  -t-  lJ^  ò  necessario  e  sufficiente  ohe  a*  sia  il   mass-^^  . 
mo  quadrato  inferiore  ad  una  potenza  della  base   del  sistema   di   namei 
ziono. 

Esempio.  —  81  è  il  massimo  quadrato  inferiore  a  100,  che   é  il   quadrai 
successivo  ad  81  ed  ha  una  cifra   di   più;    9G1  (=di')   ó   il   massimo    qu.^^ 
drato  contenuto  in  1000,  e  il  quadrato  successivo  a  961,  cioè  1024  (=  82  ^* 
ha  una  cifra  M  più. 

3.  Si  cerchino  dei  teoremi  analoghi  per  lo  radici  Ar»*''«*  a  meno  di   un"*  x: 
nità,  essendo  X;  qualunque. 

§  1 7.0  —  Risoluzione  dell'eqaaaione  pitagrorioa  : 

X-  h  y2  =  z*. 

202.  Evlclcntcmente,  possiamo  ritenere  che  due  qualunque  de» 
tre  numeri  cercati  x ,  t/  ,  z  soddisfacenti   1'  equazione  : 

x-  +  y*  =  z^  (1> 

siano  primi  fra  loro  ;  poiché  se,  per  esempio,  x  ed  y  avessero  ud 
divisore  primo  comune  d,  questo  dovrebbe  dividere  anche  z,  co- 
sicché requazione  (1)  potrebbe  semplificarsi,  pur  mantenendola 
stessa  forma,  dividendone  i  tre  termini  per  dK 

In   virtù  di  questo  supposto ,  se  V  equazione  (1)   si   scrive  sotto 
la  forma  equivalente: 

if.=  {z  +  x){z-x),  (ly 

si  vede  che  i  due  fattori  z  +  x  e  z  —  x  non  debbono  avere  alcun 
divisore  dispari  in  comune.  Invero ,  se  fosse  d  un  divisore  di- 
spari di  z  -\-  X  e  dì  z  —  X,  dovrebbe  esso  dividere  anche  la  loro  som- 
ma 22  e  la  loro  differenza  2x  e  quindi  anche ,  essendo  esso  di- 
spari, z  ed  X  j  contrariamente  a  quanto  si  richiede  ,  cioè  che  z 
ed  X  siano  primi   fra   loro. 

.  203.  Ciò  premesso,  sia  p  un  divisore  primo  dispari  di  z  -{-  x 
p*"  la  massima  potenza  di  p  che  divide  z  -f  x.  Sarà  ancora  p^  1 
massima  potenza  dì  p  che  divide  {z-\-xì(z-x)^  giacché  «  —  se  non  è 
per  quanto  si  ò  or  ora  notato,  divisibile  per  p.  È  dunque  p*"  1 
massima  potenza  di  p  che  divide  y^  ;  cosicché  X  è  necessariament 
pari.  Di  qui  segue  evidentemente  che  2  +  ac  é  della  forma  : 


2  + a;  =  2*".  ir;  (Sr  ) 

e  affatto  similmente  si  proverà  essere  : 

z-x  =  2"-i?^ 
essendo  u  e  v  numeri  dispari   primi  fra  loro. 


204.  Dalie  (2)  e  (3)  sommate,  ovvero  sottratte,  membro  a  mem- 
bro si  deduce  ora  : 

2  '  2 

e  dalle  stesse  (2)  e  (3)  paragonato  con  (1)': 

y  =  2    ^    UV. 

Keciprocamente ,  prendendo  a  piacere  i  numeri  u,  v,  m,  h,  que- 
ste espressioni  di  x,  y,  z,  se  hanno  significato  di  numeri  naturali 
(ì\  clic  accadrà,  corno  è  facile  riconoscere,  quando  m-\-n  sia  pari 
e  quando  inoltre  m ,  n  siano  entrambi  uguali  a  zero  ovvero  en- 
trambi diversi  da  zero)  soddisfano,  come  subito  si  riconosce,  Te- 
q IX azione   (I). 

205.  Per  m  =  n  =.  0,  si  hanno  dunque  primieramente  le  formolo 
<l  i     risoluzione  : 

w*  —  y*  n-  +  V"  ,Tx 

x»=  — - —   ,    2/=  UV    ,2=  (I) 

lo     quali,  comunque  si  scelgano  w,  y,  purché  dispari  e  primi  fra  loro, 
d «.ranno  sempre  per  x,  y,  z  dei  numeri  primi  fra  loro  due  a  due. 
IPer  m=l-|-[JL  ed  n  =  l+v,  si  avrebbero  le  formolo  di  risolu- 
zione: 

X  =  2»*ie«  -  2^v«  ,  y  =  2 . 2  Mfv  ,  2  =  2Ht^  -V  2^y^ 

li^ille  quali,  però,  almeno  uno  dei  due  numeri  ;;.,  v  dovrà  prendersi 
<^^nale  a  zero  (e  quindi  l'altro  della  forma  2A:),  senza  di  che  x^y^z 
^"v-rebbero  il  divisore  comune  2.  Alle  risoluzioni  del  tipo  (I)  sono 
**  ^^nque   soltanto   da  aggiungersi  quelle  del  tipo  : 

X  =  4V  -  y»  ,  //  =  2''+^«y  ,  z  =  4.^1^  +  r^  (II) 

®     <)Tielle  del  tipq  : 

x=^XL^-  4*t;«  ,  y  =  2^^hiv  ,  z  =  u^  -f  4*t?«.  (Ili) 

206.  Le  soluzioni  dei  tipi  (II)  e  (III)  sono  caratterizzate  dall'es- 
care in  esse  il  numero  y  necessariamente  pari ,  nel  mentre  che 
rielle  (I)  è  invece  y  necessariamente  dispari.  Intanto,  se  la  (l)  <> 
Verificata  da  certi  numeri  x  j  y ,  z  essa  lo  ò  evidentemente  anche 
f^  si  scambino  fìra  loro  x  ed  y.  Poiché  ora  facendo  questo  scam- 
I  ^o  nelle  (II)  o  nelle  (III)  le  y  diverrebbero  dispari,  è  chiaro  che 
*^  (U)  e  (III)  devono  ricadere  mediante  questo  scambio  nelle  (I). 

Concludiamo  dunque  che  tutti  i  sistemi  di  numeri  Xj  y,  2,  primi 

r*  loro,  che  soddisfano  Tequaziono  (1)  sono  dati  dai  seguenti  due 
tipi  : 

X  =  — ^ ,  y  =  uv,  2  =  — --  (I) 
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ovvero  : 

u^  —  v-  u^  -r  V*  , 

aj  =  wv,  y=— ^ — ,z  =  — - — ,  ( 

essendo  u,  v  numeri  dispari  primi  fra  loro  che  possono  scegliei^^fii 
ad  arbitrio. 

Vote  ed  Eseroisi. 

1.  Riconoscere  direttamente  che  i  numeri  della  forma: 

(che  ò  quanto  dire  i  numeri  pari)  sono  anche  della  forma  : 

e  reciprocamente  (con  u  e  v  s^  intendono  ancora  numeri  dispari  primi     fra 
loro). 

2.  Riconoscerò  che  se  il  quadrato  di  un  numero  ó  la  somma  di  due  qaa- 
drati  primi  fra  loro,  il  doppio  del  numero  è  pure  la  somma  di  due  quadrati 
primi  fra  loro,  e  reciprocamente. 

3.  Si  applichi  ciò  a  decomporre  il  quadrato  di  41  nella  somma  di  due  qaa- 
drati. 

4.  Con  procedimento  analogo  a  quello  degli  articoli  202  e  208  si  risol- 
verà più  generalmente  Pequazionc: 

essendo  B  un  numero  fissato  a  piacere.  Si  potrà  sempre  ritenere  che  ^ 
non  ammetta  come  divisore  alcun  quadrato  esatto;  poiché,  se  fosse  B=^^^^' 
ponendo  by  =  y',  Tequazione  (a)  si  ridurrebbe  ad 

X*  -f  CI/'*  =  2*. 


Inoltre  si  potrà  poi  richiedere,  in  secondo  luogo,  che  x,  y,  z  debbano  e^^V 
sere  primi  fra  loro  due  a  due  ;    poiché  se,  p.  es.,  x  e  »  avessero   un  di»^^^! 
soro  primo  d  in  comune,  dovrebbe  By*  essere  divisibile  per  d*,  e  quin         ^ 
anche  y  divisibile  per  </;  giacché  altrimenti    dovrebbe  B  essere   divisibi^ 
per  d*  contro  il  supposto. 

Ciò  premesso,  scritta  la  (a)  sotto  la  forma: 

(z  +  X)  («  -  X)  =  By«  , 

essa  si  potrà  risolvere  ponendo: 

z  -{-  X  =.  |jLU* ,  z  —  X  =  vt?*  ,  y  =  uv^  B  —  jiv, 


d'on«le 


alt*  —  vt'*  ULM*  -f  v«*  -a-. 


Reciprocamente,  lo  (p)  soddisferanno  ad  (a)  comunque  si  speizi  B  nel  pj 
dotto  di  duo  fattori  jx,  v. 


*%^ 


CAPITOLO  III. 


ELEMENTI   DI   ANALISI   COMBINATORIA 


§  1.0  ~  Disposizioni,  permatasionl;  InTerslonl 

nelle  permutazioni. 

207.  Il  numero  ^ì  iJJ^di  differenti  secondo  cui,  sopra  k  posti  di- 
sti, si  possono  (Jis'trWuire  altrettanti  oggetti  da  scegliersi  a  piacere 
irii  n  oggetti  distinti  dati,  si  dice  numero  delle  disposizioni  degli  n 
^9ffettiy  k  A  k.  Naturalmente  il  numero  k  dei  posti  deve  supporsi 
^on  maggiore  del  numero  n  degli  oggetti.  Noi  indicheremo  questo 
numero  con  D^,». 

SSe  f^i  f  ^2  y  '  '  '  y  ^n  ^^^*^  S^^  oggetti  dati,  una  disposizione  qua- 
lunque k  a  k  si  può  rappresentare  coir  allineamento 

dove  f , ,  ig ,  .  .  .  ,  if^  sono  k  numeri  distinti  scelti  fra  1 ,  2 , . . . ,  n 
e  ciove  Tordine  dell'  allineamento  esprime  che  al  primo  dei  posti 
si    è  situato  l'oggetto  a^  ,  al  secondo  l'oggetto  a^  ,  ecc. 

208.  Fra  Io  D,j,j^  disposizioni  così  costruite  ve  ne  sono  D^_i ,  ,^_j 
nelle  quali  il  primo  posto  si  trova  occupato  da  a^  ;  poiché,  una 
volta  situato  a^  al  primo  posto,  si  potranno  poi  disporre  a  piacere, 
sui  fc  —  1  posti  che  restano,  gli  altri  n  —  1  oggetti ,  cioè  appunto 
in   D„_j  ,  j|.i  modi  distinti. 

Similmente  si  vede  che  fra  le  T>n  )  k  disposizioni  ve  ne  saranno 

^«-1  f  k-t  che  al  primo  posto  hanno  l'oggetto  Og,  e  così  di  seguito. 

Poiché  dunque  le  D^,j|  disposizioni  sono  costituite  da  D^_,  ,j|., 

disposizioni  che  cominciano  con  a^ ,  da  D„.j  ,  J^_^  che  cominciano 

^on  a, ,  ecc.  e  gli  oggetti  che  possono  portarsi  al   primo  posto 

sono  n,  si  avrà  evidentemente 

I>n?*  =  w.D„.,  ,^_i.  (1) 

^a  questa  relazione  generale ,   diminuendo  in   essa  successiva- 
°>ente  n  e  A:  di  un'unità,  se  ne  deducono  le  altre  seguenti 

D,j., ,  fc_i  =  (n  -  1)D^., ,  j^.j 


OjiPKLLi.  —  Istituzioni  di  analiii  algebrica^  8.*  ediz.  11 
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dalle  quali  moltiplicate  fra  loro  membro  a  membro  si  trae,  osse 
vando  che  si  ha  evidentemente  T>n-k+i  j  i  =  n  ^  k  -{- 1: 

^;.  j  fc  =  'K'^  -  1)  n  -  2)  («  -  3) . . .  (n  -  fc  +  2)  (n  —  A:  +  1).      (  ^i^) 

Il  numero  T>^^,^  è  dunque  uguale  al  prodotto  di  k  numeri   i  ^-i- 
ieri  consecutivi  decrescenti  a  cominciare  da  n. 


209.  Se  supponiamo  in  particolare  di  prendere  k^n,  sì  avranxno 
le  disposizioni  di  ;i  o^i^getti  sopra  n  posti.  In  tal  caso  esse  si  chi. .am- 
mano piuttosto  lìcrmutazioni  degli  n  oggetti  od  elementi  datilo- 
pra  gli  n  posti,  o  semplicemente  permutazioni  di  n  clementi.  Il 
loro  numero  s' indicherai  con  P^,.  Se  dunque  nella  (2)  si  facezia 
A;  =  «,  si  avrà  : 

P„  =  D,, , ,,  =  n{n  -  1)  {n  -  2) . . ,  3.2.1  =  \n.  (JS) 

Cioè:  il  numero  delle  permutazioni  di  n  elementi  distinti  è  uguale 
al  prodotto  dei  numeri  naturali  da  1  ad  n. 

Questo  numero  si  indica  con  [n  o  anche  con  n!  e  si  chiama  fat- 
toriale 0  anche  facoltà  di  7i. 

210.  Se  gli  n  elementi  si  designano  con  a^ ,  rrg ,  a3....,a^,  si 
chiamerà  permutazione  fondamentale  quella  fra  le  \n  permutazioni 
nella  quale  ogni  elemento  occupa  il  posto  corrispondente  al  pro- 
prio indice.  Essa  ò  rappresentata  dall'  allineamento 

a^a^a^  ...  a,, 

dal  quale  si  dedurranno  poi  tutte  le  altre  permutazioni  inverteiìd  ^ 
in  tutti  i  modi  possibili  V  ordine  degli  oggetti,  il  che  si  può  faf^ 
metodicamente  come  segue. 

Si  comincia  dallo  scrivere  (supponendo  p.  es.  per  fissare  le  idc?  * 
n  =  5,  la  permutazione  fondamentale 

e  da  questa  se  ne  deduce  una  seconda 

a^n^a^a^a-^ 

scambiando  il  secondo  elemento  col  primo. 

Ognuna  di  queste  due  permutazioni,  scambiando  in  ess.%  V  clcr  " 
mento  clic  si  trova  al  terzo  posto  con  Tuno  o  con  l'ai  tre  dei  du  *=^ 
precedenti,  ne  darà  altre  due,  cosicché  in  tutto  si  avranno  lo  2.-^ 
permutazioni 

a^n./i^a^a.^  ,  a.^a^a^a^a.  ,  aia.yj^n^a^ 

a^n^a^a^a.^  ,  a^a^a^a^a^^  ,  n^a^a^a^a^ 

le  quali  diventeranno  2.3.4  se  in  ognuna  di  esse  si  cambierà  Tel  ^5' 
mento  che  sta  al  quarto  posto  con  ciascuno  dei  precedenti.  Fin?»  ^' 
mente  se  in  ognuna  di  queste  ultime  si  cambi  V  ultimo  clemen*^^ 
con  ciascuno  dei  4  precedenti,  si  avranno  in  tutto  le  2.3.4.5  p©»*' 
mutazioni  dei  5  elementi  dati. 
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211.  Sia  a^a^a^  •••«/»  la  permutazione  fondamentale  degli  n  ele- 
nenti.  In  essa  gli  indici  degli  elementi  si  seguono  neir  ordine  na- 
urale;  ma  se  invece  si  consideri  una  qualunque  delle  altre  per-  ' 
nutazioni,  accadrà  certamente  di  trovare  qualche  elemento  se- 
guito ,  immediatamente  o  no,  da  un  elemento  di  indice  più  pic- 
olo.  Si  dice  allora  clie  questi  due  elementi  si  trovano  in  inver- 
Unie.    Così   per    cs.  ,   partendo   dalla    permutazione    fondamentale 

i^2^V'4^5)  ^"  ^^^  ^^^^  ^^  sono  inversioni,  e  formando  la  permu- 
ìziunc  o.^<x^a^(t^a>^ ,  si  vede  clic  in  qucst'  ultima  gli  elementi  a^  ed  a^ 
\  trovano  in  inversione. 

Vmv  trovare  quale  sia  il  numero  totale  di  inversioni  contenute 
ì  una  data  permutazione,  basterà  paragonare  ogni  elemento  con 
i.'isclieduno  di  quelli  che  si  trovano  scritti  dopo  di  esso  e  vedere 
i  vi  sia  o  no  inversione.  Così  p.  e.  nella  permutazione  ora  scritta 
i  sono  in  tutto  4  inversioni,  cioè  di  a^  con  a^ ,  di  a^  con  a^ ,  di 
-,    con  a^  e  con  a^. 

212.  Di  tutte  le  \n  permutazioni  degli  n  elementi  si  cliiameranno 
erniniaziom  di  classe  ^mrt  quelle  in  cui  si  trovi  un  numero  pari 
li  inversioni  e  ptinnntaziotii  di  classe  dispari  quelle  in  cui  il  nu- 
uero  di  inversioni  sia  dispari.  Così  p.  es.  delle  sei  permutazioni 
lì  a^  ,  «2  ,  a^  tre  sono  di  classo  pari:  a/t^a^  (0  inv.),  a^a^a^  ("2  inv.), 
^3^1^'i  (-  i"^'-)^  e  tre  di  classe  disj)arì:  a^n^a.^  (1  inv.),  aifl^a^  (l  inv.), 
«ja^a,  (3  inv.). 

213.  Teorema.  —  Se  in  w?m  permutazione  si  scambiano  fra   di 
loro  due  elementi  qualisicogliano,  la  permutazione  cambia  di  classe, 
Sieno  infatti  n^  ed  a^^  gli  elementi  che  si  vogliano  scambiare  in 
una  da  la  permutazione;  e  cominciamo  dal  supporre  che  essi  si  tro- 
vino scritti   consecutivamente ,    cosicché ,    indicando   complessiva- 
mente con  A  la  successione   degli  elementi   scritti  prima  di  rr^^  e 
con  B  quella  degli   elementi   scritti   dopo  di  a^^,  la   permutazione 
sarà  della  forma 

kaf^aiJà 

e  scambiando  fra  loro  a^^  ed  a|^  prenderà  invece  la  forma 

Aa;,a;jB. 

Se  ora  si  esaminano  le  inversioni  fatte  dagli  elementi  di  A  coi  suc- 
^^ssivj  è  chiaro  che  il  risultato  deiresame  sarà  lo  stesso  tanto  nella 
prima  che  nella  seconda  permutazione,  e  lo  stesso  dicasi  per  riguardo 
^'JJe  inversioni  che  gli  elementi  di  B  possono  fare  così  fra  loro  come 
con  ci^  ed  a^.  Soltanto  nel  confronto  di  a^  con  a^  si  avrà  risultato 
^'Pposto  nelle  due  permutazioni;  cioè  la  seconda  permutazione  avrà 
un'inversione  di  più,  ovvero  un'inversione  di  meno  della  prima, 
^^condocliè  h  sia  minore  o  maggiore  di  k.  In  entrambi  i  casi  la 
c'^sc  sarà  passata  dal  pari  al  dispari  o  viceversa ,  cioò  si  sarà 
cambiata  classe. 

.  ^'ipponiamo  in  secondo  luogo  che  rt,^  ed  a^  non  siano  consecu- 
^>^*ij  ma  che  fra  essi  si  trovino  compresi  altri  X  elementi  il  cui 
c^^^plesso  indicheremo  con  C.  La  permutazione  primitiva  sarà  txV 
^ora  della  forma 

A«,Ca,B  (4) 
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nel  mentre  che  collo  scambio  di  a^  con  aj^  diventerebbe: 

Se  ora  nella  (4)  scambiamo  V  elemento  a^  con  Telemento  coi 
sccntivo  a  destra  e  cosi  consecutivamente  con  tatti  i  X  elemeni 
di  C  e  per  ultimo  anche  con  a|^ ,  la  permutazione  (4)  si  cambia  i 

dopo  essersi  effettuati ,  per  quanto  si  è  dimostrato  poco   fa,  X  H —    ] 
cambiamenti  successivi  di  classe.  Se  poi  nella  (6)   scambiamo    ^^^ 
successivamente  con   ognuno   dei  X  elementi   di   C,  è  chiaro  c-^je 
la  (6)  prenderà  appunto  la  forma  (5),  ed  il  cambiamento  di  cla^  ^e 
si  sarà  effettuato  altre  X  volte.  In   tutto  si  sono  fatti  cosi  2X  i —  i 
cambiamenti  di  classe,  cioè  la  permutazione  (4),  per  prendere      ia 
forma  (5);  sarà  passata   alternativamente  dalla  classe   pari  SLlla 
classe  disparì  un  numero  di  volte  uguale  a  2X  +  1,  che  è  un  nu. 
mero  dispari;  epperò  essa  si  troverà  in  ultimo  nella  classe  oppo- 
sta a  quella  in  cui  era  prima,  e.  d.  d. 

214.  Di  tutte  le  permutazioni  di  n  elementi,  il  numero  di  quelle 
di  classe  pari  è  quanto  il  numero  di  quelle  di  classe  dispari. 

Immaginiamo  infatti  di  avere  scritte  tutte  le  [n  permutazioni 
degli  n  elementi  e  di  scambiare  quindi  in  tutte  le  permutazioni 
un  certo  elemento  con  un  altro.  È  chiaro  che,  fatta  astrazione  dal- 
l' ordine ,  si  avranno  sempre  le  stesse  \n  permutazioni  degli  ele- 
menti. Intanto,  pel  teorema  precedente,  le  permutazioni  di  classe 
pari  saranno  divenuto  di  classo  dispari  e  viceversa.  Quindi  il  nu- 
mero dello  prime  deve  essere  necessariamente  uguale  al  numero 
delle  seconde. 

Esercud 

1.  Riconoscere  che:  D,^  ,  ^^  =  D„  ,  ;, .  D„.,,  ,  j(../^. 

2.  Il  massimo  numero   di  inversioni  che    può   avere   una    permutazione 

^'„  ^_  lì 
degli  n  elementi  Oi  ^  a^  ,  ,  ,  ,  ,  a^^  è  dato  da   -^-— —  =  N,   Esiste    una   sola 

permutazione  che  ha  le  N  inversioni;  no  esistono  n  —  1  che  ne  hanno  N^ì\ 

(n  -f  1)  (n  -  2) 
ne  esistono che  ne  lianno  A"—  2. 

8,  Esistono  tante  permutazioni  di  n  elementi   che   hanno  un  certo  nn^ 

ii^ti  —  lì 

mero  X  d'  inversioni ,  quante  ne  esistono  che  ne  hanno  — X. 

2 

4.  Verificare  che  delle  24  permutazioni  di  4  elementi  ve  ne  sono  ritp. 
3,  5,  (5,  5,  3,  1  che  hanno  risp.  0,  1,  2,  8,  4,  5,  6  inversioni. 

5.  Ver  sapere  quante  siano  le  permutazioni  di  n  elementi  che  hanno 
inversioni,  basta  vedere  in  quanti  modi  si  possono  determinare  n  —  1  n 
meri  positivi  «j ,  a,  ,  a,  , . .  . ,  «„_,  risp.  non  superiori  ad  1,2,  8,...,ii- 
tali  cho  si  abbia  sempre 

ai  4-  Oj  4-  a^  +  . . .  4-  a^-i  =  X. 

6.  Quante  sono  le  permutazioni  di  n  oggetti  in  cui  ogni  oggetto  ha  cai 
biato  posto  ?  Ovvero  m  dati  oggetti  hanno  cambiato  posto  ? 


7.  Biconoscere  che  il  numero  delle  disposizioni  di  n  oggetti  Ropra  k  po- 
sti (n  ^  k)  è  aguale  al  numero  delle  disposizioni  di  k  oggetti  sopra  n  posti 
Crest^indo  vacanti  in  ogni  disposizione  h  —  k  posti;. 

§  2.0  —  Comblnaaioni  semplici.  —  Potenxa  del  binomio. 

215.  Si  chiamano  combinazioni  di  m  oggetti  n  ad  n{n'^m)  \  di- 
vei-si  modi  nei  quali  cogli  m  oggetti  dati  si  può  comporre  un 
gruppo  di  soli  n  oggetti.  Così^  p.  es.^  con  tre  elementi  a^  j  a^  ,  a^ 
si  possono  formare  soltanto  tre  gruppi  ciascuno  di  due  oggetti,  cioè: 

Avevara»)  visto  invece  (art.  208)  potersi  formare  sei  disposizioni  di 
questi  oggetti  due  a  due,  rappresentabili  con: 

81  riconosce  cosi  che  le  due  disposizioni  distinte  a^a^  ed  a^Oi 
non  contano  che  per  una  stessa  combinazione. 

In  generale  si  vedo  che,  per  formare  tutte  le  disposizioni  degli 
m  oggetti  n  ad  n ,  si  potrà  cominciare  dal  formarne  prima  tutte 
le  combinazioni  ;  eseguendo  quindi  fra  gli  n  oggetti  di  ciascuna 
combinazione  le  P,^  =  \ji  permutazioni  possibili,  si  otterranno  ap- 
punto le  disposizioni  cercate. 

Pertanto,  se  indichiamo  con  C^ ,  ,^  il  numero  delle  combinazioni 
di  m  oggetti  n  ad  n,  si  avrà  evidentemente  la  relazione 

dalla  quale  si  deduce  (art.  208-209). 

_  D^  , ,,  _  m(m-  1)  (m  -  2) , . .  (w  -  h  -H) 
W.n-     p^     -  1.2.3...  n  •  ^^' 

01/»    T      ^      .        7»(m- 1)  ...  (m  — n-f  1)    .         ,  ... 

216.  La  frazione— ^^ r^^r-z -  si   suole  spesso   indi- 

care  brevemente  col  simbolo   \J^\  che  si  legge  m  sopra  n.  Mol- 

^'PJicandone  il  numeratore  ed  il  denominatore   per  |m  — /t  la  sua 
^^Pressione  può  anche  scriversi: 

/m\  _  m(m—  1  )  •  •  ^(^^  ^  ^  +^1)  _   [ffl  .  . 

S^    ora  nella  formola 

[m 
\n  \m  "  n 

c^tt^'bìamo  n  in  m  — n,  essa  ci  dà 

Q  ^ L^ ^  _  L? 

■•  ' *"*•     l(m--n)  |m  -  (m - n)      |m-n [w  ' 
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onde 

f  —  r* 


qìoìì:  il  numero  delle  combinazioni  di  m  oggetti  n  ad  n  è  uguale  «r-«/ 
numero  delle  combinazioni  degli  stessi  m  oggetti  m  —  7i  ad  in  — 'm.^. 


*>a 


217.  Le  combinazioni  A-  a  A:  degli  wi  elementi  a^,a2,...;Ci 
possono  opportunamente  rappresentarsi  come  il  prodotto  di  k  fi 
questi  elementi,  considerati  come  numeri,  in  quanto  il  valore  d. 
prodotto  è  indipendente  dair  ordine  dei  fattori,  precisamente  co 
nella  combinazione  si  ha  soltanto  riguardo  agli  elementi  che  !si 
sono  scelti  per  comporla,  senza  dare  alcun  significato  all' ordi&  :&  c:- 
con  gli  elementi  scelti  vengono  scritti.  Ed  invero  la  costrQZÌom~2  e; 
effettiva  di  queste  combinazioni  è  spontaneamente  reclamata  ci 
problema  algebrico  dello  sviluppo  del  prodotto  di  m  binomi: 


(a^  +  b^)  (rtg  -^b^)  .  .  .  (a^  +  bj. 

Un  termine  qualunque  dello  sviluppo  è  della  forma 

a^a^  .  .  .  a^b'Jj^  .  .  .  b^,  C^} 

Il  numero  complessivo  dei  fattori  a  e  6  che  lo  compongono,  è  e^^i- 
dentemenle  uguale  ad  vi  e  gli  m  indici 

a,^,..,,o,A,|/.,...,p 

coincidono  nel  loro  insieme,  cogli  m  indici  1  ,  2  ,  ...  ;  ni,  giacol^è 
il  termine  (5)  deve  contenere  uno  dei  due  elementi  che  compon- 
gono uno  qualunque  dei  binomi  a,  +  bi.  Da  quest'  ultima  proprio  t:A 
segue  che  il  termine  (5)  ò  perfettamente  determinato,  appenacliè 
se  ne  conoscano  i  k  fattori  «^  ,  a^ , . . . ,  a^  ,  giacché  gli  altri  m  -  ^ 
fattori  si  otterranno  prendendo  per  X  ,  pi ,  .  .  .  ,  p  i  rimanenti  m  —  ^ 
indici,  che  non  fanno  parte  del  gruppo  a  ,  g  , ... ,  6.  Dopo  ciò  è  chiaE***^ 
che  quei  termini  (5)  che  sono  del  grado  k  nelle  ^i  »  &2  i  *  •  •  ?  *m>  *^'^'  ^ 

tanti  quante  le  combinazioni  di  questi  elementi  k  a  k,  cioè  (  i-  )• 

218.  Se  sia  in  particolare  bi  -  b^  •=  ,  ,  .  b^  —  b,  i  termini  (5)  pref^-' 
dono  la  forma  più  semplice: 

a^a^  .  .  .  a^b'"^^^, 

cosicché  la  somma  di  quei  termini  dello  sviluppo  (4),  che  sono  d€^=' 
grado  k  nelle  a^  ?  ^'2  ;  •  •  •  ;  ^^m  »  ^  data  in  questo  caso  da: 

b'^'-^'la^a^  .  .  .  «ò» 

dove  la  sommatoria  esprime  la  somma  degli  (  u)  prodotti  che 

ottengono  facendo  le  combinazioni  k  a  k  delle  aj  ,  a^  ,  -  •  • ,  a^. 
Si  ha  dunque  il  seguente  sviluppo: 

{a, 4 b){a^^b).,.  (a,^+ò)=6^'»4-A,ò'"-^-|-A86'~-^»+ . . . H-A«  ((^  ^ 


\ 


A3  =  «ja^rta  4-  a^ct^a^  f  . .  . 

zlìd.   Se   nella   forinola  (6)   poniamo   poi    a^  =  a^  .  .  .  -  a^  =  a , 
ù     eliiaro  che  gli  f  ^j  prodotti   di   cui  si   compone  A;^ ,   si   ridur- 
rixnno  tutti   al   valore   comune   a^;  cosicché  A;^   prenderà  il  valo- 
re   (^^)•«''  G  la  (6)  ci  darà  in  tal  caso  lo  sviluppo  della  potenza 
eli    un  binomio: 

(a+by^b'-'  +  (^yh""-'  +  (5)a»6"'-H. ,.  +  (^;)a"'  (7) 

il     die  si  può  anche  scrivere: 

poiché,  in  virtù  della  formola 


(m\f    m    \ 
\n  /       \m  —  k) 


dimostrata   all'art.  216,  si  vede  che  degli  m  |-  l  coefficieìiti   bino- 
^^^iaìi  delV  ordine  m 

(o  ) = ■ .  (T) .  (?) U.).(:) 

^^no  eguali  fra  loro  due  a  due  quelli  situati  simmetricamente  ri- 
spetto ai  due  estremi. 

**^'-50.  Applicheremo  finalmente  la  formola  biuomialc  alla  ricerca 
^^^   valore  della  somma: 

^'"^    indicheremo  brevemente  con  o^  ,  „. 
^^e  neir  identità: 


X* 


^^^niamo  successivamente  a;  =  l,  2,  3,...,7i  e  sommiamo  poi  le 
^^J^Uaf^Uanzc  ottenute  membro  a  membro,  troviamo: 

u+ir.=»+i+(^+i)c.„.H-(*?/)c,„.+...(*=;^)a,„, 
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Questa  forinola  peimcttc  di  calcolare  successivamente  i  nume 
^1  ^  »  >  <^2  »  n  j  ^3  ?  n  >  •  •  •  »  polchè  per  mezzo  di  essa  (in  cui  si  fa  ^ 
eia  successivamente  A;  -  1 ,  2  ,  3  . . .)  ciascuno  di  questi  num  eri 
espresso  mediante  i  precedenti.  Cosi  si  trova: 

w(»  +  1) 
0,  ,„  =  1   +2  +3  +...+M  =  -^ — ^ 

<^3 in  =  ^   -f  2^  4-  3*  -H  . . .  +  71^  =  — ^ — - ,  ecc. 

Vote  ed  EsercÌEi. 

1.  Dedurre  dallo  sviluppo  della  potenza  m^^*"^  del  binomio  che: 

(o)KT)+C])^-^(:)='^". 

2.  Verificare  la  forinola:  r.\ 

0  dedurne  che  i  coofficienti  binomlali  dei  diversi  ordini  sono  rappresen- 
tati dalle  linee  orizzontali  del  seguente  quadro  {triangolo  arUmétieo  di  Tar» 
taglia): 

1 

1  1 

1  2  1 

18  8  1 

1  4  ()  4  1 

1  5  10         10  5  1 


costruito  colla  lecrgo  che  ogni  elemento  è  uguale  alla  somma  dei  due  eh 
gli  stanno  scritti  al  di  sopra. 

Le  diagonali  di  questo  stesso  quadro  rappresentano  poi  i  cosi  detti  niu 
meri  figurati  dei  diversi  ordini.  I  numeri  1 ,  8  ,  6 ,  .  . .  rappresentati  dal! 
terza  diagonale  si  dicono  numeri  triangolari]  i  numeri  1  ,  4 ,  10 , . . .  dell 
quarta  si  dicono  numeri  piramidali;  ecc. 

8.  Dimostrare  la  formola: 

C"  :  "•') = o  ^  t  - 1)  (1) + e  -  2)  (1) +•••+(■:') 

e  dedurne  Sfacendo  in  essa  mz=m  =■  n)  che  la  aoirma  M  quadraii  dei  eo 
denti  binomiali  delV  ordine  n  è  eguale  a  f      Y 


/ 


§  w3.o  —  Combinazioni  con  ripetizione  —  Sviluppo  della  potenza 
di  un  polinomio  —  Namero  dei  termini  delle  espressioni  pò- 
l^inomiali  con  pia  variabili. 

1221.  Si  chiamano  combinazioDi  con  ripetizione  di  in  oggetti  n 
ad  n  quelle  nelle  quali,  in  ogni  gruppo  di  n  oggetti ,  uno  stesso 
pu-C  ripetersi  una  o  più  volte.  Così ,  nel  mentre    che  con  tre   og- 

g-ertli  aj ,  aj,  a^  si  avevano  soltanto  le  tre  combinazioni  semplici 

due  a  due: 

si    avranno  invece  sei  combinazioni  con  ripetizione,  cioè: 

l^oi  indicheremo  il  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione 
di  m  oggetti  n  ad  n  con  C'„, ,  ^  ,  che  sarà  evidentemente  in  ge- 
aerale  maggiore  di  C^ ,  „. 

222.  Per  calcolare  C'^  ,  „,  immaginiamo  scritte  tutte  le  C'^  ,  ^ 
combinazioni  con  ripetizione  degli  m  oggetti  a,  ,  a^  , . . . ,  o„j  w  ad  n 
3  Tediamo  quante  volte  nel  complesso  di  tutte  queste  combina- 
zioni si  troverà  scritto  un  dato  elemento ,  p.  es.  a,.  Poiché  ogni 
^combinazione  comprende  n  elementi ,  il  numero  totale  degli  ele- 
nienri  scritti  sarà  W'C'^j,^;  evidentemente,  nel  complesso  di  tutte 
'^  combinazioni,  lo  stesso  numero  di  volte,  uno  stesso  elemento, 

P-  es.  a,  ,  si  troverà  scritto !"-'-A*  volte. 

m 

I>'  altra  parte   possiamo   avere   un'  altra   espressione   di   questo 

^^es$jo  numero.  Da  tutte  le   combinazioni   in  cui   si   trova  almeno 

^na  volta  lo  stesso   elemento  a, ,  togliamo   una  volta  questo  cle- 

''^ento;  verremo  a  toglierlo  in  tutto  tante  volte  quant'  è  il  numero 

^^lle  combinazioni  con  ripetizione  di  m  elementi  n  —  \  adn— 1, 

^*oè  C'^,„.i ,  volte,  poiché  le  combinazioni  che  resteranno  saranno 

Proprio  le  C'„, ,  „_i  combinazioni   con   ripetizione  degli  m  oggetti 

^ati  n  —  l  ad  n  —  1.  Applicando  a  queste  rimanenti  il  ragionamento 

P'^ecedente  troveremo  che  il  numero  di  volte  che  si  troverà  ripetuto 

^^  stesso  elemento  a^  in  tutte  le  C',^ ,  „.,  sarà  ^ l—^^.^^'-z}  q  quindi 

'*   numero  di  volte  che  si  trova  ripetuto  lo  stesso   elemento  nelle 

m  ,  n  combinazioni  primitive,  sarà  la  somma  di !»_Li»=l  e 

tn 

V    C'    ,^  ,  che  è  il  numero  di  volte  che  s'era  tolto  Telemento  a, 

ji  m  7  n-l  1 

***•    esse, 

.  ^eguagliando  questa  nuova  espressione  dei  numero  di  volte  che 
^^    trova  scritto  «j  con  quella  trovata  precedentemente  si  ha: 

m  7n 

Capelli.  —  litUuzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz.  12 
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d'onde  moltiplicando  perni: 

«C'„  ,  „  =  (n  -  1  r  »»)  C'«  ,  ,., 
e  qaindi 

«i  +  n-l 

^  IH  »  >»  "■  '^miw-l' 

ÀDalogamente  si  avrebbe,  cambiando  n  in  7i<-l, 

«l  +  H  -  2 
^  m  )  •»-!  —       «  —  1  tn  I  M-2 


Da  queste  uguaglianze  moltiplicate  membro  a  membro,  sopE^"* 
mendo  i  fattori  eguali  del  primo  e  secondo  membro  ed  osservar:»  do 
che  C'^  , ,  =  w,  si  deduce 

p,         _  (m  +  ?i  -  l)(m  +  n  -  2)  .  .  .  (m  +  l)m  ^^x 

«^>'-  7i(n-l)(n-2)...3.2.l 

0  anche 

(2) 


cioè:  il  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione  di  m  elementi  t^ 
ad  u  è  V gitale  al  numero  delle  combinazioni  semplici  cJi  m  +  n  -—  ^ 
elementi  n  ad  n. 


223.  Se  consideriamo  gli  elementi  ^i  i  ^^  >  *  *  *  »  ^w  ^^me  tn  n 
meri  arbitrari  dati,  ad  ogni  combinazione  con  ripetizione  di  qa 
sti  elementi  n  ad  w,  nella  quale  a^  sia  ripetuto  p.  es.  a^  volte,  c:^t 
p.  es.  «j»  volte,  ecc.  sì  può  far  corrispondere  un  certo  prodotto 


dove 

«i  4-  ffj{  +  «3  +  ...  +  «„,  =  n.  (' 

Tatti  questi  diversi  prodotti,  i  cui  esponenti  a  soddisfano  ali 
condizione  (3),  non  sono  altro  evidentemente  che  i  diversi  termina 
distinti  che  si  possono  presentare  nello  sviluppo  della  potenza: 

poiché  ogni  termine  di  questo   sviluppo  non   potrà   essere  che 
prodotto  di  n  fattori  da  scegliersi,  semplicemente  o  ripetutament 

fra  le  «i ,  «2  •  •  •  ?  ^m» 

Pertanto:  il  numero  dei  termini  generalmente  distinti  che  si  jor* 
sentano  nello  sviluppo  della  potenza  n^^  di  un  polinomio  di  i 
termini^  è  dato  da  C'^  ,  ,,. 


) 
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224.  È  chiaro  però  che  nello  svilappo  della  potenza  («i4-a2+...  +  a„)** 

0  stesso  termine  a/i  .  a^*»  ...  a^*<»  potrà  presentarsi  più  volte, 
de  sì  dovrà  scrivere 

(aj  +  ag  +  .  .  .  +  aj*"  =  ^^  *^^**  .  Og*»  . . .  ««*'«  (4) 

ve  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  i  sistemi  di  valori  degli  espo- 
iiti  or,  ,  ttg  , .  . .  che  soddisfano  all'  eguaglianza  (3)  e  dove  per 
ni  sistema  di  esponenti  a^  ,  ag  ,  .  .  .  ,  ««j  si  ha  un  certo  coeffi- 
-nte  A,  il  quale  sarà  evidentemente  un  numero  intero  e  positivo 

e  indicherà  quante  volte  il  termine  a^^i  «j*»  .  .  .  a^*»  si  preson- 
iiello  sviluppo  del   prodotto  di  polinomi  eguali: 

{(li  -I-  a^  "h  . . .  -f  a^)'*  =  (aj  +  «2  4- . . .  +  am)(^i  +  «2  +  •••  +  ^m)*  •  • 

(ai  -f  a^  -h  . . .  +  aj.  (5) 

Per  determinare  il  valore  di  A,  osserviamo  che,  essendo  gli  aj 
tori  del  prodotto  (5)  dai  quali  può  scegliersi  Felemento  Oj ,  una 
ta  da  ciascun  fattore,  completamente  arbitrari,  si  potranno  sce- 
vre questi  a^  fattori  in  tanti  modi   diversi  quanto  è  il  numero 

le  combinazioni  semplici  di  n  oggetti   a,  ad  a^ ,   cioè   in  f  ^*  j 

di  diversi. 

issata  una  di  queste  combinazioni,  dagli  n—a^  fattori  (a^i^  aj+...+ a^) 

^  rimangono  dobbiamo  scegliere  ora  a^  volte  l' a^  e  ciò  possiamo 

e  in  tanti  modi  quant' è  il  numero  [^  0,  ed  allora  il  pre- 
tto  (  ^   j('^  ^  ^M   indicherà  il  numero  dei  modi  distinti  con  cui 

può  fare  la  scelta  di  «^  volte   V  elemento   a^  e  di  a^  volte  Te- 

nento  a^. 

Similmente  si  potrà  poi  scegliere  Va^  un  numero  «3  di  volte  in 

^^i  modi  quant'  è  (^~^^'~**)  >  ecc.,  fino  a  scegliere  per 
'oio  r  a^^  ,  a^  volte,  in  tanti  modi  quant*  è  il  numero 

avrà  dunque: 
^hc  (art.  216): 


A  =         ^—  


[ajn-aj    [gg  1^  ~  ^^i  -  «2   Ijls  I**  -  «1  -  ^2  ~  «a 


... 


»i  — «j  —  ttj  . . .  a,„_, 


la» 
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cioè,  sopprimendo  i  fattori  comanl  ai  numeratori  e  denominatori: 

L?i  L?3  •  •  •  L?» 

Sostituendo  ciò  in  (4)  otteniamo  dunque  come  espressione 
nerale  dello  svilupppo   della  potenza  n™»  di  un  polinomio  di  » 
termini: 

(a,  +  a,  +  . . .  +  a,)"  =  \\-—J^—— .  a,^^  a,*«  .  .  .  a^^^ .     C 

-^L?iL?2-"L?m 

Per  m  =  2  questa  formola  si  riduce  a  quella  già  trovata  al  § 
per  lo  sviluppo  della  potenza  n™*  di  un  binomio. 

225.  Se 

6  un  polinomio  (cfr.  art.  66  e  67)  con  m  variabili  x^yX^^ ... ,  ««    »       ^' 
chiama  dimensione  di  un  suo  termine  qualunque 


m 


la  somma  «j  +  a,  4- . . .  +  a^   degli  esponenti  a  cui   si  trovano      wn 
esso  elevate  le   variabili.   Si  chiama  poi  grado  del  polinomio       Ja 
massima  dimensione  che  si  trova  nei  suoi  termini.  Finalmente       ij 
polinomio  si  dice  omogeneo^  rispetto  alle  variabili,  se  tutti  i  su  ^^^ 
termini  hanno  la  stessa  dimensione.  Cosi  il  polinomio 

6  un  polinomio  di  5^  grado,  non  omogeneo,  rispetto  alle  tre  v^^*' 
riabili  x^  ^  Xg ,  Xy  Invece 

aCC«     Xa       ~|'    *xX*     XaX«    "T"    OtCa 

è  un  polinomio  del  5*^  grado  ed  omogeneo  rispetto  alle  «tesse  tr' 
variabili. 

226.  Ciò  premesso,  se  il  polinomio  (7)  6  omogeneo  e  del  grad 
n  rispetto  alle  m  variabili  a, ,  Xj ,  ...  ,  cc,^  ,  gli  esponenti  a  dovrann 
evidentemente   soddisfare   in  ogni  termine  alla   condizione: 

«1  +  «2  +  •  •  •  +  «m  =  ^* 

onde  si  conclude,  come  air  art.  223,  che  il  numero  dei  termini  d 
stinti  di  un  jfollnomio  omogeneo  e  del  grado  n  rispetto  ad  m  v 

riabili  è  dato  in  generale  da  (      "^  "  ""     j  =  C'^  ,  ^. 

227.  Se  il  polinomio  (7)  non  ò  omogeneo ,   si   avrà  soltanto 
ogni  termine 


Ma  se  si  scrive  il  polinomio  stesso  sotto  la  forma  ciiuivalente: 

SI    fìotrà  sempre  ancora  ritenere 

<.>ncile  si  vede  che  t7  numero  del  termini  distinti  di  un  polinomio 
ffeZ  grado  n  con  m  variàbili  è  uguale  al  numero  dei  termini  di- 
sfi ^^ti  di  un  polinomio  omogeneo  con  mt-l   variàbili^  cioè  è  uguale 

Cp^I  teorema  precedente)  a:  C'„^.i,^=  (     ^      )• 

ITote  ed  Eserciii. 

X  .  Fare  lo  sviluppo  di  (ac  |-  y  f  zf  e  di  (x  f  2i/  -f  Sr)'. 

2 .  Calcolare  il  namero  dei  termini   dello  sviluppo  ài  (x  \-  y  -{■  zj^  e  cal- 
co 1  ore  i  coefficienti  dei  termini  x*z'  ed  xy*r'. 

3.  Dimostrare  che: 


'a|  jo^  .  .  .  |ain 


-Ji.  Un  polinomio  del    grado   n  con  m  variabili   contiene   tanti   termini 
q\ianti  ne  contiene  un  polinomio  del  grado  m  con  n  variabili. 


n 
5.  Il  massimo  coefficiente  nello  sviluppo  di  (x.  -}-  a;, . . .  -f-  Xm)"  6 = —  , 

Ao^e  3  è  il  quoziente  od  r  il  resto  della  divisione  di  n  per  in. 

§  4.0— Delle  sosiltaalonl  fra  n  elementi 
Grairpi  di  sostltazlonl. 

228.  Si  chiama  sostituzione  l'operazione  per  cui  da  una  certa  per- 
T^ntazione  di  n  elemeati  dati  si  passa  ad  un'  altra  permutazione 
^^glì  stessi  n  elementi.  Se  le  due  permutazioni  siano: 

%^i, «.„  (1) 

«À^i, «;„»  (2) 

^   Sostituzione  per  cui   dalla  (1)  si   passa   alia  (2)  si  designa   col 
^'^t^bolo 


s^  :v        :  (3) 


^luale   esprime   che   all'  elemento  a,     <leve    sostituirsi    aj   ,  ad 
'*«>«;,  ecc.  È  evidente  che  la  sostituzione  S  non  cambia  se  si 


a 
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esegue  simultaneamente  una  stessa  permutazione  fra  gli  elementi 
del  suo  denominatore  e  quelli  corrispondenti  del  suo  numeratore. 
Così  per  4  elementi  si  avrà: 

\a^a^a^a^)      \a^a^a^a^)      \a^a<^a^aj 

Per  confrontare  fra  loro  due  sostituzioni,  si  comincerà  dunque 
dai  ridurle  allo  stesso  denominatore,  dopo  di  che,  affinchè  esse 
siano  eguali ,  sarà  necessario  e  sufficiente  che  1  due  numeratori 
siano  formati  da  due  permutazioni  identiche  fra  loro. 

Di  qui  segue  che  fra  n  elementi  si  hanno  [n  sostituzioni  fra  loro 
distinte,  poiché  si  può  sempre  supporre  che  le  sostituzioni  abbiano 
tutte  per  denominatore  la  permutazione  fondamentale  a^a^  .  . .  a^^, 
nel  mentre  che  per  il  numeratore  potrà  prendersi  una  qualunque 
delle  \n  permutazioni  degli  n  elementi. 

229.  Se  8  e  T  sono  due  sostituzioni  fra  gli  stessi  elementi,  si  chia- 
ma prodotto  di  8  e  di  T,  e  si  indica  con  ST,  quella  sostituzione 
che  risulta  dair  eseguire  fra  gli  elementi  prima  la  sostituzione  S 
e  poi  la  sostituzione  T. 

Così,  se  si  abbia  p.  es. 


SI  trova: 

S 


So  invece  si  eseguisca  prima  la  sostituzione  T  e  poi  la  sostitu- 
zione S,  si  trova: 


\«1«2«3^4«5«6^7«8^ 


che  ò  una  sostituzione  diversa  da  quella  trovata  poco  fa.  Si  vedo 
dunc|ue  che  il  prodotto  di  più  sostituzioni  non  è  in  generale  in- 
dipendente dall'ordine  dei  fattori. 

Se,  come  caso  particolare,  si  verifichi  che  S«T  =  T-S,  le  due  so- 
stituzioni S  e  T  si  dicono  perrmttahili  fra  loro. 

230.  Se  S'T  -  S«Q,  ne  segue  che  T  -  Q.  Lo  stesso  dicasi  se 
T-S  =  Q  S.  Crediamo  inutile  trattenerci  a  dimostrare  questa  as- 
serzione, la  cui  verità  ò  una  conseguenza  immediata  della  defini- 
zione stessa  di  prodotto. 

231.  So,  dati  k  elementi  «i  ,  a^, ,  .  .  .  a;^  ,  al  posto  di  «j  si  ponga 
o^ ,  al  posto  di  «jj  si  ponga  «^  e  così  di  seguito  finché  al  posto 
di  OLf^^y^  si  sostituisca  a^  ,  e  per  ultimo  al  posto  di  a^  si  ponga  il 
primo  elemento  «j ,  si  dice  che  fra  i  k  elementi  «lOfj  •  • .  ttj^  si  ò 
eseguita  una  sostituzione  circolare,  che  s'  indica  anche  col  sim- 
bolo («lOfj,  .  .  .  OL^).  Cioè: 

(ri  fi  a  \  -  (  ^-^^^i^i  "  '  ^k^i     \ 

{c,,a,  .  .  .  a,)  -  ^^^^^^^  ^  ^  ^  ^^^^^J. 

La  ragione  di  questa  denominazione  sta  in  ciò  che  la  sostitu- 
zione in  parola  si  può  eseguire  dividendo  la  circonferenza  in  k^ 
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parti  eguali^  collocando  nei  k  punti  di  divisione  ordinatamente  gli 
elementi  «i  ,  a» ,  . .  . ,  ^«  e  facendo  qnindi  rotare  la  circonferenza 
intorno  al  centro  di  un  angolo  eguale  alla  k^^  parte  di  4  an- 
goli retti. 

232.  So  si   indichi   con  o  questa  sostituzione   circolare ,  le   po- 
tenze 0*,  e',  0*,  ...  di  e,  cioè   i  risultati  che  si  ottengono  eseguendo 
successivamente  due  volte  di  seguito,  tre  volte  di  seguito,  ecc.  la 
stessa  e,  si  otterranno  evidentemente  facendo  rotare   la  circonfe- 
renza di  un  angolo  rispettivamente  doppio,  triplo,  ecc.  del  prece- 
dente.  E  poiché  facendo   rotare   la   circonferenza  di  un   angolo 
eguale  a  A:  volte  il  precedente,  cioè  di  4  retti,   ogni  punto  della 
circonferenza  ripiglia  la  primitiva  posizione,  si  vede  che 


0* 


poiché  si  suole  chiamare  sostituzione  unità  quella  sostituzione  che 
/ascia  al  suo  posto  ciascun  elemento. 

Si  vede  pure  che  le  sole  potenze  di  o  uguali  ad  1  son  date  da 
e*   ,  0**  ,  0**  .  . .  ,  cioè  da  o  elevato  ad  un  multiplo  di  k, 

233.  Una  sostituzione  qualunque,  se  non  è  circolare,  si  può  sem- 
ptre  decomporre  in  un  prodotto  di  sostituzioni  circolari  fra  gruppi 
eli  elementi  tutti  distinti. 

Sia  invero   S  una  sostituzione   qualunque    fra  gli   n  elementi 
«i  ,  «2  .  .  .  a^.  Chiamando  a,  uno  di  questi  n  elementi,  sia  poi  a^ 
l'elemento  che  la  sostituzione  S  fa  succedere  ad  «j  ,  «3  quello  che 
essa  sostituisce  ad  ocs  ,  «4  quello  che  sostituisce  ad  «3  e  così  di  se- 
guito. Poiché  il  numero  degli  elementi  è  limitato,  giungeremo^  così 
proseguendo,  certamente  ad   un  elemento   a^^j  che   coincida  con 
^no  degli  elementi  (tutti   distinti)   a^  ,  ag  ,  .  .  .  oif^_^  ,  «^  incontrati 
precedentemente.  È  facile  riconoscere  che  V  elemento  precedente 
con  cui  eéso   coinciderà  sarà  necessariamente  il   primo.  Poiché , 
5c  sì  avesse   per  es.   «j^^.,  =  0^3,  ciò   significherebbe   che  la  sosti- 
tuzione 8  pone  contemporaneamente  al   luogo   di  a^  ed  al  luogo 
^*  «fc  Io  stesso  elemento  «^^.j.  Quindi  dovrebbe  essere  otg  =  a^^;  ma 
allora  non  sarebbe  più  C/^^j  il  primo   elemento   che   coincida  con 
^^^o  dei  precedenti,  ma  bensì  aj^  contrariamente  al  supposto.  Dovn\ 
dunque  a,^^.j  coincidere  con  a^;  e  di  qui  segue  che  la  sostituzione  S 
^Quivale,  per  quanto  riguarda  gli  elementi  «i  ,  «2  >  ^3  •  •  •  ^k-i  >  ^/f> 
?^'a  sostituzione  circolare  (a^  «g  «3  .  .  .  ot»).  Per  quanto  poi  riguarda 
^  '^itnanenti  n^k  elementi ,  partendo   da  uno  fra  essi  Pj  ,  si  for- 
^®i*à  un  nuovo  ctcZo  (^j  fg  ...  p,.)  di  elementi  che  da  S  verranno  per- 
^^tati  fra  loro  circolarmente,  e  così  poi,  se  avanzino  ancora  altri 
^'^ixienti,  un  terzo  ciclo  (7^  72  •  .  •  T/)  ^  ^^^^  ^^^  ^'^^  ^^   esaurire 
^^tti  gli  n  elementi  dati. 

-adunque  la  sostituzione  data  é  il  risultato  di  sostituzioni  circo- 
ari  fra  gruppi  di  elementi  del  tutto  diversi ,  opperò  é  uguale  al 
'^«*o  prodotto.  Cosi  si  ha  p.  es. 

(y,a^a,a,a^a^a^a,oa,\  ^  (a,a,)(a,a,){a,a,a,)ia,a,a,,). 
Ka^a^a^u^af^aQa^a^aQa^f^/      w  5A  2  v\  4  .  8/\  e  9  10 
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234.  Consideriamo  le  potenze  succeseive 

so ,  S  ,  S%  S» ,  .  .  .  C-»^ 


di  una  data  sostituzione  S;  la  prima  dello  quali,  esprimendo 
S  deve  eseguirsi  0  volte,  altro  non  significa  che  Vanità^  cioè     ls\ 
sostituzione  che  lascia  al  loro  posto   tutti  gli  clementi.   Poiché        W 
numero  delle  sostituzioni  fra  gli  n  elementi  dati  è  limitato  (=  |  '9-m.\ 
le  infinite  sostituzioni  (4)  non  possono   essere  tutte   distinte.  S^rSxa 
dunque  la  S''  la  prima  di  esse  che  coincide  con  una  delle  pre<=^^. 
denti;  si  avrà  p.  es. 

S^  =  S''  ,  r  <  />  ^5) 

il  che  può  anche  scriversi: 

S'.SP'''  =  S''.S% 
onde  (art.  230): 

Di  qui  si  vede  che  S'*"'*  coincide  con  una  potenza  di  ind  m  ce 
precedente.  Ma  per  supposto  la  prima  potenza  che  coincide  o^  od 
una  delle  precedenti  è  S'';  dev'  essere  dunque 

cioè 

r  =  0, 
e  la  (5)  ci  dà  allora 


he 
n 


e 


cioè  :  la  prima  tìeUe  potenze  sticcessive  di  lina  sostituzione  S  e 
coincide  con  una  delle  precedenti ,   coincide  necessariamente 
V  unità, 

235.  Il  più  piccolo  numero  intero  p,  per  il  quale  si  ha  S'' =  ,  ^J 
si  chiama  \ ordine  della  sostituzione  8.  Esso  esprime  quante  voli 
di  seguito  si  deve  eseguire  una  stessa  sostituzione  8  fra  gli  el 
menti  dati  aftinché  ciascuno  di  essi  riprenda  la  posizione  prim 
tiva.  Dair  art.  232  si  vede  in  particolare  che  Tordine  di  una 
stituzionc  circolare  fra  k  elementi  ò  uguale  precisamente  a  fc. 

Poiché  S'*  =  1,  si  avrà  poi  per  le  potenze  di  S  successive  ad  S 

ondo  si  vede  che  le  potenze   successive  di  S  si  riproducono  p^^  * 
riodicamente  di  p  in  p. 

236.  8c  j9  è  l'ordine  della  sostituzione  8,  la  sostituzione  S'"*  ^^ 
indica  anche  brevemente  con  8"^  e  si  chiama  l'inverna  di  S,  pò*" 
che  ò  la  sostituzione  che  effettua   fra  gii  elementi  su   cui   ope»"^. 
8  ,   lo   scambio   opposto   a   (jucllo    effettuato  da   S.  Si   ha  ìnfa*^^^ 
SS~^  =  88'^'*  =  S''  -  1;  cioè,  se  dopo  aver  eseguita  la  sostituzics^^ 
8,  si  esegua  la  8~^,  tutti  gli  clementi  riprendono  la  posiziono  p«*^' 
mi  ti  va. 


237.  JS  ordine  di  una  sostituzione  qualunque  S  è  uguale  al 


«- 


nimo  multiplo   dei  numeri  k  ,  h  ,  1  ,  .  .  .   che  esprimono   quant 
efemenii  sono  contenuti  in  ciascuno  dei  cicli  nei  quali  essa  si  de- 
TOìiijtone. 

Siano  infatti  p.  es.  Cj  ,  Cg ,  C3  i  cicli  nei  quali  si  decompone  la 
ostituzione  S,  i  quali  contengano  risp.  k,  h,  l  elementi.  La  po- 
:^iiza  S^  si  otterrà  eseguendo  p  volte  la  sostituzione  circolare  Cj 
•^  gli  elementi  del  primo  ciclo ,  p  volte  la  sostituzione  Cg  fra 
lAelli  del  secondo  ciclo  e  così  via;  onde,  se  8'^=  1,  è  chiaro  che 
oi>o  ciò  gli  elementi  di  ciascun  ciclo  saranno  ritornati  al  posto 
rimitivo,  cioè  che: 

C/=l  ,  C/=l  ,  C/=l. 

ISJa,  per  aversi  C,^  =  l,  è  necessario  (art.  232)  che  2?  sia  un  mul- 
l~>lo  del  numero  k;  similmente  dovrà  essere  un  multiplo  di  A  e 
l  /...  Esso  sarà  dunque  appunto  il  minimo  comune  multiplo  di 
ixosti  numeri. 

i^38.  Fra  le  sostituzioni  circolari  hanno  speciale  importanza  quelle 
Ilo  si  limitano  allo  scambio  di  due  soli  elementi,  che  si  chiamano 
■iicilie  trasposizioni'^  poiché  è  manifesto  che  il  passaggio  da  una 
^^f'mutazione  P  ad  un^  altra  qualunque  P'  si  può  effettuare  ese- 
f^téindo  successivamente  sopra  gli  elementi  di  P  un  numero  finito 
'<     trasposizioni.  Così  p.  es.: 

C'Z'Z'ZtaÙ  =  ("'"^^  ^"^«^^  ^''^'^«^  ('^''^«)- 

^39.  La  decomposizione  di  una  stessa  sostituzione   in  un  pro- 

^^otto  di  trasposizioni  si  può  sempre   fare  in  infiniti  modi  diversi. 

**erò  il  numero  delle  trasposizionij  al  cui  prodotto  equivale  la  so- 

^^itazione  data^  sarà  sempre  pari  0  sempre  dispari  secondochè  sia 

^i  clctese  pari  0  di  classe  dispari  (art.  212)  la  permutazione  in  cui 

«ì  cambia  la  permutazione  fondamentale,  per  effetto  di  quella  so- 

*Utuzio7ie.  Infatti,  per  ogni  trasposizione  che  si  eseguisca,  si  avrà 

(art.  213)  un  cambiamento   di   classe  nella   permutazione   su   cui* 

si  opera. 

Le  sostituzioni  si  scindono   dunque  ,   proprio  come  le  permuta- 
zioni, in  due  categorie,  secondochò  equivalgono  ad  un  numero  pari 
ovvero  ad  un  numero  dispari  di  trasposizioni.  Ed  è  evidente  (ar- 
ticolo 214)  che  le  sostituzioni  di  classe  pari  sono  in  egual  numero 
^ì  quelle  di  classe  dispari. 

240.  Chiuderemo  colla  nozione  dei  così  detti  gruppi  di  sostitu- 
zioni, le  cui  proprietà  sono  di  grande  importanza  in  molte  que- 
stioni di  algebra  superiore. 

^"  sistema  di  sostituzioni   fra  n  elementi  dati  si  dice  formare 

°"  9^uppo  quando  il  prodotto  di  una   qualunque   di   esse   per  sé 

Sfessa  o  per  una  qualunque  delle  rimanenti  appartiene  allo  stesso 

Sistema.  Il  numero   delle   sostituzioni   distinte   di  cui  si  compone 

"'^  cosiffa^Q  sistema  dicesi  Vordine  del  gruppo. 

^Sni  gruppo  contiene  sempre  la  sostituzione  1,  poichò,  come  si 

^^PKLLi.  ~  Uiiluzioni  di  analisi  algebrica,  3.*  cdiz.  13 
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è  visto  sopra,  ogni  sostituzione  moltiplicata  per  sé  stessa  un  nu- 
mero opportuno  di  volte  riproduce  1, 

Se  un  gruppo  contiene   una  certa  sostituzione   S,  esso  contiene 
anche  la  sua  inversa  ;  poiché  la  sostituzione  inversa  di   S  non     ^^ 
(articolo  236)  che  una  potenza  di  S. 

Se  le  sostituzioni  di  un  gruppo  H  sono  tutte  comprese  fra  que' 
di  un  altro  gruppo  G,  si  dice  che  II  è  un  sotto-gruppo  di  G- 
vero  un  gruppo  parziale  di  G,   e   si    ha   il   seguente  importai 
teorema. 


241.  IJ  ordine  di  un  gruppo  qualunque  è  un  multiplo  delV  o  3.. 
dine  di  uno  qualunque  dei  suoi  gruppi  parziali. 

Siano  infatti  m  g  \k  risp.  gli  ordini  di  G  e  di  un  gruppo  f^^^r- 
zialc  H  contenuto  in  G.  Se 

1  ^  Sq  ,  Si  ,  S2  ,  .  .  .  ,  Sjj^^i  c^) 

sono  le  pL  sostituzioni  di  cui  si  compone  n,  il  gruppo  G  contenda, 
oltre  a  queste  sostituzioni^  almeno  un'  altra  sostituzione  T|  e  qniiM^ìi 
anche  i  prodotti 

che  sono  evidentemente  tutti  distinti  fra  loro,  e  sono  anche  tat-ti 
distinti  dalle  sostituzioni  (6),  poiché,  se  fosse  p.  es. 

TjSj  =  S; , 
indicando  con  k  V  ordine  della  sostituzione  S,- ,  se  ne  dedurrebf  ® 

ossia,  poiché 

Sj-  ■  Sj-      --^  Sj   =^  1  j 
se  ne  dedurrebbe 

cioè  la  sostituzione  Tj  farebbe  parte  del  gruppo  H  contrariamem  ^^ 
Al  supposto.  Se  il  gruppo  G  non  contiene  altre  sostituzioni  olt-"**.^ 
le  (G)  e  (7),  il  suo  ordine  sarà  2|j,  che  è  un  multiplo  di  jji,  ed  ^* 
teorema  sarà  dimostrato.  Se  esso  contiene  qualche  altra  sostif*^' 
zionc  Tg  divella  dalle  (G)  e  d^iUe  (7) ,  esso  conterrà  anche^  ^ 
prodotti 

lo  f  -12^1  >   -^J}^:*  }  *  '  '  y   -l-2^iJL-l  ^ 

che,  al  pari  dei  prodotti  (7),  saranno  tutti  distinti  fra  loro  e  tt».*^^'' 
distinti  dalle  (G).  Inoltre  essi  saranno  anche  tutti  distinti  dalle  C^)^ 
poiché,  se  fosse 

TjSj-  =  TjS^-  , 

ne  seguirebbe  (detto  ancora  k  l'ordine  di  S,): 

T,=:TiS,V-i  =  TiS,, 

cioè  la  T2  farebbe  parte  delle  (7)  contro  il  supposto. 

Se  ora  "G  non  contiene  altre  sostituzioni  oltre  le  (6),  (7),  (8)^      , 
suo  ordine  sarà  3;;.,  che  è  un  multiplo  di  pi.  In  caso  contrario     ^^ 


procederà  nello  stesso  modo  lincilo  siano  esaurite  tutte  le  sostitu- 
zioni di  G.  Se: 

é  Tultimo  sistema  di  prodotti  ottenuto,  il  complesso  di  tutte  le  so- 
>titiizioni  di  S  si  troverà  rappresentato  dal  qucvdro  seguente: 

1  »        ^1  )        ^a  )     •    •     •    7        ^Jl— l 

•^1  7      -'■1^1  )      ^1^2  7    •    •    •    ;      -^^i^jx— 1 

^2  ,      ^2^1  7      ^2^2  »    •    •    •    >       M"|jl-1  ^^) 


;    l'ordine  di  G  sarà  espresso  da  m=pir,  il  che  dimostra  Tasscrto. 

242.  Corollario.  —  L'  ordine  di  un  gruppo  qualunque  di  sosti- 
tu s: ioni  fra  n  elementi  è  un  divisore  del  prodotto  1.2.3...n. 

Infatti  tutte  le  \n  sostituzioni ,  che  si  possono  effettuare  fra  n 
elementi,  costituiscono  un  g^uppo,  che  si  chiama  il  gruppo  simme- 
irici)y  il  cui  ordine  è  l'ordine  massimo  possibile,  cioè  \n, 

0{jni  altro  gruppo  fra  gli  stessi  elementi  ,  essendo  necessa- 
riamente contenuto  in  questo ,  avrà  dunque  per  ordine  un  divi- 
sore di  \n.  f 

Il  quoto  di  \n  diviso  per  l'ordine  di  un  gruppo  G,  di  sostitu- 
zioni fra  n  lettere,  si  chiama  Vindice  del  gruppo  G. 

243.  In  modo  del  tutto  analogo  a  quello  tenuto  all'  art.  2-Al  si 
dimostrerebbe  che  se  1,  S^  ,  S^  ,  .  .  .  ,  ^^^i  sono  le  sostituzioni  di 
«'i  grappo  H  contenuto  in  un  gruppo  &,  le  sostituzioni  di  G  si 
possono  rappresentare  con  un  quadro  della  forma: 

®i       .    8^0,        ,    S,0i        ,  .  .  .  ,    S^_itìi 

®2  7       Sj02  7       ^2^2  >    •    •    •    >       Sjj^-1^2  (^^y 


0  S  0  S  0  SO) 

^^iando  appunto  {xr  Vordine  di  G. 

Notiamo  esplicitamente  che  le  linee  orizzontali  del  quadro  (9)' 
^^Q  sono  in  generale  quelle  stesse  che  si  presentano  nel  qua- 
dro (9). 

.-^4.  È  importante  di  notare  che  la  distribuzione  delle  sostitu- 
2'<^ni  di  un  gruppo  G  in  linee  orizzontali  del  tipo  (9),  o,  come  an- 
^^'^  diremo,  in  periodi  di  i«  specie ,  è  perfettamente  determinata 
'^  tneno  dell' ordine  con  cui  sono  scritte  le  orizzontali)  appena- 
^*i^  sia  data  la  prima  orizzontale,  cioè  il  primo  periodo.  Infatti, 
poiché  le  sostituzioni 
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T. 

,    T,S, 

1     T^Sg 

,    .    .    .    j        J-fcS^_i  , 

S; 

,       S;S, 

J       SySjf 

7     •     •     •     7        ^>^|l-l 
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del  primo  periodo  (a  differenza  di  quelle  di  ogni  altr 
formano  un  gruppo ,  le  sostituzioni  che  se  ne  deducon 
candole  tutte  a  sinistra  per  una  stessa  sostituzione  T^^Sj 

non  differiscono,  fatta  astrazione  dall'  ordine,  dallo  sos 


poiché,  le 


non  differiscono,  salvo  Tordine,  come  è  facile  vedere, 

Per  ragione  affatto  analoga  anche  la  distribuzione  de 
zioni  di  G  in  un  quadro  del  tipo  (9)'  cioè,  come  anche 
periodi  di  2»  sjyecie,  non  ò  possibile  che  in  un  modo  i 
pena  fissato  il  primo  periodo. 

245.  Fra  i  vari  gruppi    contenuti   nel  gruppo   simme 

colo  242)  costituito  da  tutte  le  sostituzioni  Ira  n  letten 

\n 
uno  deir  ordine  ^.  Esso  è   composto   da   quelle   sostit' 

equivalgono^  (art.  239)  ad  un  numero  pari  di  trasposizior 
il  nome  di  gruppo  alternato, 

È  chiaro  infatti  che  il   prodotto    di  due   sostituzioni 
delle  quali  equivalga  ad  un  numero  pari  di  trasposizion 
pure  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni. 

246.  Più  generalmente:  Se  le  sostituzioni  di  un  gnip^ 
que  G  non  sono  tutte  di  classe  pari^  le  sostituzioni  di  • 
contenute  in  G  formano  un  sottogruppo  il  cui  ordine  sa 
dell*  ordine  di  G. 

Infatti ,  se  le  sostituzioni  di  G  non  sono  tutte  di  e! 
siano 

Hj  ,  Uj  ,  Uj  7  .  .  .  ,  Hjj^ 

quelle  di  classe  pari  e 

-l-l     7     ■'■2    7     •     •     •     7     I-V 

quelle  di  classe  dispari.  Il  gruppo  G   conterrà   cortame 
stituzioni: 

che  sono  tutte  di  classe  dispari  e  tutte  distinte  fra  lor^. 
que  v^jjL.  D*altra  parte  il  gruppo  G  conterrà  anche  le  s 

■■■l-'-l    >    -*-2-'-l    t    *    •    •    7    •*^v-*-l 

che  sono  tutte  di  classe  pari  e  tutte  distinte  fra  loro, 
que  |x^v.  Si  conclude  pertanto  pi  ~  v;  come  d.  d. 
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ITote  ed  Esercisi. 

t.  Dìmostraro  che  il  minimo  numero  di  trasposizioni ,  a  cui  equivale 
aiia  data  sostituzione,  si  ottiene  sottraendo  dal  numero  degli  clementi,  su 
(*ui  si  opera,  il  numero  dei  cicli  della  sostituzione. 

2.  Costruire  tutti  i  gruppi  di  sostituzioni  possibili  fra  tre  elementi. 

3.  Verificare  che: 

(abc)  =  (dea)idec)(debXdeay^Xdec)(dea)idecy. 

Osservando  poi  che  (ab)(cd)  =  (abc)(adc)  ed  (ab)(ac)  =  (abc) ,  dedurne  che 
^yni  sostituzione  di  classe  pari  ai  può  sempre  decomporre  in  «?*  prodotto  di 
*^itUu2Ìoni  circolari  fra  tre  elementi. 

"i-  jTutte  le  sostituzioni  fra  le  lettere  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  ,  d  possono  generarsi 
notile    risultanti  di  due  uniche  sostituzioni^   cioè  delle  due  sostituzioni  circolari 

(abc  ,  .  ,  d)  ,  (bc  ,  ,  .  d) 

Kfr.     Giornale  di  Matematiche  voi.  XXV,  1897). 

5-     Jtl  gruppo  alternato  è  il  solo  gruppo  di  ordine  ^^-^   contenuto  nel  gruppo 

ù 

titnné  €*irico  delle  sostituzioni  fra  n  lettere. 

^'  ^  ^er  la  dimostrazione  di  questo  e  degli  altri  teoremi  sulle  sostitu- 
zion  i  ^q{  quali  venisse  dato  in  seguito  il  solo  enunciato,  rimandiamo  alle 
oper  o   : 

^*  Jfetto:  Teoria  delle  sostituzioni  e  sua  applicazione  all'  algebra  (Ver- 
8Ìon^    dal  tedesco  di  G.  Battaglini.  Torino  1885). 

^-  Jìianchi:  Lezioni  sulla  teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni  e  dello  o- 
quasKi^^nj  algebriche  secondo  Galois    (Pisa  1900). 

§  b.^  —  TransltiTità  del  g^ruppl  di  sostituzioni. 

-1:7.  Un  gruppo  di  sostituzioni,  fra  gli  elementi  «^ ,  «^ , . . . ,  a,^, 
silice  transitivo  j  se  fra  esse   se  ne   possa  trovare   almeno   una 
^^^   ad  un  elemento  qualunque  a,-  sostituisca  un  elemento  qualun 
^^^  aj.  In  caso  contrario  si  dice  intransitivo. 

248.  Si  riconosce  subito  che,  affinchè  un  gruppo  sia  transitivo, 
^  necessario  e  sufficiente  che  si  trovino  in  esso  delle  sostitu- 
2ioni  che  all'  elemento  Oj  facciano  succedere   risp.  gli  elementi 

Infatti,  se  questa  condizione,  evidentemente  necessaria,  ò  sod- 
disfatta, esisterà  nel  grui)po  una  sostituzione  S  che  cambia  a^ 
^n  aj  ed  un'  altra  T  che  cambia  a^  in  aj  ;  onde  esisterà  anche  la 
sostituzione: 

'^he  cambia  appunto  a,  in  aj. 

249.  L'  ordine  di  un  gruppo  transitivo  fra  n  elementi  è  uguale 
«rf  n  noltipUcato  per  V  ordine  del  sotto-gruppo  composto  da  quelle 
^(istituzioni  che  non  {spostano  un  dato  elemento. 

Siano  infatti  Sj  ,  Sg  ,  .  .  .  ,  8,^  le  sostituzioni  del  gruppo  transi- 
tivo G  che  lasciano  fermo  uno  degli  elementi  a,  ,  a^  ,  .  .  .  ,  «,,  su 
cni  operano  le  sostituzioni  di  G,  p.  es.  V  elemento  a^.  Queste  so- 
stituzioni costituiscono  evidentemente  un  gruppo. 
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Esisteranno  per  supposto  n  —  1  sostituzioni  T, ,  T3  ,  .  .  .  ,  T^^^^  le 
quali  alTeleniento  a,  sostituiscono  risp.  gli  elementi  ^s  ^  ^  7  *  ■  •  »  ^r^ 

e  le  sostituzioni 


t-*» 


sostituiranno  tutte,  manifestamente,  all'elemento  a^  Tolemento 
D'altra  parte  non  possono  esistere  nel  gruppo  G,  oltre  le  (a), 
tre  sostituzioni  che  aireleraento  «,  facciano  succedere  a^  ;  poict^  ^ 
se  Q  sia  una  siffatta  sostituzione,  dovrà  il  gruppo  G  contenere     "^  ^ 
sostituzione  QT,"^  la  quale ,  lasciando  evidentemente  fermo  1*      ^. 
lemetìto  a^ ,  coincider  deve  con  una  delle  S,  ,  .  .  .  1  S^  ;   cosicc^  i^è 
si  avrà: 

d'  onde: 

cioè 

La  Q  è  dunque  appunto  compresa  fra  le  (a). 

Il  teorema  enunciato  si  trova  così  dimostrato;  poiché  le  sost-^' 
tuzioni  di  G  si  vengono  così  a  distribuire  in  n  sistemi  ciascur^  ^ 
di  VI  sostituzioni,  a  seconda  della  lettera  che  esse  fanno  succ^-*' 
dere  ad  a^. 


250.  Se  un  gruppo  di  sostituzioni   G   non  è   transitivo ,   le  le 
tere  a,  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a^^  su  cui  operano  le  sue  sostituzioni,  si  posson^^ 
distribuire  in  due  o  piii  sistemi  A^  ,  Ajj  ,  .  .  .  ,  A,^  tali  che  le  sostip^ 
tuzioni  di  G  possono  soltanto  scambiare  fra  loro  le  lettere  di  unC^^ 
stesso  sistema;  nel  mentre  che  il  gruppo  G  è  poi  transitivo  rispettc:^ 
alle  lettere  di  ogni  singolo  sistema. 

Sia  infatti  Aj  V  insieme  di  tutte  quello  lettere   che  possono  es- 
sere sostituite  ad  a^  per  mezzo  di  sostituzioni  di  G.  Si  riconosceri 
subito  con  ragion«*imento  simile  a  quello  dell'art.  248  che  una  let- 
tera qualunque  del  sistema  A,  potrà  essere  cambiata  in  un'altri^^^^ 
lettera  qualun(|ue  dello  stesso  sistema  Aj  mediante  un'opportuni 
sostituzione  di  G;  e  che,  invece,  non  esisterà  in  G  alcuna  sostìtu 
zione  che  cambi  una  lettera  di  Aj  in  una   lettera   non  contenutf^ 
in  Aj.  Possiamo  dLin(|UO  dire  che  il  gruppo  G  ò  transitivo  rispetti 
alle  lettere  del  sistema  A,   e   che   il   sistema  Aj  è  intransitivo  ri 
spetto   alle  lettere   che  non  fanno  parte  di  Aj. 

Scelta  ora  a  piacere  un'  altra  lettera  qualunque  ,  p.  es.  a, ,  fn 
quelle  non  contenute  in  A,  ,  sì  formerà  un  nuovo  sistema  Ag  rìi 
nendo  insieme  tutte  quelle  lettere  che  possono  sostituirsi  ad  a^  mi 
dinnte  sostituzioni  di  G.  Le  lettere  di  A^  saranno  evidentemeuL 
tutte  distinte  da  quelle  di  Aj  e  il  sistema  Ag  godrà  delle  stesse  pr< 
prietà  testò  dimostrate  pel  sistema  Aj.  Così  procedendo  si  ve: 
ranno  appunto  a  distribuire  le  n  lettere  rtj  ,  .  .  .  ,  a,^  in  certi  s 
stemi  A,  ,  A^, , . . . ,  A^.  dotati  delle  proprietà  indicate  ueirenunciat 

251.  1  sistemi  Aj  ,  A^ ,  .  .  .  ,  A;^  nei  (luali  si  distribuiscono,  seco  " 
do  il  precedente  teorema,  le  lettere  su  cui  operano  le  sostituzl. 
ni  di  un  gruppo  G  ,  si  chiamano  i  sistemi  di  intransitività  di- 
gruppo  G. 


Così,  ad  esempio,  i  sistemi  di  intransitività  del  gruppo  formato 
dalle  potenze  di  una  stessa  sostituzione  S,  altro  non  sono  che  gli 
stessi  sistemi  di  lettere  che  compongono  i  sìngoli  cicli  di  S  de- 
composta (cfr.  art.  233)  in  sostituzioni  circolari.  È  chiaro  infatti, 
p.  cs..  che  un'  opportuna  potenza  della  sostituzione: 

S  =  (a  b  e  d)  (g  h  k  e)  (l  m)  {n  r  s)  y 

fra  le  tredici  lettere  distinte  a,i>,c,...,«,  potrà  cambiare  una 
qualunque  delle  lettere  a  ,  b  ,  e  j  d  in  una  qualunque  delle  stesse 
a  ,  6  ,  e  ,  df  ,  ma  non  potrebbe  mai  cambiare  una  delle  a  ,  6  ,  e  ,  d 
con  una  delle  g  ,  h  jk  ,  e, 

JXotB  ed  Esercizi 

^'  Se  A  è  uno  qualunque  dei  siatemi  di  intransitività  di  un  gruppo  G  ,  il 
numero  delle  lettere  di  A  è  un  divisore  delV  ordine  di  G. 

Si  dimostrerà  infatti^  con  ragionamento  identico  a  quello  delP  art.  249, 
che  il  numero  delle  sostituzioni  di  G  che  lasciano  forma  una  data  lettera 
'li  A  è  uguale  al  numero  delle  sostituzioni  di  G  che  a  quella  lettera  fanno 
succederò  un*  altra  lettera  qualunque  dello  stesso  sistema  A. 

2.  Un  gruppo  G  si  può  definire  per  mezzo  di  un  certo  numero  delle  sue 
sostituzioni  Sj  ,  Sj  ,  .  .  .  ,  S„  che  si  chiameranno  le  generatrici  del  gruppo, 
scrivendosi: 

G  —  [8i  ,  Sjj  ,  .  .  .  ,  Sptj. 

^^n  ciò  si  vuol  intendere  che  G  è  l'insieme  di  tutto  quelle  sostituzioni 
^he  8i  possono  ottenere  mediante  sostituzioni  scelte  fra  le  Sj  ,  S^j  ,  .  .  .  ,  ^  , 
^°sl   p,  gg^  il  gruppo 

(S  1  T  ,  Q] 
conterrà  le  sostituzioni: 

S  ,  T  ,  Q  ,  S^T* ,  S^T^S* ,  STSQ  ,  .  .  .  , 

®^  è  chiaro  che  tutte  lo  sostituzioni  cosi  ottenute  formano  un  gruppo, 
poiché,  p.  es,  il  prodotto  di  S«T*  e  di  S^T^S^Q  ,  cioè  S^T^S^T^S^Q  ò  ancora 
^^^  sostituzione  dello  stesso  tipo. 

3.  Se 

G  =  [S,   ,  Sj  ,   .  .  .  ,  S;^  ,  T,    ,  T^  ,  .  .   .   ,  T;,] 

[S,  ,  Sj  ,  .  .  .  ,  S;J  =  H    ,     (Tj  ,  T.^ ,  .  .  .  ,  T;^]  =  K  , 

*^  può  anche  scrivere: 

G  =  [H  ,  KJ 

*^oti  che  8Ì  vuol  intendere  che  Gol'  insieme  di  tutte  quelle  sostituzioni 
^ne  nascono  dal  combinare  in  un  modo  qualunque  le  sostituzioni  del 
^''^ppo  H  fra  loro  e  colle  sostituzioni  del  gruppo  K.  Ciò  è  senz'  altro 
Manifesto. 

^'  Non  è  in  generale  cosa  agevolo  determinare  l'ordino  del  gruppo  ge- 
nerato da  certe  date  sostituzioni  o  gruppi   di  sostituzioni.  É  però  invece 
^osa  assai  semplice  determinarne  i  sistemi  di  intransitività.  Dopo  l'osserva- 
ndone della  nota  precedente ,   basterà  infatti  mostrare  come  conoscendosi 
^  sistemi  di  intransitività: 

A,   ,  Aj  ,   .  .  .  ,  Ap^  (a) 

^  ^n  corto  gruppo  H  ed  i  sistemi  di  intransitività: 

Bj  ,  Bj  ,  .  .  .  ,  By  (jj) 
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di  nn  certo  gruppo  K,  sì  possano  determinare  facilmente  i  sistemi  di  in- 
transitività del  gruppo  [H  ,  K|.  K  precisamente  basterà  mostrare  come  si. 
determini  il  sistema  di  intransitività  Q  cui  appartiene   ana  certa  lettera. 
scelta  a  piacere  fra  quelle  su  cui  operano  le  sostitazioni  dei  due  grappi 
p.  es.  la  lettera  a  scelta  fra  quelle  del  sistema  A^. 
Se 

B'  ,  B  "  ,  .  .  .  ,  B^^> 


sono  quelli  fra  i  sistemi  ((3)  che  contengono  una  o  più  lettere  del  sistema 
il  sistema  cercato  iì  dovrà  intanto  contenere  il  sistema  Q|  formato  di^ 
riunione  di  B'  ,  B"  ,  .  .  .  .  B(k^'.  Infatti,"poichè  è  possibile  cambiare  a  ,  tr 
diante  sostituzioni  di  G,  in  una  qualunque  dello  lettere  di  A  sarà  in 
ticolare  possibile  di  cambiare  a  con    una   delle   lettere    che  A|  ha  in 
mune  con  B^»)  ,   che  sia  p.  es.  a^;  e  quindi,  combinando  la  sostituzione  (^  i^ 
che  cambia  a  in  Oi  con  una  delle  sostituzioni  di  K  che  cambiano  ai  in 
altra  qualunque  delle  lettere  di  B,  ,  si  avrà  appunto  una  sostituzione 
cambia  a  in  una  qualunque  di  quelle  di  B(').  Il  sistema  B^^)  dovrà  quindi 
parte  del  sistema  di  intransitività  Ù  cui  appartiene  la  lettera  a. 

Se  ora  Aj  ,  A'  ,  A"  ,  .  .  .  ,  Al^"*)  sono  quei  sistemi  (a)  che  hanno  an.o    o 
più  lettere  in  comune  con  iij  ,  si  riconoscerà,  con  ragionamento  simile?   a/ 
precedente,  che  il  sistema  cercato  Q  dovrà  con  tenore  ciascuno  dei  sist^ni 
A,  ,  A'  ,  .  .  .  ,  A^^-*'  e  quindi  anche  la  loro  riunione  che  indicheremo  con   ^. 
Per  ragione  analoga  dovrà  poi  contenere  anche  la  riunione  Q^  di  tutti  qx^ei 
sistemi  {^)  che  hanno  una  o  più  lettere  in  comune  con  Ì2,  ,  e  cosi  di  seguito 
finché,  essondo  il  numero  totale  delle  lettere  finito,  si  giungerà  ad  un    ^" 
stema  Q^  che  non  potrà  essere  ulteriormente  ampliato;  tale  cioè  che  Qj^  *i 
coinciderebbe  con  iìy^.  11  sistema  Qj^,  che  sarà  al  tempo  stesso  Paggregato     *** 
un  certo  numero  di  sistemi   (a)  e   l'aggregato  di  un  corto  numero  di  ^^^' 
stemì  (P),  sarà  evidentemente  il  sistema  cercato  Q. 

5.  Riconoscere,  mediante  la  decomposizione  in  cicli,  che  il  gruppo  gei»- 
rato  dallo  due  sostituzioni: 

cj  _  /d  e  h  e  f  a  g  k  b\     m  _   /gahkcbefd\ 
\ahcd  efghk)'   ^  -  \a  h  e  d  e  f  g  hk) 

è  transitivo. 

0.  Quali  sono  i  sistemi  di  intransitività  del  gruppo  generato  dalle  ti 
sostituzioni: 

{a  he)     ,     ig  h)     ,     (a  6  e  d){e  gh)? 

§  Qo  .  Permutabilità  delle  sostituzioni  —  Trasformasione. 

252.  Due  sostituzioni  o  gruppi  di  sostituzioni,  o  anche  due  se 
plici  sistemi  di  sostituzioni,  si  dicono  fra  loro  simili^  quando  n 
differiscono  V  uno  dalT  altro    che  per  la  denominazione  degli  el 
menti  su  cui  operano.  Così  per  esempio  le  due  sostituzioni  : 

S  =:  {abc){def)(gh)    ,     S' =  idcb){ghn{ae) 

sono  simili,  porche  la  S  diviene  la  S'  se  sulle  lettere  a,  6,  e,  d, 
fy  ffj  h  si  esegue  la  sostituzione  : 

T  =  {adg){eh){^bc). 


253.  Quest'operazione  di  sostituzione   eseguita  sui  simboli  <^ 
rappresentano  gli  elementi  si  chiama   trasformazione,   la  sosti  ^ 
zione  eseguita  si  chiama  la  trasformante  e  la  nuova  sostituzio 
(o  gruppo  di  sostituzioni)  cosi  dedotta  daila  sostituzione  prìmlti»  "^^  f 
(o  dal  gruppo  primitivo)  si  chiama  la  sostituzione   (o  il   grup^^  ^1 
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trasformato.  Cosi,  neir  esempio  di  dianzi,  S  è  la  sostituzione  pri- 
mitiva, S'  è  la  trasformata  e  T  è  la  sostituzione  trasformante. 

254.  Se  S'  è  la  trasformata  di  una  sostituzione  S  ottenuta  mercè 
la  trasformante  T,  si  ha  V uguaglianza  ST  =  TS'. 

Infatti,  se  a  è  una  qualunque  delle  lettere  su  cui  opera  la  S,  sia: 


e  o  sicché  : 


g^  /...6...\ 
\.  .  . a .  .  ./ 

fn  l.a.Cv      %    m    •    '}      ...X 

V  .    ..€«      •    m    %    O      .f     .  / 


Q'  __    1    •    •    •    O      ...\ 

"~  \.  .  .  a' .  .  ./* 
Si  trova  subito,  eseguendo  i  prodotti  indicati,  che  : 

^^  =  [...a...)[...a  ...b  ...)  =  [.  ..a  ...) 


TS 


-  V.  .  .  a  .  .  .  6  .  .  .)\.  .  .  a'.  .  .y  ""  V.  .  .  a  .  .  ./ 


Le  sostituzioni  ST  e  TS'  sono  dunque  uguali,  perchè   ad  una 
'attera  qualunque  a  fanno  succedere  la  stessa  lettera  b'  ;  e.  d.  d. 

255.  Corollario  I.  —  Se  una  sostituzione  S  si  trasforma  mercè 
^^ci  sostituzione  T,  la  trasformata  S'  è  data  da: 

S'  =  T-^ST. 

^^ò    risulta  infatti  dall'uguaglianza  TS'  =  ST,  moltiplicandone  i  due 
^^tubri  a  sinistra  per  T~*. 

^56.  Corollario  IL,^Se  due  sostituzioni  S  ed  S'  sono  simili^esiste 
^^'^eno  una  sostituzione  T  per  la  quale  è  ST  =  TS'. 
.     Infatti,  se  8'  è  simile  ad  S,  essa  si  può  ottenere  trasformando 
^^    Bimbolo  di  S  mediante  una  certa  sostituzione  T. 

^  257.  Corollario  III.  —  Affinchè  una  sostituzione  S  sia  permuta- 
bile ad  una  sostituzione  T,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  sosti- 
^^^zione  T,  eseguita  nei  cicli  di  S,  non  alteri  il  significato  di  S. 
Xi'  eguaglianza  : 

TS  =  ST 

^^Uivale  infatti  (come  si  vede  moltiplicandone  i  due  membri  a  si- 
nistra per  T"*)  air  eguaglianza  : 

S  =  T-^ST 

^^    quale  ci  dice  appunto  (cfr.  Cor.  I)   che   la  trasformata  di   S  , 
^ercè  la  sostituzione  T,  è  ancora  la  stessa  sostituzione  S. 

^58.  Questo  teorema  fornisce  un  modo  assai  semplice   per  co- 

Cafrlli.  —  I$titu%i(mi  di  anal%$\  algebrica,  8.*  ediz.  14 
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strnire    tutte  le  sostituzioni  T  permutabili  ad  una  data  sosti 
zione  S. 

Sia  data,  per  esempio,  la  sostituzione: 

S  =  {ahc){de)(gh). 
Affinchè  una  sostituzione  : 

\abcdegh  J 
sia  permutabile  ad  S,  sarà  necessario  e  sufficiente  che  sia  : 

{aVc%d'e')(gV)  =  (abc)(de)lgh). 

Sarà  dunque  necessario  e  sufficiente  che  i  tre  cicli  {abc)y  {de\  ( 
differiscano  dai  tre  cicli  (a'ò'c'),  (d'e')*  (^'^0  soltanto  per  Tord 
di  successione  dei  cicli  stessi,  ovvero  per  uno  spostamento  cir 
lare  delle  lettere  di  ciascun  ciclo  ;  g^iacchè ,  p.  es.  ^  il  signific 
del  ciclo  (abc)  è  identico  a  quello  del  ciclo  (bea)  ed  a  quello 
ciclo  (cab). 
Basterà  dunque,  per  esempio,  che  i  cicli  : 

(a'ò'c')  ,  (d^e')  ,  {g'h') 

coincidano  rispettivamente  coi  cicli  : 

(cab)  ,  (gh)  ,  (ed), 
cosicché  la  sostituzione: 


1'  =  (a?tSe;')=M('^^«'^) 


sarà  permutabile  alla  (a). 

259.  Se  un  sistema  di  sostituzioni  S,  ,  Sg  ,  .  .  .  ,  S^  è  trasform 
in  se  stesso  dalla  sostituzione  T,  cioè  se  le  trasformate  delle 
S,  ,  .  .  .  S;^  per  mezzo  di  T  coincidono,  fatta  astrazione  dalTord 
colle  stesse  S,  ,  S^ ,  .  .  •  ,  S;^ ,  il  sistema  : 

SjT  j  SgT  ,  •  .  ■  ^  "^x 

coincide,  fatta  astrazione  dairordine,  col  sistema: 

TSj  ,  TSg  ; .  .  .  ,  ^Sx 

e  recìprocamente  : 
Infatti,  se  il  sistema  : 

T-^SiT  ,  T-^S,T  ,  .  .  .  ,  T-'S;^T 

coincide  col  sistema; 

Si  ,  S2  ,  .  .  .  ,  S;^ 

le  (3)  moltiplicate  a  sinistra  per  T,  cioè  appunto  le  (1),  coinè 
ranno  colle  (4)  moltiplicate  a  sinistra  per  la  stessa  T ,  cioè 
punto  colle  (2).  Reciprocamente,  se  le  (l)  coincidono   colle  ( 
moltiplicando  le  une  e  le  altre  a  sinistra  per  "F"^,  se  ne  dedi 
la  coincidenza  delle  (3)  colle  (4). 
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260.  8e  B.  è  un  sottogruppo  di  un  gruppo  G,  il  quale  è  trasfor- 
mato in  se  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  di  G,  i  periodi  di  1^  spe- 
cie nei  quali  si  distribuiscono  le  sostituzioni  di  6  quando  si  as- 

su  me  come  primo  periodo  il  gruppo  H  (cfr.  art.  244),  coincidono 

co  t^  periodi  di  2«  specie;  e  reciprocamente, 

U  questa  una  conseguenza  della  proposizione  del  precedente  ar- 
ti c^olo;  poiché,  se  1,  Si ,  Sg ,  .  .  .  ,  S^^^j  sono  le  sostituzioni  di  H, 
un. e  qualunque  dei  periodi  di  1»  specie  sarà  della  forma: 

T  ,  TSi  ,  TSg  ,  .  .  .  ,  TSjjL_,  (5) 

essendo  T  una  sostituzione  qualunque  di  G ,  e  quindi,  so  H  è  tras- 
foxmato  in  se  stesso  da  T,  coinciderà  col  sistema  : 

T  ,  S^T  ,  Sg  ,  .  .  .  ,  Sjj^.^T  (6) 

cioè  con  un  periodo  di  2»  specie.  Reciprocamente,  se  il  periodo  (5) 
coincide  con  un  periodo  di  2»  specie,  esso  dovrà  necessariamente 
e  oincidere  col  periodo  (6)  col  quale  ha  già  in  comune  la  sostitu- 
zione T  ;  epperò  H  sarà  trasformato  in  se  stesso  da  T. 

261.  Se  il  sistema  delle  X  sostituzioni  Sj  ,  Sg ,  .  .  .  ,  S;^  si  indichi 
t>revemenic  con  S,  la  coincidenza  deiraggregato  : 

DjT  ,  OjjT  ,  .  .  .  ,  Sj^X 
^oìr  aggregato  : 

TSj  ,  TSj  ,  .  .  .  ,  TS;^ 

^'  può  esprimere  brevemente  (Gap.  I,  art.  28)  coireguaglianza  : 

ST  =  TS. 

^^rtanto,  in  luogo  di  dire  che  il  sistema  S  è  trasformato  in  so  stosso 
^alla  sostituzione  T,  si  potrà,  volendo,  anche  dire  che  il  sistema 

S  è  permutabile  colla  sostituzione  T. 

262.  In  luogo  di  dire  che  un  sistema  S  di  sostituzioni  è  trasfor- 
mato in  se  stesso  dalla  sostituzione  T,  si  suol  anche  dire  che  esso 
è  invariante  rispetto  alla  sostituzione  T. 

In  particolare,  in  luogo  di  dire  che  un  sotto-gruppo  di  G  è  tra- 
sformato in  se  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  di  G,  si  dice  anche 
brevemente  che  esso  è  un  sotto-gruppo  invariante  di  G. 

Un  gruppo  che  non  ammette  alcun  sottogruppo  invariante,  si 
^icc  semplice;  in  caso  contrario  si  dice  che  è  composto.  Vedremo 
fra  breve  l'importanza  di  tale  distinzione. 

ITote  ed  Esercizi. 

^'  Trasformare  la  sostituzione  (     >      ^^    i  )   mediante    la    sostitnzione 

\ao  ed  eg  hj 

^-  HicoDOscere  che  le  sostituzioni  permutabili  con  {ahc){de)(gh)  sono  24 
®  ^^elle  permutabili  con  {abc){deg){hr)(at)  sono  144. 
^'  Riconoscere,  in  base  alle  convenzioni  dol  Capitolo  I  (art.  28)  che, 
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se    S  è  un  corto  sistema  di  sostituzioni,  per  esprimere  che  esso  ò  trasfor- 
mato in  se  stesso  dalla  sostituzione  T,  basta  scrivere: 

T-  iST  =  S. 

4.  Biconoscere  che  le  sostituzioni  trasformanti  in  se  stesso  un  certo  8\« 
stema  di  sostituzioni  costituiscono  un  gruppo. 

5.  Se  due  gruppi  di  sostituzioni  sono  tali  che  ognuno  di  essi  è  irasform€^^^^ 
in  se  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  delValtro,  e  se  inoltre  %  due  gruppi  f^o^i 
hanno  in  comune  alcuna  sostituzione  aW  infuori  dell*  unità^  dovrà  necessari  ^.^;;^. 
mente  ogni  singola  sostituzione  delVuno  essere  permutabile  con  ogni  aingoia  ^«3. 
stituzione  deW altro. 

6.  Due  gruppi  G  e  T  si  dicono  permutabili  fra  loro  se,  presa  ad  arbifc,xr  mo 
in  G  una  sostituzione  ^  ed  in  T  una  sostituzione  y,  esistono  risp.  in.  <} 
e  T  due  sostituzioni  g   e  y   tali  da  aversi  : 

flnr  =  yV'. 

Ciò  premesso  :  se  due  gruppi  G  0  T  sono  permutabili  fra  loro  e  non  han^'^o 
in  comune  alcuna  sostituzione  alV infuori  dell'unità^  l'ordine  del  gruppo  (G ,  ^) 
generalo  (cfr.  le  Note  del  §  precedente)  da  G  e  da  F  é  uguale  al  prodo^  ^^ 
dei  loro  rispettivi  ordini. 

Per  la  dimostrazione  di  questo  teorema  e  del  precedente,  si  vegga  il  e  ■^^' 
pitolo  III  deir  opera:  A.  Capelli  e  O.  Oarbieri,  Corso  di  analisi  algebri^^^^ 
(Padova,  1886). 

1.  Il  gruppo  alternato  fra  n  lettere  (  art.  245  )    è  un  gruppo  semplice  pt 
n  >  4.  Per  la  dimostrazione  si  vegga  p.  es.  Popera  ora  citata  (p.  208). 

§  7.0  —  Grappi  di  sostitazioni  fra  dae,  tre 

e  qaattro  elementi. 

263.  Con  soli  duo  elementi  a  e  6  non  si  possono  formare  ev  |' 
dentemente  che  due  gruppi  di  sostituzioni,  rispettivamente  deg  _f^ 
ordini  1  e  2.  Il  primo  è  costituito  dalla  sostituzione  identica  1.  ^^' 
secondo  dalle  due  sostituzioni  1  ed  (ab). 

264.  Fra  3  lettere  a,  6,  e,  oltre  al  gruppo  simmetrico  format.  ^^ 
dalle  6  sostituzioni  fra  tre  lettere: 

1  ,  (aòc)  ,  (ac6)  ,  'a6)  ,  (6c)  ,  (e  à)^  (^^) 


si  ha  primieramente  il  gruppo  alternato  formato  dalle  tre  sostitr^' 
zioni  di  classe  pari: 

1  ,  (a  6  e)  ,  (a  e  6),  (^) 

ed  è  manifesto  che  .non  possono  esistere  altri  gruppi  formati  co^^ 
sole  sostituzioni  di  classe  pari,  air  infuori  del  gruppo  costituit^^ 
dall'  unica  sostituzione  1. 

Ci  resta  solo  a  vedere  se  esiste  qualche  sotto-gruppo  dì  (a)  ^® 
cui  sostituzioni  non  siano  tutte  di  classe  pari.  Il  suo  ordine  d'^3' 
vendo  essere  un  divisore  di  6  e  al  tempo  stesso  (cfr.  art.  246)  c»-^ 
numero  pari,  non  può  essere  che  uguale  a  2.  Esso  non  può  dxM^^^^ 
que  conj;enere  oltre  all'unità  che  un'  unica  sostituzione  di  cla»^® 
dispari  e  di  second'  ordine ,  cioè  una  delle  tre  sostituzioni  (a  ^^)> 
(6  e)  ,  (e  a). 

Concludiamo  dunque  che  il  gruppo  simmetrico  (a)  non  contier^.^» 
oltre  il  gruppo  unitario  e  il  gruppo  ottenuto  (f),  che  i  tre  grnfP^P^ 


Jiitransitivi  di  2o  ordine: 

1  ,  (a  6)  ;         1  ,  (6  e)  ;         1  ,  (e  a)  (y) 

265.  Fra  le  24  sostituzioni  del  gruppo  simmetrico  r,  tra  quat- 
tro elementi  a  ,b  ,  e  ,  d  ,  ve  ne  sono  12  di  classe  pari,  cioè  le 
quattro  di  ordini  1  e  2: 

1  ,  (a  b){c  d)  ,  (a  c)(6  d)  ,  (a  d)(b  e)  (I) 

Il     oui  insieme  costituisce  già,  come  subito  si  riconosce,  un  gruppo 
ctào  indicheremo  con  H,  e  le  otto  di  ordine  3: 

(abc)  ,  (a  d  b)  ,  (a  e  ci)  ,  {b  e  d)  ) 

[.     •      (II) 

(a  cb)  f  {ab  d)  y  (ade)  ,  (b  d  e)  } 

L'  insieme  delle  (I)  e  (II)  costituisce  il  gruppo  alternato,  che  in- 
dicheremo con  Q. 

IDelle  12  sostituzioni  di  classe  dispari,  ve  ne  sono  poi  sei  di  or- 
dine 2,  cioè: 

(a  b)  ,  (ac)  j  (a  d)  ,  (6  e)  ,  (ò  d)  ,  (e)  d  (III) 

e    sei  di  ordine  4,  cioè: 

{ab  e  d)  j  {a  cb  d)  ,  {a  b  d  e)  ) 

(IV) 
(a  d  e  b)  ,  (a  db  e)  ,  {a  e  d  b)  ) 

266.  Passiamo  a  vedere  se  esistono,  oltre  quelli  già  segnalati, 
^Itri  sotto-gruppi  transitivi  del  gruppo  F;  e  supponiamo  dapprima 
^he  esista  in  r  un  sotto-gruppo  G  composto  di  sole  sostituzioni 
*i  classe  pari.  Dico,  che  se  G  contiene  una  sostituzione  circolare 
^i  tre  lettere,  cioè  una  qualunque  delle  sostituzioni  del  tipo  (II), 
^880  coinciderà  necessariamente  col  gruppo  alternato.  Supponiamo 
infatti  che  esso  contenga  (a  b  e).  Poiché  esso  è  transitivo,  [dovrà 
Contenere  almeno  una  sostituzione  S  che  cambia  a  in  ci  e  quindi 
^ovrà  contenere  la  sostituzione  : 

S-*  (a  &  e)  S  , 

f  che  sarà  una  sostituzione  circolare  di  tre  lettere  contenente  la  let- 
tera d.  Sia  questa  per  esempio  (a  b  d).  Oltre  a  queste  due  sosti- 
tTizioni  circolari  ed  ai  loro  quadrati,  cioè  {a  e  b)  ed  (a  ci  6),  con- 
terrà allora  il  gruppo  G  anche  le  altre  quattro  sostituzioni  del 
tìpo  (II),  poiché: 

(o  6  c)(a  d  b)=z{b  e  d)  ,  (ad  b){a  b  e)  =  {a  de) 

{a  e  b)(a  b  d)  =i{a  e  d)  ,  {ab  d){a  cb)^{b  d  e). 

Inoltre  conterrà  anche  le  sostituzioni   del  tipo   (I)  ,  poiché   per 
esempio: 

(rt  b){c  d)  =  (a  d  c){a  d  6), 
Se  il  gruppo  G  non  coincide  col  gruppo  alternato,  esso  non  pò- 


-  no  - 

tra  dunque  contenere  che  sostituzioni  del  tipo  (I)  ;  e  poiché  es 
è  per  supposto  transitivo,  le  dovrà  contenere  tutte  e  quattro,  ci 
coinciderà  col  gruppo  H. 

267.  Supponiamo  ora  in  secondo  luogo  che  il  sotto-gruppo 
contenga  sostituzioni  di  classe  pari  e  sostituzioni  di  classe  dispa 
Le  sostituzioni  di  classe  pari  formeranno  un  gruppo  K  e  se  K 
transitivo,  dovrà  coincidere ,  per  quanto  si  è  visto  air  art.  prec 
dente  col  gruppo  H.  In  qucsin  ipotesi  il  gruppo  G  sarà  dunqi 
generato,  dal  gruppo  H  combinato  con  una  sostituzione  S  di  clas 
dispari.  In  effetto  prendendo  per  S  una  sostituzione  del  tipo  (IIJ 
per  esempio  (a  ò),  si  ha  il  gruppo  di  ordine  8  ,  che  indicheren 
con  R^  y  costituito  dalle  sostituzioni: 


1  ,  (a  h){c  d)  ,  (a  d){h  e)  ,  (a  c)(6  d) 
{ah)    ,    (ed),   {a  db  e)    ,    {a  eh  d) 


Ri 


cioè  dalle  sostituzioni  di  H  e  dalle  sostituzioni  di  H  moltiplica 
a  sinistra  per  (a  h).  Che  queste  8  sostituzioni  formino  un  grupp 
risulta  dal  fatto  evidente  che  il  gruppo  H  e  trasformato  in  se  stcss 
da  ogni  sostituzione  di  r,  ed  in  particolare  dalla  (a  b)  ;  cosiccl 
(cfr.  art.  259)  le  sostituzioni  di  H  moltiplicate  per  (a  b)  a  sinisti 
non  differiscono,  fatta  astrazione  dall'  ordine,  dalle  sostituzioni  i 
H  moltiplicate  per  (a  b)  a  destra.  Dalla  forma  di  Rj  è  poi  mar 
feste  che,  se  per  S  si  prenda  una  sostituzione  del  tipo  (IV) ,  p 
esempio  {a  db  e),  si  ricade  sempre  in  un  gruppo  dello  stesso 
pò  di  Rj. 

Di  gruppi  del  tipo  R,  ve  ne  sono  evidentemente  altri  due,  ci 
indicheremo  con  R2  ed  R3,  che  si  deducono  da  R^  scambiando  da 
pertutto  a  con  e  ovvero  a  con  d. 

268.  Se  poi  K  è  intransitivo,  si  riconosce  subito   che  esso  è 
2t>  ordine  e  del  tipo: 

1  ,  (a  6)(c  d)  (K 

ovvero  di  3o  ordine  del  tipo: 

1  ,  (a  6  e)   ,  (a  e  b)\  (B 

cosicché  G  sarà  generato   combinando  uno  di  questi   due  tipi 
gruppi  con  una   sostituzione  di  classe  dispari,  S ,  che  lo   trasfc 
ma  in  se  stesso. 

Ora,  delie  sostituzioni  del  tipo  (III),  le  sole  che  trasformino  J 
in  se  stesso,  sono  {ab)  e  {ed)  che  combinate  con  K^  danno  origi' 
al  gruppo  intransitivo  : 

1  ,  [ab) ,  {ed) ,  {ab){cd) 

e,  del  tipo  IV,  le  sole  che  trasformino  K,  in  se  stesso,  sono  {ad 
ed  {adbc)  che  combinate  con  Kj  danno  origine  al  gruppo  cieH^ 
che  indicheremo  con  S^  : 

1  ,  {acbd) ,  {acbd)^  =  {ab){cd)  ,  {acbd)^  =  (adbc). 
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Quanto  alle  sostituzioni  del  tipo  (III)  che  trasformano  in  se 
Stesso  K, ,  vi  sono  le  sole  {ah)  ,  (ac)  ,  (oc)  che  combinate  con  Kg 
generano  il  gruppo  intransitivo  di  6°  ordine  : 

1  ,  (abc)  ,  {acb)  ,  (ah)  ,  (ac)  ,  (6c) 

cioè  il  gruppo  simmetrico  (cfr.  art.  264)  fra  tre  sole  lettere.  Fi- 
nalmente di  sostituzioni  del  tipo  (IV)  che  trasformino  in  se  stesso 
K^f  non  ve  ne  ha  alcuna. 

Concludiamo  dunque  che  di  sotto-gruppi  transitivi  contenuti 
in  r  ^i  hanno,  oltre  il  gruppo  unitario,  solo  i  seguenti  : 
lo)  il  grupjw  alternato  Q  di  ordine  12. 
2o)  i  tre  gruppi  simili  Rj  ,  R^  ,  R  di  ordine  8. 
iJo)  il  gruppo  di  ordine  4  formato  dalle  (I). 
4«)  tre  gruppi  ciclici  simili  S,  ,  S^  ,  Sg  formati  rispettivamente 
dalle  potenze  di  (abcd)  ,  (acbd; ,  (abdc). 

Note. 

A-    Al  groppo: 

1  ,  {ah){cd)  ,  {ac)(hd)  ,  {ad){hc) 

« 

«  opportuno  darò  il  nome  di  gruppo  anarmonico,  poiché,  se  a,  &,  e,  d  rap- 
presentano dei  numeri  arbitrari,  le  sue  sostituzioni  lasciano  inalterato  il 
cosi    detto  rapporto  anarmonico  : 

a  —  e      a  —  d 


b  —  e      b  —  d 

^^  cui  avremo  occasione  di  occuparci  in  seguito. 

2-  Quanto  ai  gruppi  intransitivi  contenuti  nel  gruppo  simmetrico  fra 
4  lettere,  il  lettore  riconoscerà  immediatamente  che,  oltre  ai  tre  tipi  (a), 
(&)ì  (y)  dell'art.  264,  non  può  esistere  che  il  tipo  di  ordine  4  : 

1  ,  (ah)  ,  (ed)  ,  (ab)(cd), 

§  8.0  —  Isomorfismo  dei  gruppi  di  sostituzioni 

269.  Dati  due  aggregati  Aj  ,  A^ ,  A3  ,  .  .  .  e  B^  ,  Bg ,  B3  ,  . .  .  di 
pggetti  ben  distinti,  supponiamo  sia  stato  fissato  un  certo  criterio 
^0  virtù  del  quale  tutte  le  coppie  A,.  Bj  che  si  possono  formare 
Combinando  un  elemento  qualunque  del  primo  aggregato  con  un 
elemento  qualunque  del  secondo  si  trovino  distinte  in  due  classi 
^cn  determinate.  Si  potrà  allora  dire ,  per  brevità  di  linguaggio, 
cbe  i  due  elementi  A^  e  Bj  sono  corrispondenti  fra  loro  se  la  cop- 
pia A,-  B^-  appartiene  alla  prima  classe;  si  dirà  invece  che  non  sono 

^^'''rispondenti  se  la  detta  coppia  non  appartiene  alla  prima  classe, 

^*oè  appartiene  alla  seconda. 

E  chiaro  che  la  corrispondenza  fra  i  due  aggregati  dati  si  po- 

^\^  stabilire  in  differenti  modo  variando  la  legge  di  corrispondenza, 

^^oè  il  criterio  determinante  le  due  classi. 

In  una  stessa  corrispondenza,  un  elemento  qualunque  A,-  potrà 

^^ere  per  corrispondenti  nel  secondo  aggregato  più  elementi,  ov- 

^'^J^o  Un  solo  elemento  ;  né  si  esclude  che   qualche  elemcnio  A,- 

possa  anche  non  avere  alcun  corrispondente. 
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Quando  ogni  elemento  di  an  aggregato  À  ha  nn  unico  cchtì- 
spondente  nell'  aggregato  B  ,  si  dice  che  la  corrispondenza  è  uni- 
voca rispetto  air  aggregato  À.  Se  poi  la  corrispondenza  è  univoca 
rispetto  ad  entrambi  gii  aggregati;  se,  cioè,  ad  ogni  elemento  di 

A  corrisponde  un  unico  elemento  di  B  e  ad  ogni  elemento  di  B 

un  unico  elemento  di  À ,  si  dice   che  la  corrispondenza  è  biuni- 
voca (o  univoca  assolutamente). 

270.  Dette  ora  9i  =  l  ^  g^  ,  g^ }  >  •  >  y  9m  1®  sostituzioni  di  un 
gruppo  G  e  7,  =  1  ,  72 ,  Yg  , . .  .  ,  7p^  quelle  di  un  altro  gruppo  r, 
supponiamo  che  fra  le  sostituzioni  dei  due  gruppi  abbia  luogo 
una  corrispondenza  tale  che  se  g^  è  corrispondente  di  -^^  e  gj  di 
7^ ,  sia  anche  sempre  gigj  corrispondente  di  7,^7^ ,  comunque  si 
siano  scelte  le  due  coppie  di  elementi  corrispondenti.  In  tal  caso 
i  due  gruppi  G  e  T  si  dicono  isomorfl ,  e  la  corrispondenza  fra 
essi  stabilita  si  dirà  una  corrispondenza  di  isomorfismo. 

Ci  è  sempre  lecito  di  ritenere  che  ad  ogni  sostituzione  di  G  cor- 
risponda almeno  una  sostituzione  di  P  e  reciprocamente.  Infatti, 
ove  cosi  non  fosse,  quelle  sostituzioni  di  G  alle  quali  corrispon- 
dessero in  r  una  o  più  sostituzioni,  formerebbero  un  sotto-gruppo 
G'  e  similmente  le  sostituzioni  di  F  aventi  almeno  una  corrispon- 
dente in  G  formerebbero  un  sotto -gruppo  P'  di  P  ;  diguisachè  la 
corrispondenza  fra  G  e  P  si  ridurrebbe  in  sostanza  ad  una  cor- 
rispondenza fra  G'  e  P'. 

271.  Ciò  premesso,  non  è  difficile  di  riconoscere  che  ogni  so- 
stituzione  di  G  ha  in  V  lo  stesso  numero  di  corrispondenti. 

Supponiamo  infatti  che  ad  una  sostituzione  ^  di  G  corrispon— ■ 
dano  in  P  le  p  sostituzioni 

e  che  ad  un'  altra  sostituzione  g'  di  G  ne  corrispondano  p',  dell 
quali  una  a  piacere  sia  indicata  con  e'.  Sia  poi  t  una  delle 
stituzioni  di  P  che  corrispondono  alla  g"^  di  G.  Dall'  essere: 

g      corrispondente  di  0| 
g'^  »  >    T 

g'  »  »    e' 

segue  che  gg'^g'  sarà  corrispondente  di  0,  t  c',  cioè  saranno  cor- 
rispondenti: 

g'        e        Cj'g'        (/  =  4  ,  2  ,  .  .  .  ,  p) 

Alia  sostituzione  g^  corrispondono  dunque  in  P  almeno  p  sostiti^  "U- 
zioni  distinte.  È  dunque  p'^p;  onde,  poiché  si  proverebbe  sinm  il' 
mente  che  f^p',  si  conclude  appunto  p  =  p'. 

272.  Sia  ora  Oj  V  insieme  di  tutte  quelle  sostituzioni  di  G  c^  ^^ 
hanno  per  corrispondente  in  P  la  sostituzione  1;  Q,  l'insieme  ^' 
tutte  quelle  sostituzioni  di  P  che  sono  corrispondenti  della  so^^** 
tuzione  1  di  G.  Dico  che  le  sostituzioni  di  0^  formano  un  gru jC^J^^ 
e  così  quelle  di  Oj. 


—  113  — 

Infatti,  poiché  a  due  sostituzioni  qualunque  di  Oj  corrisponde 
in  r  l'unità,  al  loro  prodotto  corrisponderà  1  X  1,  cioò  ancora  l'u- 
nità. Il  prodotto  di  due  sostituzioni  qualunque  di  Oj  è  dunque  una 
sostituzione  di  0|  ;  e.  d.  d. 

273.  Corollario.  —  Le  sostituzioni  g,  ~  I  e  7i  =  1  sono  sem- 
pre corrispondenti.  Infatti  0^  ed  Q^,  essendo  gruppi,  contener  deb- 
bono la  sostituzione  identica. 

274.  Una  sostituzione  qualunque  s  di  0^  ed  una  qualunque  di 
Ù^  sono  corrispondenti.  Infatti,  poichò  alle  sostituzioni  1  ed  «  di 
G  corrispondono  risp.  le  sostituzioni  o  ed  1  di  P,  ni  prodotto  1X1, 
cioè  «,  corrisponderà  oX  1,  cioè  o. 

Inoltre  una  sostituzione  qualunque  di  Oj  non   può  avere  per 

corrispondente  in  T  una  sostituzione  che  non   appartenga   ad  Oj. 

Supponiamo,  infatti,  che  alla  sostituzione  «  di  Q,  corrisponda  in  r 

una  sostituzione  y.   Poiché   s   è  corrispondente   di  y  ed   è   anche 

corrispondente  di  1,  sarà  s^  corrispondente   di   y   e  quindi  anche 

*^  corrispondente  di  y,  e  così  via;  cosicché,  se  v  è  Tordine  di  s, 

Sarà  anche  s^   corrispondente    di  v  ^  cioè  1  corrispondente  di   -y; 

Onde  Y  dovrà  appunto  far  parte  di  Q^. 

275.  Sia  ora  g  una  qualsiasi  sostituzione  di  G  non  contenuta 
^a  Oi  e  Y  una  qualunque  delle  sue  corrispondenti  (che,  per  quanto 
sì  è  già  visto,  non  potrà  essere  contenuta  in  ftj.  È  facile  ricono- 
sco re  che  una  qualunque  delle  sostituzioni  contenute  nel  periodo 
0^^  ed  una  qualunque  di  quelle  di  Q^y  saranno  fra  loro  corrispon- 
der iiti.  Invero,  se  s  sia  una  qualunque  delle  sostituzioni  di  Oj  e  o 
U[i£t  qualunque  di  quelle  di  Òi ,  poichò  s  è  corrispondente  di  e  e 
g    Ol  Y  I  sarà  appunto  sg  corrispondente  di  oy. 

Inoltre  una  qualunque  delle  sostituzioni  contenute  in  Oig  non 
pvic'j  avere  per  corrispondenti  che  sostituzioni  contenute  in  Q^g, 
poi  elle  altrimenti  il  numero  delle  sostituzioni  ad  essa  corrispon- 
^^^liiiti  sarebbe  superiore  al  numero  delle  sostituzioni  di  iì^ ,  cioè 
^l  numero  delle  sostituzioni  corrispondenti  alla  sostituzione  1  di 
^»,    contrariamente  a  quanto  si  è  già  stabilito  (art.  271). 

276.  Abbiamo  dimostrato  che  tutte  le  sostituzioni  di  r  corri- 
spondenti a  g  sono  le  sostituzioni  di  O^Yì  ^^^i  ^'^  modo  del  tutto 
simile,  si  sarebbe  potuto  dimostrare  che  sono  quelle  di  -^ù^  Per- 
tanto le  sostituzioni  contenute  in  Iì^y  coincider  debbono  con  quelle 
coiuenute  in  y^i  \  iii  altri  termini  il  gruppo  Q^  è  permutabile  a  y- 
^Qnque:  nell^  isomorfismo  fra  due  gruppi  G  e  P,  il  sotto- gruppo 
f'^rmato  da  quelle  sostituzioni  di  G  alle  quali  corrispondi  in  V 
^  ^nitàj  è  un  sotto-gruppo  invariante  di  G.  (cfr.  art.  262). 

277.  Da  quanto  si  è  dimostrato  conchiadiamo  poi  che,  se 

Sono  i  periodi  nei  quali  si  distribuiscono  le  sostituzioni  del  gruppo 
^  '  quando  si  prenda  per  primo  periodo  il  sottogruppo  O^ ,  e  se 
'*  *  Ys  >  •  •  •  >  T»  so"o   delle   sostituzioni   di  V  scelte   a  piacere   fra 

Cafklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz.  15 
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quelle  che  corrispondono  risp.  alle  g^  f  g^  9  >  >  >  )  g„  9  le  sostitu- 
zioni di  r  si  distribuiranno  alla  lor  volta  nei  periodi 

corrispondendo  ad  ogni  sostituzione  del  periodo  0|^j  tutte  e  sole 
quelle  del  periodo  s2,y^. 

278.  Se  poniamo  per  brevità:  0,^,  =  0,- ,  ù{Xi  =  Q< ,  vediamo 
dunque  che  V  isomorfismo  fra  G  e  P  si  riduce  in  sostanza  a  far 
corrispondere  ai  periodi  0^  ,  0^ , .  .  . ,  0^  di  G  ordinatamente  i  pe- 
riodi Qj  ,  O2  ,  .  .  .  ,  Q„  di  r. 

Se  r  ò  l'ordine  di  Oj  e  p  quello  di  Q, ,  si  dirà  che  fra  i  due 

gruppi  (}  e  T  ha  luogo  un  isomorfismo  fr  ,  p];  in  quanto,  cioè,  ad. 

ogni  sostituzione  di  G  corrispondono  p  sostituzioni  di  F  e  ad  ogni 

sostituzione  di  P  ne  corrispondono  r  in  G. 

Se  r  =  p  =  1 ,  r  isomorfismo  si  chiama  oloedrico. 

Se  uno  dei  due  numeri  r  e  p,  p.  es.  p,  è  diverao   da  1    nel 

mentre  che  l'altro  è  uguale  ad  1,  Tisomorflsrao  si  dice  meriedrico 

(rispetto  al  gruppo  F). 

279.  È  utile  di  notare  che,  qualunque  sia  l'isomorfismo  fra^  O 
e  Ty  se  g  e  y  sono  due  sostituzioni  che  si  corrispondono,  anch&  te 
inverse  g~^  e  7"^  sono  fra  loro  corrispondenti. 

Supponiamo  infatti  che,  essendo  y  corrispondente  dì  ^^  sia.  t' 
una  corrispondente  di  g~^.  Poiché  al  prodotto  gg~^  y  cioè  ad  ^1 
corrisponde  il  prodotto  77',  sarà  yy'  =  o,  essendo  0  una  sosti tix- 
zionc  di  Qj  e  si  potrà  scrivere  Y  =  1"^  ^-  Óail'  essere  g~^  corrispon- 
dente di  Y~^c  e  dair  essere  1  corrispondente  di  o~*  (per  il  fatt^o 
che,  essendo  0  contenuta  nel  gruppo  Oj ,  vi  è  contenuta  anche  o""  *) 
si  deduce  ora  che  7"^  X  1  è  corrispondente  di  y'^^o"*  ,  cioè  Ap- 
punto che  g"^  è  corrispondente  di  v"i. 

280.  Si  noti  che,  se  G  e  P  sono  isomorfi,  ad  ogni  sotto-grappa' 
di  G  corrisponde  un  sotto-gruppo  di  P;  se  poi  Tisomorfismo  è  m©' 
ricdrico  [1  ,  p] ,  ad  ogni  sotto-gruppo   di  G  corrisponde  un  sotto- 
gruppo di  r  il  cui  ordine  ò  multiplo  del  primo  secondo  il  fattore 
fisso  p. 

281.  Supponiamo  ora,  reciprocamente,  che  un  gruppo  G  con- 
tenga un  sotto-gruppo  invariante  H^.  I  periodi: 

lij  ,  Ho ,  .  .  .  ,  ìlf^ 

nei  quali  si  distribuiscono  tutte  le  sostituzioni  di  G ,  non  fanno 
che  permutarsi  fra  loro  (art.  260)  quando  si  moltiplichino  tutti  a  de- 
stra (o  a  sinistra)  per  una  qualsiasi  sostituzione  g  dì  G.  Ad  ogn* 
sostituzione  g  corrisponde  dunque  una  sostituzione: 


\Hj     Ho     .  .  .  H,j  / 


fra  gli   elementi  H^  ,  Hg ,  .  .  .  ,  H,^  ,  e  tutte  le   sostituzioni  Y  ^^^ 
ottenute  formeranno  un  gruppo  r  isomorfo  meriedrìcamentc  a   ^1 
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poiché: 

^d  ogni  sostitazione  di  G  che  fa  parte  di  Hj ,  corrisponde  in  r 
'unità,  poiché  se  h  sia  una  sostituzione  di  H,  dall'  essere  U  iuva- 
iante  rispetto  a  G  segue: 

E,h  =  H,g,h  =  B.h'g,  =  R.g,  =  H^  , 

isscndo  h'  una  certa  sostituzione  di  H,.  Reciprocamente,  se  a  ^ 
ìorrisponde  in  F  l'unità,  dovrà  g  far  parte  di  H,  poiché  dovrà  es- 
ere  ìì^g  =  U^. 

282.  Nelle  coj?e  fin  qui  dimostrate  è  contenuto  il  seguente  teo- 
•craa:  ogni  isomorfismo  [r  ,  p|  si  può  considerare  come  il  risul- 
^ito  di  un  isomorfismo  (r  ,  1]  cui  si  faccia  succedere  tm  isomor- 
ismo  [1  ,  p]. 

Siano  infatti  neir  isomorfismo  [r ,  p]  fra  G  e  P: 

ci 

periodi  corrispondenti,  cosicché  ad  ogni  0,-,  che  contiene  r  sosti- 
uzìoni,  corrisponde  Q,  che  ne  contiene  p. 

Per  r  articolo  precedente ,  esiste  un  gruppo  T  di  n  sostitu- 
|oni  ^,  ,  ^2  >  •  •  •  >  ^*  ^*^®  ^  ^^^  ^  ^^  isomorfismo  mericdrico,  cor- 
ispondendo  ad  Oj-  la  sostituzione  <,-.  Ora  6  chiaro  che ,  in  virtù 
}  questo  isomorfismo  [r ,  1]  fra  G  e  T  e  dell'isomorfismo  pree- 
isiente  fra  G  e  r,  deve  sussistere  poi  un  isomorfismo  [1  ,  f]  fra 
'  e  r,  che  alla  sostituzione  U  di  0;  fa  corrispondere  il  periodo 
^  di  r. 

Questo  teorema  è  assai  importante,  perchè  fa  vedere  come  lo 
^udio  di  qualsiasi  isomorfismo  si  possa  ricondurre  a  quello  dei 
'Oli  isomorfismi  oloedrici  e  meriedrici. 

§   9.0  —  Applicazioni  dell'  isoiuorflsmo  —  Limite  inferiore 

doir  Indice  di  un  grappo. 

283.  8ia  G  un  gruppo  di  sostituzioni  di  ordine  n  ed  II  un 
^^o  sotto-gruppo  di  ordine  h.  So  n  =  hi ,  le  sostituzioni  di  G  si  pos- 
sono rappresentare  (art.2.^3>)  mediante  i  periodi: 

H  ,  H<2  >  Hfg  , .  .  . ,  Hf^.  (1) 

Ad  ogni  sostituzione  <;  di  G  corrisponde  (analogamente  a  quanto 
^i  ^  visto  air  art.  279)  una  sostituzione 

^  (  Ug  Ht^g  .  .  .  mig\ 

.  .  .  Rti  ) 


^~Ih   h^' 


'^^^  i  periodi  (1),  e  tutte  le  sostituzioni  7  così  ottenute  costituiscono 
^"^  gruppo  r  isomorfo  al  gruppo  G.  Questo  isomorfismo  sarà  in 
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generale  mcricdrico  rispetto  a  G.  Sia  dunque  p  il  numero  delle 
sostituzioni  di  G  che  danno  origine  ad  una  stessa  sostituzione  di  F. 
Per  avere  p ,  bisognerà  ricercare  quante  sono  le  sostituzioni 
di  G  che  hanno  per  corrispondente  in  P  T  unità.  Se  ora  g  è  una 
sifiFatta  sostituzione,  si  dovrà  avere: 

H^  =  H  ,   Ht^g  ''  Ht^  »...  I   Hi,-^  =  H^^ 

il  che  equivale  a  dire  che  g  si  dovrà  trovare  in  ognuno  dei  gruppi 

H  ,  tf^Rt^  ,  .  .  .  ,  trmti.  (2> 

//  numero  p  è  dunque  Verdine  del  gruppo  K,  sottogruppo  in  -^ 
vari  (iute  di  G,  forviato  da  tutte  le  sostituzioni  che  appartengono  sC  ^ 
multaneamente  ad  ognuno  dei  gruppi  (2». 

284.  Il  gruppo   P,  che   opera  fra  gli  i  elementi  (1),  è  tra^^^. 
sitivo. 

Infatti,  si  troverà   sempre  una  sostituzione  y  che  sostituis        ce 
ad  H  un  altro  periodo  qualunque  Kt^.  Basterà,  evidentemente,  a 

tale  oggetto,  di  prendere  per  ^  la  corrispondente  della  sostituzio^^nc 
fp  di  G. 

285.  Se  vèr  ordine  di  T ,   si   ha ,   in  virtù   dell'isomorfis        mo 

fra   e  G  T: 

n 
V  =  - 

P 
e  quindi,  poiché  T  opera  fra  i  lettere: 

d'  onde,  poiché 

n  =  hi , 
si  deduce 

/j  §  p  1/  -  I  «  •'^) 


286.  Se  G  è  un  gruppo  semplice  qualunque  (art.  262),  ed  ^ 
un  suo  sotto-gruppo  di  ordine  h  e  di  indice  i  inspetto  a  G  (cf**- 
art.  242),  si  ha  h  ^  li  -  1 . 

E  questo  un  corollario  della  (3);  poiché,  se  G  è  scmplicCf     ^ 

ha  p  =  1. 

287.  A])plichiamo  la  (3)  prendendo  per  H  un  gruppo  qual*^^"! 
que  di  sostituzioni,  tutte  di  classe  pari,  fra  m  lettere,  e,  per  G'  \^ 
gruppo  alternato  (art.  245)  relativo   alle   stesse   lettere,  il  qual^^ 

un  gruppo  semplice  (cfr.  Note  del  §  6.o).  La  (3)  prende  (cflr.   <^^' 

ticolo  286)  la  forma:  ^  ^ 

dove  /  é  l'indice  di  H  rispetto  al  gruppo  alternato;  cosicché  I'*  *^ ' 
dice  assoluto  di  H    cioè  il  suo  indice  rispetto  all'intero  grapi^ 
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simmetrico,  è  /  =  2  i.  Poiché 

"  T  ~  27 

sostituendo  qaesta  espressione  di  7i  in  (4)^  otteniamo: 

[w  =  2[t_, 

onde  sarà  evidentemente  i^m,  cioè  J52m. 

Danque  :  V  indice  di  un  gruppo  di  sostituzioni  tutte  di  classe 
pari,  fra  m  lettere  (che  non  sia  il  gruppo  alternato)  non  può  es- 
sere inferiore  a  2  m  (per  m  >  4). 

Questo  teorema  cade  in  difetto  per  m  =  4,  poiché  infatti  fra 
quattro  lettere  a,  b,  e,  d  si  ha  (art.  265)  il  gruppo 

1  ,  (a  b){c  d)  ,  (a  d){h  e)  ,  (a  c)(6  d) 
il  cui  indice,  6,  è  inferiore  ad  8. 

28d.  Sia  ora  H  un  gruppo  di  sostituzioni,  non  tutte  di  classe 
pari,  fra  m  lettere  {in  >  4)  di  indice  assoluto  j.  Come  sappiamo 
(art.  246),  le  sue  sostituzioni  saranno  metà  di  classe  dispari  e  metà 
di  classe  pari  e  quest'  ultime  formeranno  un  gruppo  H'  di  indice  2j. 
Per  il  teorema  precedente  si  avrà  dunque  2;^2m,  cioè:  l'indice 
di  un  gruppo  di  sostituzioni  non  tutte  di  classe  pari  fra  m  let- 
tere (ra  >  4<  non  può  essere  inferiore  ad  va. 

Dall'  insieme  dei  due  casi  trattati  risulta  che  con  m  lettere 
(in  >  4)  non  si  possono  formare  gruppi  di  sostituzioni  il  cui  in- 
dice sia  inferiore  ad  m. 

289.  Prima  di  chiudere  questo  §,  ci  sarà  utile  rilevare  un  caso 
particolare  importanti  del  teorema  dell'  art.  271). 

Se  si  prende  per  H  il  sotto-gruppo  formato  dall'unità;  i  pe- 
riodi H  ,  H,  ,  Hg  ,  .  .  .  si  riducono  alle  stesse  sostituzioni 

di  G,  cosicché  il  gruppo  isomorfo  V  opererà,  transitivamente  (ar- 
•i<^olo  284),  su  n  elementi.  Dallo  stesso  articolo  segue  poi  che  l'iso- 
"^^J'fìsmo  sarà  oloedrico,  giacché  il  numero  p,  dovendo  essere  l'or- 
bine di  un  sotto-gruppo  di  H,  earà  evidentemente  uguale  ad  1. 

Vediamo  dunque  che  nii  gruppo  qualunque  di  ordine  u  è  iso- 
^l^orfQ  oloedricamente   ad  un  grujìjìo  transitivo  di  ordine  n  fra  n 

Note  ed  Esercizi. 

..      1.  Bilevare  nella  dimostrazione  delPart.  283  il  teorema:  le  sostituzioni 

.  ^   ^   alle  quali  nelV  isomorfismo   fra  Qt  e  T  corrispondono    sostituzioni   y  che 

*^inno  fermo  un   dato  periodo    Kt ,    altro   non   sono    che   le   sostituzioni  del 

^''^ppo  rmt. 

.        2.  Si  dimostri,  in  aggiunta  all'art.  284,  che  V  non  può  ossero  due  volte 
^""^usitivo,  se  A<  »  -1. 

3.  A  proposito  del  teorema  delPart.  288,  sì  noti  che,  effetti vameuto, 
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noi  gruppo  simmetrico  fra  m  lettere,  esiste  almeno  un  sotto-gruppo  di  in- 
dico m,  che  è  il  gruppo  H  formato  da  tutte  quelle  sostitusioni  che  lasciano 
ferma  una  lettera. 

Supponiamo  che  esista  anche  un  altro  sotto-gruppo  K  che  sia  pure  di 
indico  m.  Le  sostituzioni  del  gruppo  simmetrico  G  danno  luogo,  nel  modo 
già  spio^ato  (art.  288)  alle  corrispondenti  sostituzioni  di  un  gruppo  iso- 
morfo r  fra  gli  m  periodi: 

K  ,  K/j  ,  K<3  ,  .  .  .  ,  K^0|* 

In  questo  caso  si  ha  p  =  1  ,  poiché  p  era  Tordine  di  un  sotto-gruppo 
di  K  invarianto  rispetto  a  G.  Ora  G  non  contiene  altri  sotto-gruppi  inva- 
rianti, air  infuori  del  gruppo  alternato  ;  poiché,  se  ne  contenesse  uno,  le 
sostituzioni  comuni  ad  esso  e  al  gruppo  alternato  formerebbero  un  sotto- 
gruppo invarianto  rispetto  al  gruppo  alternato  che  ò  invece  uu  gruppo 
semplice.  D^  altra  parto  il  gruppo  alternato  non  può  essere  contenuto  in 
K  che  è  di  indice  m.  L^  isomorfismo  fra  G  e  T  è  dunque  oloedrico  e  per 
conseguenza  al  gruppo  K  corrisponderà  in  F  un  gruppo  dello  stesso  or- 
dine K'  le  cui  sostituzioni  lasciano  evidentemente  fermo  il  primo  pe- 
riodo K.  Esso  non  ò  dunque  altro  che  il  gruppo  simmetrico  fra  n  —  1 
periodi 

K<j  ,  K<3  ,  .  .  .  ,  K<^  , 

cosicché  denominando  questi   periodi   colle  stesse   lettere   6  ,  e  ,  d  ,  .  .  .  su . 

cui  opera  il  gruppo  H  ,  il  gruppo  K'  ricade  nello  stesso  gruppo  H.  Per — 
tanto  si  conclude  che  K  ò  isomorfo  oloedricamente  ad  H.  Cioò  :  %  gruppi 
di  ordine  Im  —  1  contenuti  nel  gruppo  simmetrico  fra  m  lettere,  sono  lutti  Uo — 

morfi  fra  loro, 

4.  Con  ciò  non  si  vuole  inteudore   che  essi   siano   anche  tutti  similL-J 
fra  loro  (cfr.  art.  252).  In  effetto,  fra  sei  lettere,  si  ha  oltre  ai  gruppi  in- 
transitivi che  lasciano  forma  una  data  lettera,  anche  un  gruppo  transitivo^ 
dello  stesso  ordine  120. 

§  iO.o  —  Teoremi  di  Oauchy  e  di  Sylow. 

290.  Essendo  n=p^q^r^ ...  V  ordine  di  un  gruppo  P  decom 
posto  nei  suoi  fattori  primi   distinti  p  ,  q  ,  r , .  . ,  ,  ci  proponiamci3 
dimostrare  che  esso  contiene  sempre  dei  sotto-gruppi  di  ordine  2>*'^ 
di  ordine  q^  e  cosi  via  (*). 

Senza  recare  alcun  danno  alla  generalità  della  questione,  ci  è 
lecito  di  ammettere  (cfr.  art.  289)  che  il  gruppo  F  sia  anche  tran- 
sitivo e  del  grado  n,  cioè  che  operi  sopra  n  lettere: 

291.  Se  poniamo  p^'^q^r"^ .  . .  =  v,  d'onde  n  =pv,  possiamo  in 
un  modo  qualunque  distribuire  le  n  lettere  (1)  in  v  sistemi  cia- 
scuno di  p  lettere: 

*''  1  7  '^  2  f  *"7  **^  p    1    '*'    1»**'    27  •••j»*'    p  1  •  '  *  t  **'i       >  •*'2       ì  •••  7  *^p  \ri 


(*)  Questo  teorema  è  stato  stabilito  da  Sylov)  (vedi  Mathematische 
Annalen  Voi.  V.  1872  )  appoggiandosi  sul  teorema  di  Cauchy  ohe  :  ogni 
gruppo  il  cui  ordine  sia  divisibile  pel  numero  primo  p,  contiene  almeno  una 
sostituzione  di  ordine  p.  La  dimostrazione  qui  riportata  è  di  Capelli  (vedi 
la  memoria:  Sopra  V  isomorfismo  dei  gruppi  di  sostituzioni  nel  Giornale  di 
Matcmaticho  di  Battagli»],  Voi.  XVI  ,  1878).  Una  terza  dimostrazione  ò 
stata  poi  data  da  Frobenius  (vedi:  Journal  fUr  Mathematik  Voi.  ICK),  1886). 
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e  considerare  tutte  le  forme  distinte  /,/"!  ^/i, ...  che  può  prendere 
Tespressione: 

x\  jc'g  . . .  a:'p  +  x\  x'\  .  . .  x"^  -f  .  . .  +  x/^^aj^C*') . .  .  jc^^"^        (3) 

per  le  varie  sostituzioni  di  r.  È  evidente  che  una  qualunque  delle 
sostituzioni  di  r  eseguita   fra  le  lettere  (1) ,  da  cui   dipendono  le 
f  y  fi  }  ti  ì  •  •  »  y  avrfl  per  effetto  di  permutare  fra  loro  le  espressioni 
/  ,/i  ,  /g  ,  .  .  .  Tuttavia  può  darsi  il  caso  che  taluna  di  queste  espres- 
sioni non  sia  alterata  da  alcuna  delle  sostituzioni  di  r.  Se  questo 
caso  ha  luogo,  ci  è  sempre  lecito  di  prendere  per  f  una  appunto 
di  siffatte  espressioni;  ed  allora  le  sostituzioni  di  r,  non  dovendo 
alterare  V  espressione  (3),  dovranno   ridursi  a  delle  permutazioni 
fra  i  V  prodotti: 

Si  -  x\x'^  . . .  a:'p  ,  y,  =  x'\x''^  . . .  x% , . . . ,  y^  =  x.^'^^x^^'^^  . . .  x^^^)  (4) 

cosicché  ad  ogni  sostituzione  y  di  r  fra  lo  ccj , . . . ,  x^   corrispon- 
derà una  sostituzione  y'  fra  le  ^i  ,  ^2  »  •  •  •  ?  t/v  Tutte  queste  nuove 
sostituzioni  costituiranno  un  nuovo  gruppo  r',  evidentemente  iso- 
morfo a  r,  il  quale  sarà  del  pari  transitivo,  poiché  lo  era  r. 

292.  Ciò  posto,  operiamo  con  r'   analogamente  a  quanto  si  è 
fatto  con  r.  Cioè,  poiché  V*  opera  fra  le  v  lettere 

Vi    7   Vi    7    '    '    '    7   Pvy  W 

poniamo  (se  a  >  1):  v'  =p^~^q^r^ ...  e  distribuiamo  in  un  modo  qua- 
lunque le  lettere  (1)'  in  v'  sistemi  ciascuno  di  p  lettere: 

&  1 7  y  if*7y  p  1  y  ny  2v>y  p?"«?  yi   '?^2     7"*iy   '•  \^) 

Siano  f  yf^  jAv  ^^  fórme  distinte  che  può  prendere  l'espressione 

y\  2^'2 . . .  y'p  +  y\  y\ ...  y"p  + ....  +  y^^  y,(«'> . . .  y,^"^'^   Còy 

P^r  mezzo  di  tutte  le  sostituzioni,  di  r',  fra  le  ^j  ^  y^y  y^  (da  con- 
siderarsi ,  si  noti  bene ,  come  lettere  arbitrarie  fra  loro  distinte). 
^  ^i  bel  nuovo  si  presenti  il  caso  che  taluna  dello  espressioni 
'  >/^,  j/^'g . . . .  rimanga  inalterata  da  tutte  le  sostituzioni  di  r',  po- 
Jrenxc)  sempre  supporre  che  essa  sia  la  stessa  /^,  dimodoché  allora 
!?  sostituzioni  di  r',  non  potendo  alterare  V  espressione  (3)',  non 
'iranno  che  permutare  fra  loro  i  t;'  prodotti: 

^t  =  y\  y\ ...  y'p  >  z,  -  y\  2/2" ...  y\ , ... ,  ^.'  =  y^W'^ ...  y,/''^-  W 

'^  tal  modo  alle  sostituzioni  di  r'  fra  le  lettere  (l)'  corrìsponde- 
J'^nno  delle  sostituzioni  fra  le  lettere  «^  ,  z^  , .  .  . ,  2^  ;  esse  costi- 
^^iranno  un  nuovo  gruppo  r''  isomorfo  a  r',  che  sarà  transitivo, 
l^^^ichè  r'  era  esso  stesso  transitivo. 

Ed  ora  nello  stesso  modo  come  da  r'  siamo  passati  a  r'',  pas- 

p^^^^^ino,  se  la  cosa  é  possibile,  dal  gruppo  r"  ad  un  nuovo  gruppo 

isomorfo  a  r"  e  transitivo,  ed  operante  sopra  p'^'^q^r"'  . . .  let- 

^^*^ì  e  così  di  seguito  finché  sarà  possibile  andare  innanzi.  Nel 
^^so  più  eccezionale   potremo   così   giungere   fino   ad   un  gruppo 

'^^nsitivo  r^*^  il  quale  non  operi  più  che  sopra  q^.r"^ . . .  lettere. 


293.  E  bene,  per  maggior  chiarezza,  di  trattare  questo  caso 
separatamente.  Se  si  consideri  che  nella  serie  di  gruppi r,  r',...,r^*' 
ciascuno  di  essi  ò  isomorfo  al  precedente,  si  vede  che  l'ultimo  di 
essi  è  isomorfo  al  primo,  corrispondendo  ad  ogni  sostituzione  di 
r  un'  unica  sostituzione  di  r'.  Por  conseguenza  1'  ordine  di  r^*\ 
che  indicheremo  con  7i^*^,  sarà  (art.  280)  un  divisore  deirordine  n 
di  T]  onde  potremo  scrivere  : 

Inoltre,  essendo  r^*^  un  gruppo  transitivo  fra  gM  .  .  .  lettere, 
il  suo  ordine  sarà  dato  (art.  249)  da 

n(«)  =  XW.^M...,  (6) 

dove  )S^^  è  l'ordine  del  sotto-gruppo  A^*^  formato  da  tutte  quelle 
sostituzioni  di  T^"^  che  non   ispostano  una   certa  lettera  fissata 
piacere.  Sia  ora  A  il  gruppo  formato  da  tutte   quelle  sostituzion 
di  r  alle  quali,  nel  nostro  isomorfismo,  corrispondono  le  sostiti 
zioni  di  A^*^.  Come  l'ordine   di  T  6  uguale  per  la  (5)  all' ordin« 
di  r^*^  moltiplicato  per  p,  cosi  l'ordine  di  A  sarà  eguale  a  quell 
di  A^*^  moltiplicato  per  lo  stesso  numero.  L'  ordine  di  A  è  due 
quo  dato  da 

Da  questa  eguaglianza,  eliminandone  p  e  X<*^  per  mezzo  delle  (  S, 

e  (6),  si  ricava: 

Nel  caso  eccezionale  che  abbiamo  considerato,  resta  cosi  n*  n- 

z'  altro  già  dimostrata  1'  esistenza  di  un  gruppo  parziale  A  di  <         ^^v- 
dine  ^>*  contenuto  in  r. 


291.  In  generale,  però,   dovremo  arrestarci   ad  un   grup    IM^o 
r^*"''^ ,  {k<a)j  il  quale  opera  sopra  p^q^r^,..  lettere  e,  al  pari  di  tc^b.  ^0* 
quelli  che  lo  precedevano,  ò  transitivo   ed  isomorfo  a  r,   Siafc-"»^o 
?i  ?  ?2  ?  ?3  )  •  •  •  S^^  elementi  su  cui  opera  r^*""*^  Essi  possono     ^J-/- 
stribuirsi  in  to^p^'^q^r'^ .  .  .  sistemi,  ciascuno  di  p  lettere: 

ri       pr  (.1      ,    K'f       if.fl  r^n     ,  .    C  [w)     P  (io)  C    (io> 

Sl?^2>***^*»p    1    ^    IJ-s    2  1  '  *  *  y  ^    p  t  •  •  •    ì    *»1         ì  ^%        ì  •  •  •  9  tp 

che  danno  luogo  all'  espressione: 

Questa  volta,  fra  le  espressioni  distinte  9i  >  tj  >  ?  •  •  ;  t?v  <^^^^ 
possono  nascere  dalla  (7)  mediante  tutte  le  sostituzioni  frale  K3^ 
tere  ^j  ,  Eg  >  •  •  •  ?  "^^^  ve  ne  ha  neppur  una  che  sia  lasciata  i«m^**" 
terata  da  tutte  le  sostituzioni  di  r^*"*^ ,  poiché  altrimenti  si  'f^o- 
trebbe  passare  da  questo  gruppo  ad  un  nuovo  gruppo  r(«-***>^  il 
che  ò  contro  le  ipotesi  fatte. 

Ciò  posto,  il  numero  delle  espressioni  distinte  è  dato  da 

V  =  — = —  \^) 
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Infatti,  il  numero  dello  sostituzioni  possibili  fra  le  p^to  lettere 
?i  7  5a  >  •  •  •  ^  ÌF^'i  ™^^  dalla  forma  della  espressione  (7)  appare  ma- 
nifestamente che  esistono  sempre  {[p)'^\w  sostituzioni  che  lasciano 
inalterata  ogni  espressione  9^. 

11  numero  v  gode  della  proprietà ,  per  noi  importante ,  di  non 
essere  divisibile  per  il  numero  primo  p.  Ed  invero  i  soli  fattori 
contenuti  in  ìptCy  che  siano  divisibili  per  p  sono: 

p  j2p  ,Sp  ,  .  .  .,tvp, 

0(1  il  loro  prodotto  p^  {[w)  entra  evidentemente  come  fattore  nel 
denominatore  dell'  espressione. 

2y5.  Le  sostituzioni    di   r^*"''^   non    potendo   che   scambiare  fra 
Jcvo  le  espressioni  9i  ,  92  »  •  •  •  ?  9v  >  ^tieste  si  distribuiranno,  rispetto 
a/le  sostituzioni  dir^*"*^,  in  certi  sistemi  di  intransitività  (251)  com- 
posti risp.  di  h^  ,  h^  y  h^  ,  .  .  .  f  espressioni;  cosicchò ,  per  esempio, 
/e    A,- espressioni  9  che  compongono  T  r'*"*^  sistema,  verranno  sem- 
^'ioemente  scambiate  fra  loro  dalle  sostituzioni  di  r^*~*^.  Poiché 

hi  -i-  h^  -r-  h^  -{■,,,  =^  ^ 

^^    si  è  dimostrato  essere  primo  con  p,  è  chiaro  che  almeno  uno 

i      <iuesti  numeri,  per  esempio  A,-,  sarà  primo  con  p.  Inoltre  sarà 

^  Txipre  h  i  diverso  dall'  unità ,  poichò  altrimenti  esisterebbe  un'  e- 

I>i*<ìssione  9  la  quale   verrebbe   scambiatar  soltanto  in   se   stessa, 

^<^C5  resterebbe  inalterata  da  tutte  le  sostituzioni  di  P. 

I^ossiamo  dunque  ammettere  l'esistenza  di  un  sistema  di  espres- 
i<^iii 

9'i  ,  9"i  ,  9'"i  »  .  .  .  ,  9i^"^  (9) 

-^i  Ci  godono  della  proprietà  di  essere  permutate  fra  loro  transiti- 
^'^^riiente  dalle  sostituzioni  di  r^*"*^ ,  essendo  il  numero  h  delle 
^^r^ressioni  stesse  maggiore  di  1  e  primo  con  p. 

E  chiaro  che  ad  ogni  sostituzione  y  di  r^*"'*^  corrisponderà 
^^11  a  sostituzione  0  fra  le  (9)  e  che  tutte  queste  sostituzioni  costi- 
tuiranno un  gruppo  0  isomorfo  a  r^*"''^ ,  e  quindi  anche  a  r,e 
^l'Unsitivo.  Detto  71'  l'ordine  di  0,  si  avrà,  come  sappiamo: 

essendo  m'  l'ordine  del  sotto-gruppo  A'  formato  da  quelle  sostitu- 
zioni di  0  che  non  alterano  una  delle  espressioni  (9).  A  questo 
Sotto-gruppo  corrisponderà,  nell'isomorfismo  fra  T  e  0 ,  un  certo 
^otto-gruppo  A  di  r,  di  ordine  m;  e  per  le  proprietà  dell' isomor- 
^^1110  gli  ordini  n  ed  m  di  P  e  di  A  esser  dovranno  equimultipli 
^^gli  ordini  ?*'  ed  m'  di  0  e  di  A'^  cosicché  potremo  scrivere: 

71  =  ^?*'    ,     ?»  =  pm'.  (11) 

Dalle  tre  uguaglianze  (IO)  ed  (11)  segue  ora  facilmente 

n 
m  =  -. 
h 

^AfRLLT,  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  Q,*'  ediz.  IC 
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Qnest'  espressione  di  m ,  che  ò  V  ordine  di  un  certo  aotto-grappo 
A  di  r ,  tenendo  presente  che  h  è  maggiore  di  1  e  primo  con  p, 
ci  dice  che  m  è  inferiore  ad  ?i,  eppure  ancor  divisibile  per  />*. 

Concludiamo  dunque  che:  se  p*  è  la  più  alta  potenza  del  fat- 
tore primo  p,  che  divide  Vordine  di  un  gruppo  qualunque  G,  esi- 
ste sempre  in  G  un  sotto-gruppo  di  ordine  inferiore  {determina- 
bile col  metodo  indicato)  il  cui  ordine  è  ancora  divisibile  per  p*. 

296.  Se  ora  G'  sia  questo  gruppo,  si  avrà,  applicando  a  G'  lo 
stesso  teorema,  che  anche  in  G'  ò  contenuto  un  sotto-gruppo  di 
ordine  inferiore  ancora  divisibile  per  p^.  Cosi  procedendo  si  giun- 
gerà necessariamente  ad  un  sotto -gruppo  di  ordino  p*,  del  quale 
resta  così  dimostrata  resistenza, 

Note. 

1.  Al  teorema  dimostrato  vanno  uniti  alcuni  complementi  ìmportant.  ^  ^ 
che  da  osso  si  deducono  facilmente,  e  sono  anche  conosciuti,  nel  loro  i^z=^^  ^ 
sieme,  sotto  il  nomo  di  secondo  teorema  di  Sylow,  Ci  limiteremo,  per  br^  ^r-^  . 
vita,  ai  soli  enunciati. 

Sia  p^  la  più  alta   potenza  del   numero  p  che    divide   V  ordine  n  (^ft^   ^1 
gruppo  r.  Detto  P  uno  dei    sotto  gruppi  di  V  di  ordine  j»^  dei   quali  em^  è 

dimostrata  resistenza,  sia  B  il  gruppo  formato  da  quelle  sostitusioni  d  ^^  r 
che  trasformano  in  se  stesso  il  gruppo  P.  Se  r  6  V  indice  di  P  rìspe^k;^.  -^o 
ad  B  ed  j  V  indice  di  B  rispetto  a  T,  cosicchò 

n  =:  p'^.r  j  , 

i  numeri  r  ed  j  sono  ovidontemente  primi  con  p\  ma   por  il  numero  j  si 

dimostra  inoltro  elio  osso,  diviso  per  j),  d.\  por  resto  1. 

Si  dimostra  poi  che,  di  sotto-gruppi  di  ordine  j**  contennti  in  F,  v^  "wne 
sono  precisamente  j.  Essi  sono  tutti  simili  fra  loro;  ansi  si  ottengonc»  ^^a 
uno  qualunque  di  essi,  per  esempio  P,  trasformandolo  mediante  80Stm.'t:^v- 
zioni  dello  stesso  gruppo  W  E  precisamente,  se  le  sostituzioni  di  F  si  ^«^  P* 
presentano,  prendendo  come  primo  periodo  B  (cfr.  art.  248),  coi  period.  *  - 

B  ,  Rg^  ,  Rg^  ,    .  .  ,  Rgj^^  , 

i  sotto-gruppi  di  r  di  ordino  jp*  sono: 

Aggiungiamo  finalmente  che  ogni  sotto-gruppo  di  Q  il  cui  ordina  ^'» 
uTia  potenza  del  numero  primo  p^  ò  necessariamente  contenuto  in  uno  ^  ^' 
gli  J  gruppi  (J). 

2.  1  gruppi  il  cui  ordine  ò  una  potenza  di  un  numero  primo  god-*^*^^ 
di  una  particolarità  notevolissima.  Se  sia,  cioè,  P  un  gruppo  di  ordina  -^ 
e  Q  un  suo^  sotto-gruppo  di  ordine  p^  (^  <  a),  esiste  in  P  un  80tto-gnxI>TPJ^ 
di  ordino  p'^^^  le  cui  sostituzioni  trasformano  in  se  stesso  il  gruppo  ^' 
Di  qui  segue  manifestamente  che  il  sotto-gruppo  Q  fa  parte  di  una  0'<^^' 
cessione  di  sotto-gruppi: 

1      P       P  P  P 

ognuno  dei   quali  ò   sotto-gruppo   invariante   (art.  262)  di   quello  eh©       ^^ 
segue.  1  loro  ordini  sono  risp.  1  ,  a  ,  a'  ,  a'  ,  ... ,  n^. 


CAPITOLO  IV. 


OPERAZIONI    CON    NUMERI   RAZIONALI 


§  1.0  —  Genesi  combinatoria  del  concetto  di  Talore. 

297.  Siano  A,  B,  C^ .  .  .  tutti  gli  oggetti,  generalmente  parlando 
i    numero  infinito,  che  possono  essere  presi  in  considerazione  in 

1    dato  ordine  di  idee.  Il  loro  insieme  si  indicherà  con  Ù;  nel  mcn- 

e    che  indicheremo  con  Q^ ,  Qg , ...  gli  aggregati  finiti  contenuti  in 

oioè  gli  aggregati  formati  dalla  riunione  di  un  numero  finito  di 

:ctti  scelti  a  piacere  fra  gli  oggetti  A,  B,  C,  .  .  .  di  U. 

►i  dirà  che   due  aggregati   qualunque   0,- ed  Qj  hanno  la  stessa 

jDortanza,  o,  meglio,  lo  stesso  valore,  o  anche  che  sono  equiva- 

*  ti  fra  loro  nel  l'ordine  di  idee  prestabilito,  se  sia  lecito  (finché 

X'csta  nel  detto  ordine  di  idee)  di  sostituire  l'uno  all'altro,  tutte 

^oltc  che  occorra  servirsi  dell'uno  di  essi. 

Così,  ad  esempio,  nell'ordine  di  idee  monetario  in  cui  U  ò  Tin- 
-iiic  di  tutti  i  pezzi  monetati  A,  B,  C,...  che  si  trovano  in  circo- 

^ìone,  ed  Qj ,  Qg  )  •  •  •  ^  diversi  gruppi  di  monete  che  con  essisi 
^sssono  formare,  l'aggregato  formato  da  una  doppia  lira  e  da  venti 
Idi  (la  cui  numerosità  ò  rappresentata  da  21)  ha  lo  stesso  va- 
^•^  dell'aggregato  di  tre  pezzi  da  una  lira  (benché  quest'ultimo 
>t>ia  una  numerosità  differcnic,  cioò  3). 

^98.  La  legge  dei  valori,  cioè  quella  legge  che  stabilisce  in  modo 
'Infettamente  determinato  quali  aggregati  siano  fra  loro  equivalenti 
«luali  non  lo  siano,  non  è  però  accettabile  se  non  soddisfa  ad  al- 
ine proprietà  fondamentali,  delle  quali  la  prima  si  è  che  due  ag- 
'Ggati  equivalenti  ad  un  terzo  siano  equivalenti  fra  loro. 

Ciò  non  è  però  ancora  sufficiente  ad  assicurare  che  la  legge  dei 
^lori  non  sia  contraddittoria;  ad  assicurare,  cioè,  che  tutte  le 
^Ite  che,  nelle  operazioni  consentite  dall'ordine  di  idee  prestabi- 
'O,  si  sostituisca,  ad  un  aggregato,  un  aggregato  equivalente,  i  ri- 
litati  siano  ancora  equivalenti. 

A  questo  riguardo  noi  ci  dobbiamo  limitare  alle  due  operazioni 
>iTibinatorie  fondamentali  dì  aggregazione  e  di  composizione  nelle 
■^?\U  abbiamo  già  visto  doversi  ricercare  le  prime  origini  dell'a- 
^itietica  dei  numeri  naturali. 

299.  x\ffinchè  una  legge  di  valori  sia  legittima  rispetto  all'opera- 
•^^nc  (li  aggregazione,  è  necessario  che,  se  un  aggregato  Q  ven- 
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^ji  dichiarato  equivalente  ad  un  aggregato  Q',  anche  l'aggregato 
(Q  ,  H)  riunione  di  Q  e  di  un  altro  aggregato  qualunque  H,  ven- 
ga dichiarato  equivalente  all'aggregato  (fl ',  H)  e  reciprocamente. 
Se  una  legge  di  valori  soddisfa  a  queste  condizioni ,  noi  dire- 
mo,  per   brevità,  che  essa  gode  della  proprietà  aggregativa. 

300.  Si  può  inoltre  pretendere  che  la  legge  dei  valori  sia  legit- 
tima anche  rispetto  ad  una  certa  legge  L  di  composizione  degli 

elementi  A,  B,  C,...  Affinchè  ciò  sia,  ò  necessario  che,  essendo  Q 

ed  Q'  due  aggregati  equivalenti  ed  H  un  aggregato   qualsivoglia, 

il  composto  ùR  dei  due  aggregati  Q  ed  H  (cfr.  Gap- 1,  §  4)  sia  un 

aggregato  equivalente  al  composto  Q'H. 

Se  queste  condizioni  sono  soddisfatte,  diremo  brevemente  chf 
la  legge  dei  valori  gode  della  proprietà  compositiva  rispetto  a"^ 
la  legge  di  composizione  L. 

È  bene  notare  che^  in  virtù  della  legge  L,  gli  elementi  A,B,  C,    , 

di  Ù  si  devono  considerare  come  costituenti  un  gruppo,  attribuen 
qui  alla   parola  gruppo  un  significato  analogo  a  quello  della  te 
ria  delle  sostituzioni;  giacche,  in  virtù  di  tale  legge,  ogni  compo 
AB  di  due  elementi  (jualunque  di  IJ  è  ancora  un  elemento  ben 
terminato  di  U ,  cioè  si  troverà   essere   uno  degli   stessi   cleme 
A,  B,  C,... 

§  2.0  —  Legge  razionale  dei  valori. 

301.  Noi  distingueremo  gli  elementi  od  unità  di  U  (cioè  quegli 
getti  che  servir  devono  a  formare  gli  aggregati  da  sottoporsi  i:>oi 
ad  una  opportuna  legge  di  valori)  in  unità  positive  (o  di  sensc^  o 
segno  positivo)  ed  unità  negative  (o  di  senso  o  segno  negativo) 
così  quelle  come  queste,  in  unità  di  prima  specie,  di  secondi ^ 
specie^  di  terza  specie,  ecc.,  convenendo  che  le  unità  A^  ,  B^ ,  C^  ,  -  - 
di  una  stessa  specie  (;?"•'*""')  positiva  verranno  dichiarate  equivale/i  ^' 
e  similmente  verranno  dichiarate  equivalenti  quelle  A'^  ,  B'^  ,  C'^ ,  -  -" 
di   una  stossa   specie  nej^^ativa;  e  convenendo  inoltre  fin  d'orar 

1°)  che  raggregato  di  n  unità  positive  di  n********  specie  verr^ 
dichiarato  eciuivalciite  ad  una  (e  quindi  ad  ogni)  unità  positiva  (9  "^ 
prima  specie. 

2o)  che  r  aggregato  di  n  unità  negative  di  n***"**  specie  verr^^ 
dichiarato  equivalente  ad  ogni  unità  negativa  di  prima  specie. 

30)  che  raggregato  A,^  ,  A'^  ,  formato   dalla  riunione   di  nn 
qualsiasi  unità  positiva  di  n^-^^"^'^  specie  e  di  una  qualsiasi  negativ 
della   stessa   specie ,   verrà    dichiarato    equivalente    all'  aggregaic^^ 
nullOj  cioè  airaggregato  fittizio  che  non  contiene  alcun  oggetto. 
Le  unità  di  prima  specie  (  positive  o  negative  )  le  chiamercm 
anche   unità  fondamentali,  le  altre,  unità  aliquote. 

Innanzi  di  procedere  alla  determinazione  completa  della  legg 
dei  valori,  è  necessario  premettere  alcune  definizioni. 

302.  Due  aggregati  qualisivogliano  formati  con  oggetti  di  U,  ciò 
colle  unità  positive  o  negative  considerate,  sì  diranno  simili  s^^ 


«; 


i 
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i  ogni  specie  (positiva  o  negativa)  di  unità  ne  conlengono  lo  stesso 
amero.  Così,  ad  esempio,  secondo  le  notazioni  testò  adottate,  sa- 
anno  simili  l'aggregato  : 

Al  j  Bj  ,  Bg  ,  Cg  ,  Dg ,  Bg  ,  C3  ,  A'g  ,  C'2 
}  r  aggregato  : 

Bj  ,  Cj  ,  Cg  ,  Dj  ,  C3  ,  Eg  ,  B'g  ,  C  2  ,  D3. 

303.  Un  aggregatoQ'  si  dirà  multiplo  di  un  aggregato  Q,  secon- 
do il  numero  n,  se  esso  ò  la  riunione  di  n  aggregati  tutti  simili  ad 

^.  Cosi,  ad  esempio,  V  aggregato  : 

A,  ,  A',  ,  Bg  ,  Cg  ,  D.  ,  B,  ,  B\  ,  Dg  ,  Eg  ,  A,  ,  C,  ,  C\  ,  A,  ,  Gg  ,  B, 
=  (A,,A',,Bg,Cg,D,),(B,,B\,Dg,Eg,A,),(C,,C\,Ag,Gg,B,) 
multiplo,  secondo  il  numero  3,  dell'  aggregato  : 

-^1     J    A'i    /   Bg   ,    Cg    ,    Dy 

^Sc  Q  ed  H  sono  due  aggregati  qualunque,  ed  Q'  ,  H'  siano  ri- 
13  ttivamente  multipli  di  Q  ed  H  secondo  lo  stesso  numero  w ,  si 
•^  chctì'  ed  H'  sono   equimultipli  di  Q,  ed  li  rispettivamente. 

304.  Ciò  premesso,  la  determinazione  completa  dell'equivalenza 
^  on-equivalenza  di  due  aggregati  comunque  formati  con  le  unità 
I  le  diverse  specie^  positive  e  negative,  sopra  considerate  si  darà 
itie  segue. 

.ZJue  aggregati  sono  equivalenti  se  esìstono  due  aggregati  equi- 
tà itipli  di  essi,  i  quali  si  j^ossano  dedurre  V  uno  dall'  altro  me- 
^r  nte    un  numero  finito  di  operazioni  dei  seguenti  due  tipi: 

a)  sostituzione  di  un'unità  fondamentale  {positiva  0  negativa) 
*'t  n  unità  {rispettivamente  positive  0  negative)  di  specie  n''**'""/ 
>7i«rc  V operazione  inversa; 

b)  soppressione  di  tm'  unità  positiva  di  specie  n  e  di  un'  ti- 
'tfx  negativa  della  stessa  specie;  oppure  l'operazione  inversa^  cioè 
/fjiunzione  all'aggregato  di  un'  A^  e  di  un'  A'„. 

-A  sciiiarimento  di  questa  definizione  aggiungiamo  alcuni  esempi, 
^ntenendo  le  convenzioni  già  addottate  per  la  designazione  delle 
"v^erse   specie   di   unità  positive  0  negative. 

<i05.  Esempio  l.^  —  L'  aggregato  A^  ,  Bi  ,  A,  ,  B^  ò  equivalente 
^  *  aggregato  : 

-^3  ?  Bj  ,  C3  ,  D3  ,  E3  ,  G3  ,  Ag  ,  B^  ,  Cg  ,  Dg  ,  Eg  ,  Gg  , 

■ocello  il  secondo  si  deduce  direttamente  dal  primo    sostituendo 
L      con    A3  ,  B3  ,  C3  ,  poi  Bj  con  D3  ,  E3  ,  G3 ,  poi  Ag  ,  Bg    con  Cj 
^ìuesto    a    sua   volta  con  Ag  ,  Bg  ,  Cg  ,  Dg  ,  Eg  ,  Gg. 

*~jOG.  Esempio  2.o  —  L'  aggregato  formato  dall'  unico  oggetto  Ag 

equivalente  all'  aggregato  formato   dai  tre   oggetti    Ag  ,  Bg  ,  Cg. 

Sfatti  gli    aggregati   A^  ,  B^  ed  Ag  ,  Bg  ,  Cg  ^  l)g  ,  Eg  ,  Gg  che  sono 
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equiniultipli  dei  due  precedenti  (secondo  il  numero  2)  si  deducono 
Tuno  dairaltro  ponendo  nel  primo  di  essi  A^  in  luogo  di  A, ,  B, 
e  poi  nel  risultato  A^  ,  B^.  ,  Cg  ,  D^  y  ^e  f  Gt^  in  luogo  di  Aj, 

307.  Esempio  3.o  —  L'aggregato  Ag ,  A3  ,  Bj  è  equivalente  all'ag- 
gregato A,  ,  Ag.  Infatti,  prendendo  di  questi  due  aggregati  gli  equi- 
multipli  secondo  il  numero  6,  si  ottengono  rispettivamente  1  due 
aggregati  : 

{A,  ,  B,) ,  (C,  ,  D.)  ,  (E, ,  G,)  ,  (A3  ,  B3  ,  C3),  (D3  ,  E3  ,  G3) , 

(I3  ,  1^3  ,  M3)  ,  (N3  ,  P3  ,  Q3) 

ed 

-^1  >  Bj  ,  Cj  ,  Dj  ,  Ej  ,  Gì  ,  (Ag  ,  Bg  ,  Cg  ,  Dg  ,  Gg  ,  Eg) 

che  manifestamente  si  deducono  l'uno  dall'altro  con  operazioni  d^sl 
tipo  a). 


0 
e 


H08.  Esempio  4.0—1  due  aggregati  Ag  ,  A',  ed  A'g  ,  B'g  sono  eq-mjiv- 
valenti.  Infatti,  i  loro  equimultipli,  secondo  il  numero  6,  si  posso  'mxg 
scrivere  : 

(Ag ,  Bg  ,  Cg  ,  Dg  ,  Bg  ,  Gg)  ,  (A',  ,  B'3)  ,  (C,  ,  E',) ,  (D',  ,  G',) 
ed 

(A'g  ,  B'g ,  Cg  ,  D'g  ,  E'g  ,  G'g)  ,  (L'g  ,  M'g  ,  N'g  ,  P'g  ,  Q'e  ,  R'e) 

o  anche,  con  operazioni  del  tipo  a)  : 

A       A'      ìV     C 

ed 

e  dal  primo  di  questi  due  ultimi    aggregati   si  passa   al   secon 
con   un'  operazione  del  tipo  ^),  cioè  sopprimendo  nel  primo  i 
oggetti  Aj  ed  A\. 

309.  Diremo  per  brevitri  che  due  aggregati  sono  direttamente  equ^ 
valenti,  (]uando  si  può  passare  direttamente  dall'uno  di  essi  ali  al 
irò  mediante  operazioni  dei  tipi  a)  e  b). 

E  senz'altro  manifesto  che  :  se  due  aggregati  sono  direttamenUr 
equivalenti j  sono  anche  direttamente  equivalenti  i  loro  equimulUpìC 
secondo  un  numero  qualsivoglia. 

È  poi  anclie  evidente  che  :  se  due  aggregati  sono  direttamente 
equi  ralenti  ad  un  terzo,  essi  sono  anche  direttamente  equivalenti 
fra  loro, 

310.  Due  aggregati  equiimlenti  ad  un  terzo  sono  equivalenti  fra 
loro. 

Siano  infatti  II  e  K  due  aggregati  equivalenti  ad  uno  stesso  ag- 
gregato Q .  In  virtù  di  quest'ipotesi,  esisteranno  due  numeri  natu 
rali  pi,  V  tali  che  ogni  multiplo  di  H  secondo  [jl  sia  direttamente  equi 
valente  ad  ogni  multiplo  di  d  secondo  [ji  ed  ogni  multiplo  di  K  se 
condo  V  sia  direttamente  equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Q  second 
V.  Ma,  se  un  aggregato  il'  multiplo  di  H  secondo  pi  è  direttamcnt 


{ 


equivalente  ad  un  aggregato  ù'  multiplo  di  Q  secondo  pi,  ogni 
multiplo  di  H'  secondo  v  sarti  direttamente  equivalente  ad  ogni  mul- 
tiplo di  il'  secondo  v,  cioò  ogni  multiplo  di  II  secondo  jav  sarà  di- 
rettamente equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Q  secondo  piv.  Simil- 
mente si  vede  che  ogni  multiplo  di  K  secondo  v;jl  sarà  direttamen- 
te equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Q  secondo  vj;..  Esisteranno  dunque 
un  multiplo  di  H  secondo  yiv  ed  un  multiplo 'di  K  secondo  [jlv  di- 
rettamente equivalenti  ad  uno  stesso  multiplo  di  Q  e  quindi  (cfr.  ar- 
ticolo 309)  direttamente  equivalenti    fra  loro  ;  e.  d.  d. 

311.  La  legge  di  valori   da  noi  definita   in   questo    §,   oltrechò 
godere  della  proprietà  fondamentale  testò  dimostrata,  gode  anche, 
oome  vedremo   nei  prossimi  §§,  della  proprietà  aggregativa  (ar- 
ticolo 229  ) ,  e  della  proprietà  compositiva  (  art.  300  )  rispetto  ad 
xana  legge  di  composizione  opportunamente  scelta.  Noi  designeremo 
l>revemente  questa  legge  dei  valori  col  nome   di  legge  razionale^ 
l^ev  distinguerla  da  ogni  altra  legge   che   potesse   per  avventura 
escogitarsi  e  perchè  essa  ci  condurrà,  in  modo  del  tutto  naturale, 
GorìHQ  vedremo,  alla  teoria  dei  numeri  cosi  detti  razionali,  oggetto 
ÌGl    presente  scritto. 

§     3.0  —  11  concetto  di  valore  considerato  come  un*  estensione 

del  concetto  di  numero. 

^  3  12.  Sia  Ù  Tinsieme  di  tutti  quegli  oggetti,  che  nel  precedente 
§  o.>)biamo  denominato  unità  positive  o  negative,  fondamentali  od 
^^iejuote,  delle  diverse  specie.  Noi  chiameremo  valore  di  un  ag- 
*?*"ogato  qualunque  e  di  tutti  i  suoi  equivalenti  comunque  formati 

^^Sli  oggetti  di  Ù,  ogni  simbolo  che  serva  a  riconoscerli  come  tali, 
^^oè  a  distinguerli  da  tutti  gli  altri  aggregati  ad  essi  non  equiva- 
^^riti. 

313.  Noi  dimostreremo  fra  poco  che  due  aggregati  di  unità  fon- 
^^mentali  positive^  allora  e  soltanto  allora  sono  equivalenti,  quando 
^*«£  si  compongono   dello  stesso  numero  di  oggetti. 

-Ammesso  ciò,  è  chiaro  che  ogni  simbolo  che  già  sia  stato  adot- 
^to  per  rappresentare  la  numerosità  di  un  aggregato  di  unità  fon- 
damentali positive ,  potrà  anche  essere  simultaneamente  adottato 
P^i:*  rappresentarne  il  valore.  Per  gli  aggregati  non  equivalenti  ad 
^S'^egati  di  sole  unità  positive  di  prima  specie,  dovremo  invece 
^^ottare,  per  rappresentarne  il  valore,  altri   simboli. 

ì^ulla  però  ci  impedirà  di  dare,  anche  a  questi  nuovi  simboli,  il 
^^  me  di  numeri  ;  ben  inteso  che  essi  dovranno  considerarsi  come 
^^meri  differenti  dai  numeri  naturali  fin  qui  considerati.  Ogni  ag- 
SJ^^gato  darà  quindi  origine,   generalmente   parlando ,  a    due   nu- 
^^ri,  cioè  ad  un   numero   naturale   rappresentante   la  numerosità 
^^^IVaggregato  e  ad  un  numero  della  nuova  specie  rappresentante 
\  suo  valore.  Soltanto  per  gli  aggregati  di  unità  fondamentali  posi- 
tivo vi  sarà  coincidenza  fra  i  due  numeri.  Essi  saranno  rappresen- 
tati, tanto  nella  numerosità  come  nel  valore,  da  numeri  naturali. 

\ 
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I  numeri  naturali  ed  i  nuovi  numeri  cosi  introdotti  sì  chiame- 
ranno complessivamente  numeri  razionali  (o  commensurabili).  I  nu- 
meri razionali  si  distingueranno  dunque  in  numeri  razionali  natu- 
rali (atti  a  rappresentare  simultaneamente  delle  numerosità  e  dei 
valori)  ed  in  numeri  razionali  non  naturali  (ai  quali  spetterà  sol- 
tanto Tufficio  di  rappresentare  dei  valori). 

Passiamo  ora  a  dimostrare  il  teorema   che  abbiamo   testé  pra^ — 
supposto. 

314.  Siano  0  ed  ù'  i  due  aggregati  di  uniià  fondamentali  pò 
tive,  dei  quali  si  presuppone  Tequivalenza.  Noi  ammetteremo  dn 
prima  che  essi  siano  anche  direttamente  equivalenti.  Ciò  posto,  de 
gnamo  con  p^i  ,  «2  >  •  •  •  »  ^r  ^  numeri  naturali,  distinti  fra  loro,  e 
rappresentano  le  specie  delle  unità  a  cui  si  riferiscono  le  va 
operazioni,  dei  tipi  definiti  nel  §  prec.,  mediante  le  quali  si  pa 

dall'aggregato  Q  all'aggregato  fì'.  Se  jji,  ò  superiore  ad  1,  6  fa 

vedere  che  due  aggregati  Q  e  Q'  equimultipli  (art.  303)  risp.  di 

Q'  secondo  il  numero  [x,  non  solo  saranno  ancora  fra  loro  dinv 
mente  equivalenti  (cfr.  art.  309);  ma  si  potrà  inoltre  passare 
l'uno  all'altro  con  operazioni  che  si  riferiscono  soltanto  ad  u 
delle   specie    1  ,  iJ^o ,  IJ^3  ,  .  .  .  p^r*   Infatti ,   in   luogo   di   ogni  u 
A      (od  A'     \  si  avrà  dappertutto  (cioè  negli  equimultipli,  seco  wìdo 

pLj ,   di  tutti   gli   aggregati   che  »i   deducono  successivamente     da 
12  per  passare  ad  Q')  un  aggregato  di  pij  unità  : 

A       ,  B      ,  .  .  .  ,     (ovvero  A'      ,  B'    ,  .  .  .) 

che  potrà  surrogarsi  con  un'  unità   dì  prima  specie.   Per  idcnlic^v 
ragione ,  se   in  luogo  di  Q,  Q'  si  prendano  ora  due  equimultipli  di 
essi  secondo  il  numero   j;.,  cioè   due  equimultipli  di    Q  ,  Q'secor»»* 
do  |jLi'/2  >  ^s^^  saranno  direttamente  equivalenti,  e  si  potrà  passai*^ 
dall'uno  all'altro  con  operazioni  che  riguardano  soltanto  unità  dell  ^ 
specie  1  ,  [I3  ,  [Ì4  ,  . .  .  ,  |JL^.  Così  procedendo  si  concluderà  che  dcu^ 

aggregati  0  ,  B'  equimultipli  di  Q  ,  Ò'  secondo   il   numero  |i, 
sondo  : 

sono  pure  fra  loro  direttamente  equivalenti,  e  si  può  passare  dal 
r  uno  all'altro  con  operazioni  relative  a  sole  unità  fondamentali 

Delle  due  operazioni  relative  ad  unità  fondamentali,  indichiaim 
ora  con  T  (luelle  che  consistono  nelTaggiungere  simultaneamenti 
un'  unità  fondamentale  positiva  ed  una  negativa  e  con  T'  quell< 
del  tipo  inverso. 

Se  0  e  0'  sono  risp.  i  numeri  di  unità  fondamentali  (  che  som 
tutte  positive  secondo  l' ipotesi  fatta)  contenute  in  0  ,  0'  e  ^ ,  é'  \\ 
dichino  risp.  il  numero  di  operazioni  del  tipo  T  e  del  tipo  T'  esi 
guitc  nel  passare  da  0  a  0',  è  chiaro  che,  dopo  eseguite  tutte  1  ^ 
operazioni,  l'aggregato  0  avrà  acquistato  t-V  unità  positive  e  <— 
unità  negative  ;  cosicché,  dovendo  esso,  dopo  tali  acquisti,  coincs- 


dere  con  0',  sussisteranno  le  relazioni  : 

e  +  f  -  r  =  6'    ,    t-t'  =  0 

dalle  quali  segue  :  0  =  0 \  _ 

I  due   aggregati  0  e  B',  e  quindi  anche   i  loro  sottomultipli  Q 

e  ù'y  debbono  dunque  contenere  lo  stesso  numero  di  unità;  come 
si  doveva  dimostrare. 

315.  Supponiamo  ora,  in  secondo  luogo,  che  ù  ed  Q*  non  siano 
direttamente  equivalenti.  Esisteranno,  per  la  definizione  stessa  di 

equivalenza  (§  2,  art.  4)  due  aggregati  Q  e  Q'  equimultipli  di  Q  ed 

0'  i  quali  siano  fra  loro  direttamente  equivalenti.  Poiché  ora  Q  e 

Q' si  compongono  di  sole  unii à  fondamentali  positive  come  Q  ed  Q' , 
il  numero  di  tali  unità  sarà  lo  s^sso,  per  quanto  si  è  dimostrato 

nel  precedente  articolo,  cosi  in  Q  come  in  Q'.  Anche  i  loro  sotto- 
multipli Q  j  ù'  conterranno  dunque  lo  stesso  numero  di  elementi; 
e.  d.  d. 

§  4.0  —  Proprietà  aggregativa  della  legge  raiionale  del  valori. 

Somma  di  due  numeri  razionali. 

316.  8e  l'aggregato  ù  è  equivalente ,  secondo  la  legge  razionale 
dei  valori,  all'aggregato  Q',  e  V  aggregato  H  all'aggregato  H' ,  an- 
che V  aggregato  (fì  ,  H),  riunione  di  Q  e  di  K ,  è  equivalente  al- 
l'aggregato (Q'j  H'). 

Per  supposto,  esistono  due  numeri  naturali  pi,  v  tali  che  gli  equi- 

mxTÌtipli  di  Q  ed  Q'  secondo  [jl  sono  fra  loro  direttamente  equiva- 
lenti, e  così  pure  sono  fra  loro  direttamente  equivalenti  gli  equi- 
ni uitipli  secondo  v  di  H  ed  H'.  Ma  dall'essere   gli  equimultipli  di 

ù,  ed  12' ,  secondo  \k ,  fra  loro  direttamente  equivalenti,  segue  (cfr. 
art._309)  che  i  loro  equimultipli  secondo  v,  cioè   due  equimultipli 

<li  Q  ed  Q'  secondo  piv,  che  indicheremo  con  (Q)  ed  (ù'),  sono  del 
pari  fra  loro  direttamente  equivalenti.  Si  vede  similmente  che,  se 

ffl;  ed  (H')  sono  due  equimultipli  di  H  ed  H'  secondo  V|jl,  essi  so - 
"0  pure  fra  loro  direttamente  equivalenti.  _  __         _ 

Poiché  ora  (0)  è  direttamente  equivalente  ad  (Q')  ed(H)  ad  (H'), 
^senz'altro  manifesto^ che  l'aggregato  ((Q)  ,  (H))  è  direttamente  e- 
^Qivalente  ad  ((a')  ,  (H')).  Ma  gli  aggregati  ((Q)  ,  (H))  ed  ((09  ^(H'j) 
sono  equimultipli  risp. ,  secondo   piv,   degli  aggregati  (Q  ,  H)   ed 

f  ?'  >  H').  Questi  ultimi  hanno  dunque  due  loro  equimultipli  che  sono 
^'rettamente  equivalenti  ;  opperò  essi  sono  fra  loro  equivalenti  ; 
^'  <ì.  d. 

,^^7.  Dopo  quanto  si  è  ora  dimostrato  ci  è  lecito  di  porre  sen- 
^^'tro  la  definizione  di  somma  di  due  numeri  razionali  a  e  p  co- 

®  ^egue  :  somma  di  a  e  ^  è  quel  ntvmero  razionale  (che  si  rap- 
P^^^enterà  con   a  +  f)    che   rappresenta   il   valore   dell'  aggregato 


(a  ,  B),  essendo  A  uno  qualunque  degli  aggregati  di  valore  a  eB 

uno  qualunque  di  quelli  di  valore  p. 

lufatti,  comunque  si  varii  la  scelta  di  A  e  B,  gli  aggregati  (A ,  B) 
saranno  fra  loro  tutti  equivalenti,  e  saranno  quindi  rappresentati 
dallo  stesso  numero  razionale. 

Oltre  a  ciò,  se  a  e  ^  sono  numeri  naturali,  il  numero  a  -f  p  ot- 
tenuto mediante  questa  definizione  è  quello  stesso  numero  naturale 
che  viene  fornito  dalla  definizione,  da  noi  già  data  (cfr.  Gap.  f,  §  7) 
di  somma  di  due  numeri   naturali.  In  questo  caso  si  potrà  infatti 

scegliere  per  A  un  aggregato  di   a  unità  fondamentali  positive,  e 
similmente  per  B. 

318.  La  somma  di  tre  numeri  razionali  a  ^  ^  y  y  sì  definirà  ora 
come  la  somma  di  a  f-  ?  e  di  y-  T^a  somma  di  a,  p,  y,  5  come  la 
somma  di  a  4-  f*  +  Y  e  di  6,   e  cosi  via. 

Il  lettore  riconoscerà  subito  che  la  somma,  cosi  definita,  di  un_ 
numero  qualunque  di  numeri  razionali  gode  della  proprietà  com- 
mutativa ed  associativa.  A  tale  oggetto  gli  basterà  di  osservan 
che  queste  proprietà  altro  non  sono  che  il  rifiesso  delle  corrispon- 
denti proprietà  della  riunione  degli  aggregati  di  cui  quei  namer: 
rappresentano  il  valore,  precisamente  come  per  la  somma  dei  nu- 
meri naturali  (cfr.  Gap.  I,  §  8.j. 

319.  Prima  di  chiudere  questo  §,  osserviamo  ancora  che  dalle 
proprietà  aggregativa  dimostrata  airart.  316,  discende  come  coroL 


lario  il  teorema  seguente,  che  ci  sarà  utile  più  in  là:  se  due  a^ 
gregali  sono  fra  loro  equivalenti,  anche  i  loro  equimultipli,  seconda 
un  numero  qualunque,  sono  equivalenti,  e  reciprocamente. 

Infatti,  se  A  ,  B  ,  G ,  .  .  .  sono  aggregati  simili  fra  loro,   e   co 

pure  Aj  ,  B, ,  Gj ,  . . .  ,  dall'essere  A  equivalente  ad  A^ ,  segue,  p 

l'art.  316^  che  la  riunione  (A,  B)  è  equivalente  alla  riunione  (A^  ,  B^ 

e  quindi  poi  anche  che  la  riunione  (À  ,  B  ,  c)    è    equivalente    ali 

riunione  (Aj  ,  B^ ,  gJ  ,  e  così  di  seguito. 

§  5.<>  —  Riduzione  degli  aggregati— Valori  positivi  e  negrativ 

valori  interi  e  valori  frazionarli. 

320.  Noi  diremo  che  un  aggregato  ò  omogeneo,  se  contiene  s 
tanto  unità  della  stessa  specie  (tutte  positivo  o  tutte  negative), 
facile  ricoìioscerc  che  ogni  aggregato  ha  sempre,  fra  i  suoi  eq 
valenti,  un  aggregato  omogeneo. 

A  tale  oggetto  giova  premettere  il  lemma:  u n* unità  positi oa 
negativa)  di  specie  n  equivale  all'aggregato  di  m  unità  positive 
negative)  di  specie  mn. 

Invero,  se  dell'  aggregato  : 

di  m  unità  di  specie  nui  e  dell'  aggregato  costituito  dall'  uai* 
unità  di  specie  n  : 

A 
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8i  prendono  gli  cquimultipli  secondo  mn,  si  ottengono,  in  entrambi 
i  casi,  m  nnità  di  ì^  specie;  poiché,  in  luogo  di  mn  unità  simili 
ad  A„^ ,  si  può  porre  un'unità  di  prima  specie  e  le  mn  unità  si- 
mili ad  A^  aggruppate  n  ad  n  danno  luogo  ad  m  gruppi,  ciascuno 
dei  quali  si  potrà  del  pari  sostituire  con  un'unità  di  prima  specie. 

321.  Sia  ora  0  un  aggregato  qualsivoglia,  e  siano  [jl,  v,  p  ,  .  .  . 
1  numeri  naturali  che  rappresentano  le  diverso  specie  di  unità  in 
esso  contenute.  Detto  M  il  minimo  comun  multiplo  di  jji,  v,  p, ... , 
8i  potrà  per  il  lemma  premesso,  sostituire  ogni  unità  di  specie  \l 

con  —  unità  di  specie  M,  similmente  ogni  unità  di  specie  v  con 

M 

—  unità  di  specie  M  e  così  di  seguito  finché  V  aggregato  si  tro- 
verà a  contenere  sole  unità  positive  o  negative  di  specie  M.  Fatto 
oiò,  si  potranno  sopprimere  a  due  a  due  un'unità  positiva  ed  una 
i3egativa,  finché  restino  sole  unità  positive,  ovvero  sole  unità  ne- 
gative. L'aggregato  0  si  troverà  così  ridotto  a  forma  omogenea. 

322.  Un  aggregato  di  unità  tutte  positive  non  2>uò  essere   equi- 
'^^cgiente  all'aggregato  miUo, 

Xnfatti,  un  aggregato  di  unità  tutte  positive  equivale,  secondo 
^'  51.  rt.  prec,  ad  un  aggregato  di  unità  tutte  positive,  della  stessa 
sr>^cie  m;  e,  se  quest'ultimo  fosse  equivalente  all'aggregato  nullo, 
^ri.c3hc  il  suo  multiplo  secondo  il  numero  m,  che  equivale  eviden- 
^/^xxiente  ad  un  aggregato  di  unità  positive  di  1»  specie,  sarebbe 
(^r^t.  319)  equivalente  all'aggregato  nullo,  il  che  é  assurdo  (art.  313;. 

323.  Un  aggregato  di  unità  tutte  positive  non  può  essere  equiva- 
^^^^te  ad  un  aggregato  di  unità  tutte  negative. 

Infatti,  se  un  aggregato  Q,  contenente  soltanto  unità  positive, 
^o^ge  equivalente  ad  un  aggregato  di  unità  negative  A\  ,  B'„  , 
^'.^  , .  .  .  aggiungendo  ad  entrambi  un  aggregato  simile  a  quello 
^*^x*mato  dalle  unità  positive:  A^ ,  B»  ,  C^ ,  .  .  .,  l'aggregato  ù  si 
^^^Tìgierebbe  in  un  altro  aggregato  formato  di  unità  tutte  positive 
^^  equivalente  all'aggregato  nullo,  il  che  contraddice  all'art,  pre- 
^oc3ente. 

324.  In  base  a  ciò  ci  é  ora  lecito  di  distinguere  tutti  i  numeri 

^ixasionali  in  positivi  e  negativi.  Chiameremo  positivi  quei   numeri 

^«•-zionalì  che  rappresentano  almeno  un  aggregato  composto  di  u- 

^ità  tutte  positive,  negativi  quelli  che  hanno,  fra  gli  aggregati  da 

^ssi  rappresentati,  almeno  un  aggregato  formato  di  sole  unità  ne- 

g'a.tive. 

Questa  distinzione  è  legittima,  perchè,  fra  gli  aggregati  rappre- 
sentati da  uno  stesso  numero  razionale,  ve  ne  ha  sempre  almeno 
Uno  (art.  320)  contenente  sole  unità  positive  o  sole  unità  negative; 
^  perchè,  d'altra  parte,  un  aggregato  di  unità  tutte  positive  ed  un 
'aggregato  di  unità  tutte  negative  non  sono  mai  rappresentati  dallo 
stesso  numero  razionale  (art.  323). 

325.  I  numeri  razionali  si  distinguono  poi  anche  in  interi  e  fra- 
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zionarii.  Un  numero  razionale  si  dice  intero,  se,  fra  gli  aggregati 
equivalenti  da  esso  rappresentati,  ve  ne  sia  qualcuno  formato  di 
sole  unità  fondamentali.  In  caso  contrario  esso  si  dirà  frazionario. 

326.  Per  riconoscere  se  un  numero  razionale  a  sia  intero  o  ft'a- 
zionario,  si  esamini  uno  degli  aggregati  omogenei  da  esso  rappre- 
sentati, il  quale  consterà  di  m  unità  (tutte  positive  o  tutte  nega- 
tive) di  specie  n.  Dico  che  il  numero  in  questione  sarà  intero  o 
frazionario^  secondochè  va  sia  o  non  sia  multiplo  di  n. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  che  1'  aggregato  esami- 
nato si  componga  di  m  unità  tutte  positive  : 

^n  >  B«  I  C^  ,  .  .  .  (1) 

Affinchè  il  numero  ol  sia  intero,  è  necessario  e  sufiSciente  che  que- 
sto aggregato  sia  equivalente  ad  un  aggregato  di  i  unità  fonda- 
mentali (tutte  positive  ;  cfr.  art.  323)  : 

Al  ,  B,  ,  C, ,  .  .  .  (2) 

e  quindi  anche  (art.  319)  che  un  multiplo   di   (1)   secondo   n   sia, 
equivalente  ad  un  multiplo   di  (2)  secondo   lo   stesso  numero  «• 
Ma  un  multiplo  di  (1)  secondo  n  equivale  evidentemente   ad 
aggregato  di  m  unità  fondamentali  positive,  ed  un  multiplo  di  (2^ 
secondo  n  ad  un  aggregato  di  ni  unità  fondamentali  positive.  Do 
vrà  dunque  essere  (art.  313)  : 


e.  d.  d. 


m  =  ITI, 


327.  Rileviamo  ancora  il  seguente  teorema,  che  ci  sarà  utile  fi 
breve:  affinchè  un  aggregato  di  m  unità  positive   (o   negative) 
specie  n  sia  equivalente  ad  un  aggregato  di  m'  unità  positive 
negative)  di  sjfecie  n',  è  necessario  e  sufflciente  che  sia  mn'=m' 

È  chiaro  infatti  che  gli  aggregati  equimultipli  dei  due  sopra 
detti,  secondo  il  numero  nii',  sono  rispettivamente  equivalenti 
un  aggregato  di  mn'  e  di  m'n  unità  fondamentali  positive  (o  n 
gative). 

§  6.0  —  Sistema  di  simboli  atti  a  raffigurare  tutti  i  name 
raxionall  —  Riduzione  di  una  fraiione  alla  sua  pia  semplii 
espressione. 

328.  Se  in  un  aggregato  ù  si  ponga,  in  luogo   di  ogni  uni 
un'unità  della  stessa  specie,  ma  di  segno  contrario,  si  verrà  a 

mare  un  nuovo  aggregato  Q'  che  si  dirà  contrario  di  Q. 

È  evidente  che  un  aggregato  contrario  ad  un  contrario  di 

simile  ad  (2. 

329.  Se  un  aggregato  Q  è  equivalente  all'aggregato  H,   è  anrC^ 
il  contrario  di  Q  equivalente  al  contrario   di  fi. 

Infatti,  se  gli  equimultipli  di  Q  ed  H,  secondo  un  certo  numox^o 
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^y  sono  direttamente  equivalenti,  lo  saranno  evidentemente  anebe 
gli  equimultipli,  secondo  lo  stesso  numero  [jl,  dei  loro  contrarli  lì' 
ed  fi'. 

330.  Segue  di  qui  che  gli  aggregati  rispettivamente  contrarli 
agli  aggregati,  tutti  fra  loro  equivalenti,  rappresentati  da  uno  stesso 
numero  razionale  a,  sono  anch'essi  rappresentati  da  uno  stesso  nu- 
mero razionale,  che  si  dirà  essere  il  numero  razionale  contrario  ad  a. 

Il  numero  razionale  contrario  ad  a  si  designa  col  simbolo  —a; 
cioè  collo  stesso  simbolo  a  preceduto  dal  segno  — . 

È  pure  manifesto,  per  la  definizione  di  somma,  die  la  somma 
rfi  un  numero  razionale  e  del  suo  contrario  è  uguale  a  zero.  Cioè 
6  i  può  scrivere  : 

a  4-  (-  a)  =  0. 

331.  Si  conviene  inoltre,  per  una  ragione  che  apparirà  in  seguito 

Chinando  ci  occuperemo  del  prodotto  di  due  numeri  razionali),  che 

il    numero  razionale  rappresentato  da  un  simbolo  a  sia  anche  rap- 

I>x*escntato  dal  simbolo  +  a,  cioè  da  quello  stesso  simbolo   prece- 

Civita  dal  segno  +. 

Si  hanno  cosi  le  uguaglianze  : 

+  (+  a)  =  a 

+  (-  a)  =  -  a 

-(+«)  =  -« 
-(-a)  =  a 

^^     oni  insieme  è  conosciuto  col  nome  di  legge  di  composizione  dei 


.  332.  Si  chiama  valore  assoluto  di  un  numero  a  quel  numero  po- 
^*tìvo  che  preso  col  segno  +  o  —  dà  il  numero  a.  Quindi: 

a)  un  numero  positivo  ha  per  valore  assoluto  se  stesso  ; 

b)  due  numeri  contrarli  hanno  lo  stesso  valore  assoluto. 

333.  Il  numero  contrario  di  un  numero  positivo  è  manifesta- 
mente (art.  324)  un  numero  negativo. 

Volendo  dunque  costruire  un  sistema  di  simboli  atti  a  rapprc- 
**entare  tutti  i  numeri  razionali,  basterà  occuparsi  dei  soli  numeri 
^^sitivi  ;  perchè  gli  stessi  simboli  che  si  addotteranno  per  rapprc- 
'^entare  i  numeri  positivi,  ci  rappresenteranno  anche  tutti  i  numeri 
^eg'ativi,  appenachè  venga  ad  essi  preposto  il  segno  -. 

Il  segno  —  si  chiama  perciò  segno  negativo,  nel  mentre  si  chiama 
^^Qno  positivo  il  segno  4-. 

334.  Ciò  posto,  bastando,  per  individuare  un  numero  razionale 
Positivo  a,  di  far  conoscere  uno  degli  aggregati  omogenei  da  esso 
^^ppresentati,  è  chiaro  che  a  sarà  completamente  determinato  dai 
^ue  numeri  naturali  m  ed  n  che  indicano    risp.    il    numero   e   la 
specie  delle-  unità  componenti  l'aggregato  omogeneo  da  esso  rap- 
presentato. 


Noi  rappresenteremo  pertanto  il  numero  a   col    simbolo    —    e 


scriveremo  quindi  : 


^  /IN 

a  =  -.  (1) 


Questa  notazione  ci  è  consigliata  dal  fatto  che  essa  ha  già  un 
significato  (cfr.  Gap.  11^  art.  115)  nel  caso  in  cui  m  sia  un  multi- 
plo di  71  : 

m  =  kn  (2) 

e  che  in  questo  caso  essa  esprimeva  il  numero  naturale  kj  il  quale 
rappresenta  appunto,  come  appare  dalla  (2),  il  valore  dell'aggregato 
di  m  unità  di  specie  n. 

Oltre  a  ciò,  dalla  (1)  possiamo  sempre  dedurre,  come  nel  cas< 
particolare  ora  menzionato,  V  uguaglianza  : 

m  =  a?i 

intendendo  con  an  (secondo  la  convenzione  da  stabilirsi  qaand 
daremo  la  definizione  generale  di  prodotto)  la  somma  di  n  adden 
tutti  eguali  ad  a.  Questa  somma  rappresenta  infatti  (cfì*.  §  4.o)  1 
riunione  di  n  aggregati,  ciascuno  dei  quali  si  compone  di  m  anit 
di  specie  7i  ;  e  questa  riunione  equivale  evidentemente  &d  un 
gregato  di  vi  unità  fondamentali. 

335.  Il   simbolo   —  si  chiama  frazione,  il  numero  razionale  *^^^    a 

n 

esso  rappresentato  può  però  essere  intero  (cfr.  §  5.®). 

Si  è  visto  infatti  (art.  326)  che  :  affinchè  V aggregalo  di  m  unC 

2)08itive  di  specie  n  equivalga  ad  un  aggregato  di  sole  unità  di 

ina  sjìecie ,    è   necessario   e  sufficienie   che   sia   m   multiplo   di 

m 
Quindi:  affinchè  la  frazione  —   rappresenti  un  numero  intero, 

necessaHo  e  sufficiente  che  m  sia  multiplo  di  n. 

m  ni'    . 

336.  Affinchè  il   numero   —  sia  uguale  al  numero  — -.,  è  neces^ 

n  n 

sarto  e  sufficiente  che  sia  mn'  =  m'n. 

È  questa   una   conseguenza  dell'articolo  327,  poiché   dire  che 

m      tn 

—  ~— ,,  equivale  a  dire  che  un  aggregato  di  m  unità  positive  di 

n       n 

specie  n  equivale  ad  un  aggregato  di  m'  unità   positive  di  spe- 
cie n\ 

337.  I  numeri  m  ed  n  (termini  della  frazione)  si  chiamano  risp. 

il  numeratore  e  il  denominatore  della  frazione  — ,  per  una  rairio- 

n 

ne  che  emerge  dalla  stessa  definizione  (<art.  334)  del  simbolo  — . 

n 

Possiamo  così  enunciare,  come  conseguenza  del  precedente  ai 
ticolo,  che:  il  valore  di  una  frazione  non  si  altera  moltiplican- 


i 
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done  il  numeratore  e  denominatore  per  uno  stesso  numero  natu- 
rale, poiché:  m  •  nk  =  mk  •  n. 

338.  Reciprocamente,  se  il  numeratore  e  il  denominatore  di  una 
frazione  hanno  un  fattore  comune,  esso  potn\  sopprimersi  in  en- 
trambi senza  alterare  il  valore  della  frazione.  Ogni  frazione  potrà 
così  ridursi  ad  una  frazione,  di  ugual  valore,  col  numeratore  e 
denominatore  primi  fra  loro.  Ls,  frazione  si  dirà  allora  ridotta  ai 
minimi  termini  o  alla  sua  piii  semplice  espressione. 

339.  Se  la  frazione   —  è  ridotta  alla  sua  più,  semplice  espres- 
sione, e  la  frazione  —■  è  uguale  ad  — ,  i  numeri  m'  ed  n'  saranno 

n'  n 

^^uimuUipli  di  m  ed  n. 

Dovrà  infatti  («art.  336)  sussistere  V  uguaglianza  : 

THTl'  =  m'7i.  (3) 

1^1  numero  n  dovrà  dunque  essere  un  divisore  del  prodotto  mn'. 
^Tsx  esso  6  primo  con  m;  quindi  dovrà  essere  (art.  170)  divisore  di 
^*'«  Sarà  dunque  n^  =.nkj  essendo  k  un  certo  numero  naturale,  co- 
sioohè  la  (3)  si  può  scrivere: 

mnk  =  w'/i , 
^'  Onde: 

mk  =  m\ 

*■    nnmeri  wi'  ed  n'  sono  dunque  risp.  equimultipli  di  m  ed  n    se- 
condo il  numero  A:;  e.  d.  d. 

§  7.0  —  Differenza  di  dae  nameri  razionali  —  Trasporto 
^^  tìerjnini  dal  primo  al  secondo  membro  di  un'eguaglianza. 

340.  Se  a  e  &  sono  due  numeri  razionali  qualisivogliano,  esiste 
sempre  un  unico  numero  x  che  sommato  con  h  dà  per  risultato  a. 
Esso  si  chiama  la  differenza  di  a  e  6  e  si  rappresenta  col  sim- 
\)olo  a—  b. 

Invero,  dovendo  x  soddisfare  V  uguaglianza  : 

6  +  2c  =  a,  (1) 

dovrà  anche  essere  : 

6  +  a  -f-  (-  ò)  =  a  -f-  (-  ò) 
(»aia  (art.  330)  : 

ac  =  a  +  (-  &).  (2) 

Reciprocamente,  il  numero  x  così  definito  come  somma  di  a  e  del 
contrario  di  ò,  soddisfa  airuguaglianza  (1),  poiché: 

6  +  [a  +  (-  &)|  =  ò  +  a  +  (-  6)  =  a, 

341.  Se  dei  numeri  razionali  qualisivogliano  a,  ò,  e,  .  .  .  si  scri- 
vono l'uno  dopo  l'altro  collegandoli  in  un  modo  qualunque  coi  se- 
goni -f  0  — ,  r  espressione  : 

a±&±cdbrfdb...  (3) 
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cosi  ottenuta^  significherà  quel  numero  razionale  che  si  otterrebbe 
facendo  prima  la  somma  (oppure  la  dififerenza)  di  a  e  di  by  poi 
la  somma  (oppure  la  differenza)  del  risultato  cosi  ottenuto  e  di  e, 
e  così  di  seguito. 

La  scrittura  (3)  non  è  dunque  che  un'abbreviazione  della  scrit- 
tura : 


/(  (a±ò)±c)idj=fc... 


il  cui  significato  ò  senz'  altro  manifesto. 

342.  Del  resto  la  scrittura  (3)  si  può  anche  riguardare  come  un 
somma  (anziché  come  una  successione  di  somme  e  differenze)  hsk^ 
sandosi  sulla  proprietà,  già  espressa  dall'  uguaglianza  (2)  dell'  a 
ticolo  340,  che  la  differenza  di  due  numeri  a  e  b  altro  non  è  r 
la  somma  di  a  e  del  contrario  di  b,  cioè  : 

a  —  ò  =  a  +  (—  ò). 

È  chiaro  infatti  che,  applicando  più  volte  di  seguito  questa   p- 
prietà,  si  potrà  scrìvere  : 

a  ±  ò  ±  e  db  rf  ±  .  .  .  =  a  +  (±  6)  -h  (±  e)  +  (±  rf)  +  .  .  . 
Così,  ad  esempio,  si  potrà  scrivere  : 

a  +  6  —  c  +  d  —  e  =  a  +  i  +  (-c)-fd-h(—  e), 
e  cosi  via. 

343.  È  questa  la  ragione  per  la  quale,  nella  pratica  del  1  in- 
S^^SS^^  algebrico,  si  chiamano  somme  anche  le  espressioni  Tor- 
mate  da  simboli  collegati  da  segni  che  non  siano  tutti  positivi.    In 


ogni  somma  : 


±a±ò=fcc±d=t... 


le  singole  parti  ±  a ,  ±6,  ±c,±d,...si  chiamano  poi  i  termi 
della  somma  stessa. 
Così,  ad  esempio,  la  somma  algebrica  : 

a-hb— c  +  d— e 

si  compone  dei  cinque  termini  a,  b,  —  e,  d,  —  e, 

344.  In  ogni  eguaglianza,  i  cui    due    memori   siano  dati   sol 
forma  di  somma  algebrica^  è  lecito  trasportare  un   termine  qu 
lunque  dal  primo  al  secondo  membro ,  o  viceversa ,  purché  se  ì 
cangi  il  segno. 

Sia  infatti  :t:  a  un  termine  qualunque  del  primo  membro.  L'ega 
glianza  non  cesserà  di  sussistere  se  ad  entrambi  i  membri  si  a 
giunga  ^  a.  Ma,  fatto  ciò,  i  due  termini  db  a  e  =f  a  del  primo  me 
bro  si  potranno  sopprimere,  essendo  la  loro  somma  eguale  a  zer' 
e  l'uguaglianza  che  rcster*^,  sarà  quella  appunto  che  si    sarebl^ 
ottenuta  trasportando  il  termine  =t  a  al   secondo   membro   e   ca- 
giandolo  al  tempo  stesso  di  segno,  cioè  cangiandolo  in  ^a;  cd^i- 


345.  Se  il  primo  membro  consta  di  un  solo  termine  =fca,  esso  sì 
potrìl  sempre  considerare  come  somma  dei  due  termini  0  e  =t  o?, 
scrivendolo,  cioè,  sotto  la  forma  0  =t  7.  Si  potrà  dunque  anche  in 
questo  caso  trasportare  il  termine  =t:  a  al  secondo  membro,  sosti- 
tuendo però  il  primo  membro  con  uno  zero  Così ,  ad  esempio  , 
dair  uguaglianza  : 

—  a  —  b  —  c-td 
si  può  dedurre  : 

0  =  a  ■\-  b  —  e  i-  d. 

346.  Dopo  quanto  si  6  detto,  b  chiaro  come  i  termini  di  un*  e- 
^nnglianza  si  possano  portare  tutti  nel  primo  membro,  ovvero  tutti 
nel  secondo  membro. 

Quest'operazione  è  così  comune  nella  pratica  del  calcolo  al<^e- 
L>rico,  che  le  equazioni  si  scrivono,  o  si   riducono,   quasi  sempre 
sotto  la  forma  di  una  somma  algebrica  eguagliata  allo  zero. 
Così,  ad  esempio,  air  equazione  : 

3.T  -  2{x  +  yy  =  3{x^  -'  y^)  -  2xy  -f  3 

&  i     darà  la  forma  : 

3x  -  2{x  +  yT'  -  3(cc*  -  y*)  h  2a:y  -  3  =  0.  (4) 

347.  Se  il  secondo  membro  di  un^ eguaglianza  è  lo  zero,  è  lecito 
eli    cangiare  il  segno  a  tutti  i  termini  del  primo  membro. 

Infatti,  se  nciruguaglianza  (4)  si  passano  tutti  i  termini  al   se- 
condo membro,  essa  prende  la  forma: 

0  =  -  3x  +  2(aj  +  yY  ±  3(a:2  -  y^)  -  2xy  +  3 

0  anche,  che  è  la  stessa  cosa  : 

-  3a;  +  2(x  +  yY  +  3(cc«  -  if)  -  2a;//  +  3  =  0. 

'M8 .  Per  cambiare  il  ségno  di  una  somma  algebrica,  basta  cam- 
'^'■^    //  segno  di  tutti  i  suoi  termini. 
^  infatti  evidente  che  la  somma  del  numero: 

±  a ±  ò±  c=fc  .  .  . 
^*^*     numero  : 

zip  a  ^  ò  =F  e  =p  .  .  . 

l  .  P<=^i.'  risultato  zero.  Il  secondo  numero  è  dunque  il  contrario  del 
^'^'n^,  cioè: 

qz  a^^bi=  c^^  .  .  .  =  -(dba±ft=tc±...). 

34£>^   Chiuderemo  questo  §  coir  estensione    ai   numeri    razionali 

uella      ^lozione  di  maggiore  e  minore  già  data  (  Cap.  I,  §  10  }   pei 

numc-:r'i  naturali. 

.^^     ciue  numeri  a  e  p  si  dirà  che  a  è  maggiore  ovvero  minore 

J.'      ^econdochè  la  differenza  a  -  p  sia  positiva  ovvero  negativa. 

T  f      ^ede  facilmente  che  dall'  essere  a  <  ^   e   P  <  y   segue   a  <  7. 

ofattii  jpoicliè  y  — p  e  f-a  sono  numeri  positivi,   anche    la   loro 

-^PKLLi.  —  IttUuzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz.  18 
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somma  : 

(T-p)  +  (f-a)  =  7i-(-P)  +  ?  +  (-a)  =  Y  +  (-a)  =  Y~a 
esser  dovrà  evidentemente  un  numero  positivo. 

Fra  gV  infiniti  numeri  razionali  si  viene  cosi  a  stabilire,  come 
già  pei  numeri  naturali ,  un  ordine  di  successione  perfettamente 
determinato,  che  si  cliiamerà  la  successione  naturale  dei  numeri 
razionali. 

350.  Se  SL<h  ed  a^^  è  anche  a  +  a  <  6  4-  p. 

Infatti,  per  le  prime  due  diseguaglianze,  si  può  porre  : 

essendo  h  a  k  numeri  positivi  {li  diverso  da  zero);  e  di  qui  se 
gue  ora  : 

ò  +  p  =  (a  +  a)  +  (^  -f  fc), 
onde  appunto  : 

h-\-^>  a  +  a. 

§  8.<>  —  Ridazione  di  ana  somma  di  nameri  rasionali 

alla  più  semplice  espressione. 


351.  La  somma  di  più  numeri  razionali  positivi  — -  ,  — -  ,..., — ^- 

n    '     n       '  11^ 

espressi  da  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  n,  è  data  da^ ^ 

frazione  : 

nij  -f-  mg-f  .  .  .  +  m,- 


n 

Invero,  se  un  aggregato  di  iWj  unità  di  specie  n  ed  un  altro  <il 
m^  unità  della  stessa  specie  n  ed  un  terzo  di  m^  unità  pure  <^ 
specie  7»,  e  cosi  via,  si  riuniscono  in  un  unico  aggregato,  si  veiT*' 
evidentemente  a  formare  un  aggregato  di  wij  +  wi, -f  Wg  +  ...  uiiì  t  •' 
di  specie  n.  Sarà  dunque  appunto  (§  4.o,  articoli    17  e  18)  : 

m^       77? 2  w,-  _  m^  -V  m^  -f  . . .  4-  Wj 

71         n        '  '  '       n  n 

771  77J 

352.  Se  le  frazioni  — -  ,  — -  ,  .  .  .  non  hanno  lo  stesso  denon^  i' 

72,        n^ 

natore,  esse  si  potranno  ridurre  ad  avere  lo  stesso  denominata ^.""0 

moltiplicando  il  numeratore  e  il   denominatore    di   ogni    frazio»^^ 

(  cfr.   art.   337  )  per   un   numero    intero   positivo   opportunamen  ^f 

scelto.  Basterà,  p.  cs.,  di  moltiplicare  il  numeratore  e  il  denoii:»  ^* 

natore  di  ogni  frazione  per  il  prodotto  dei  denominatori  di  tut  *^^ 

Dì  771 

le  altre.  Le  frazioni   — ^   ,  — ^ ,  .  .  .  verranno  cosi  ad  avere  il  d  ^^' 

n^        77  2 

nominatore  comune  7ij7i2>Ì3  .  .  .  ?i,. 

Si  potrà  però  avere,  in  generalo,  un  denominatore  comune  p 


«ù 
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pìccolo,  ogualo  al  minimo  comune  multiplo  M  (art.  176)  dei  nu- 
meri  nj  ,  Mg  ,  .  .  . ,  n^ ,  moltiplicando  la  frazione  — -  per  il  nunie- 
ro  Mj-  quoziente  della  divisione  di  M  per  »,.  Si  avrà  così  : 

«,•       7?,M,  ~     M     ' 

o  tutte  le  frazioni  avranno  per  comune  denominatore  M. 
Sarà  pertanto,  secondo  V  art.  precedente  : 

— -  +  — i-  +  . . .  +  — ^  =     \,    •  +  . . .  +  — ^—  -  — ^— ^^ — 


•«i        Wg  M,  M  M  M 

S53.  Dovendosi  finalmente  fare  la  somma  di  più  numeri  razio- 
iin,li  positivi  0  negativi,  si  potrà  far  dapprima  la  somma  di  tutti 
i  i.)ositivi,  poi  quella  di  tutti  i  negativi,  ed  aggiungere  i  risultati. 
A.  I  la  somma  proposta  si  potrà  dunque  dare  la  forma  : 

f 

sÌA^nificando  le  w,  w,  [/,  v  dei  numeri  naturali,  cioò  interi  e  positivi. 
Ma  per  V  art.  348)  si  lia  : 

Hi       1*2  l*,  _      (Vi    ,\^2   .  .       ,Il\ 

Quindi  la  (1)  si  può  anche  scrivere: 

^<^sicchè,  fatta  la  riduzione  di  tutte  le  frazioni  al   comune   deno- 
^^Jìnatore  M,  si  otterrà  un'espressione  della  forma: 

a       h 
M  "  M  • 

Se  ora  sia  ago  si  verifica  subito  (servendosi  dell'art.  351)  che: 

a        b       a  —  b 
M  "  M  ^  IT  • 

^^  caso  contrario,  si  potrà  scrivere  : 


a        b  ^      I  b        ^^_      b -  a 


{ 


f 
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§  9.0  —  Proprietà  compositiva  della  legrgre  raslonale 
dei  valori.  Prodotto  di  due  nameri  rasionall. 

354.  Se  P  e  Q  sono  due  ogfii^ctti  od  unità  qualisivog^liano  appar- 

tcMìonti  al   nostro  insieme  jj,  cui  abbiamo  riferita  la  legge   razio- 
nale dei   valori,    col   simbolo    composto    PQ  intenderemo  rappre  — 

sentata  un'unità  di  U  la  cui  specie  sia  il   prodotto  delle  specie  A   l 
P  e  di  Q  e  il  cui  so^no  sia  il  composto  dei  segni  di  P  e  Q, 
condo    la    legge   di  composizione   dei  segni  da  noi  già  incontratri 
(art.  331)  espressa  dalle  scritture  : 

+(+)=+ ,  +(-)  =  - ,  -(+)  =  - ,  -(-)=  +  . 

L' unità  rappresentata  da  PQ   si    dirà   essere   il   composto   d« 
r  unità  P  e  dell'  unità  Q. 

355.  È  chiaro  clic  i  simboli  composti  PQ  o  QP  rappresenteram  -mr^o 
unità  fra  loro  e(iui valenti ,  cioè  della  stessa  specie  e  dello  ste^s  ^o 
se<;no;  poicliò,  se  tw,  m'  siano  rispettivamente  le  specie  di  P  ^  Q 
ed  e,  e'  i  loro  segni,  si  ha  : 

mm'  =  m'm  ,  e(e')  =  £'(6). 

356.  Ciò  premesso ,  passiamo  ad  occuparci  del  composto  ÙH    «i/ 
due  af]:<^re<rati  li  ed  li  di  oggetti,  od  unità  che  voglia  dirsi,  appr^rJ- 
tenenti  all'insieme   U.  Esso  si  definisce  (cfr.  cap.  I,  art.  28)  caixae 
l'aggregato  di  tutte  le  unità  che  si  ottengono  componendo,  seconrito 
la  legge  di  composizione  delle  unità  testò  enunciata,  ogni  unità  <J' 

£2  con  ogni  unità  di  H. 
Da  questa  d(^finizione  emerge  senz'altro,  in  virtù  dell'art,  prccr  -» 

che    se   tìedH  sono  due  aggregati  qualisi vogliano,  iZ  compo«fo  QI-* 
è  equivalente  al  composto  HQ. 

357.  Stabilita  cosi  la  legge  di  composizione  delle  unità  e  degl 
aggregati  ,   dobbiamo  ora  dimostrare  che   la  legge  razionale  de' 
valori  gode,    rispetto  a  questa  legge    dj^   composizione  (art.    300;^ 
della  proprietà  compositiva,  cioè  che:  se  Q  ed  H  sono  due  aggregatr^- 
(juaìisicogliano  ed  9J ,  H'  due  aggregati  risp.  equivalenti  adù  edR^ 
anche  il  rovìposto  Q'H'  è  equi  ralente  al  composto  QH. 

Per    dimostrare    ciò  ,    basterà  dimostrare  il  seguente  enunciate 

più  semplice:  se  Q  ed  Ù'  sono  due  aggregati  equivalenti  ed  A  è  ui 

oggetto  qualunque,  il  composto  iì\  it  equivalente  al  composto  Q'A. 
*  Supponiamo    infatti ,    per    un  momento,  che  ciò  sia  già  stato  di- 
mostrato ;  e  sia  ora  H  un  aggregato  qualunque  i  cui  elementi  sìan< 
A,  ,  A^  ,  .  .  .  ,  A,^.  Sarà  dAj  equivalente  ad  Q'A, ,  ilA,  equivalente^^ 
ad  ìi'A. ,   e  cosi  via.  Quindi  (art.  31G  )    saràanche  T  aggregat^^^ 
(  li  A,,  0  Ajj ,  .  .  .  ,  QA^^),  riunione  degli  aggregati  QAj,  OA^, . . . ,  Ù  A,^^   » 
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equivalente  all'aggregato  (Q'Aj ,  Q'Ag  ,  .  .  . ,  Q'A J,  cioò  il  composto 
ttH  equivalente  al  composto  Q'H. 

Se  ora  H'  è  un  aggregato  equivalente  adH,  sarà  similmente  il 
composto  HQ'  equivalente  al  composto  ÌÌ'Q',  ovvero,  che  è  la  stessa 
cosa,(art.356),il  composto  tì'H  equivalente  ad  Q'IT.  Essendo  dunque 
ÙK  equivalente  ad  Q'H  ed  Q'H  equivalente^ ad  tì'H',  resterà  dimo- 
strato (art.  310}  che  QH  è  equivalente  ad  Q'H'. 

358.  Cominciamo  dal  supporre  che  Taggregato  Q'  differisca  dal- 
^'<'*ggrogato   0  soltanto  per  questo  che  in  luogo   di   certe  {i  unità 

cii   specie  jjl  contenute  fra  gli  elementi  di  Q  siasi  posto   un'  unica 
unità  di  prima  specie.  Sia  cioè: 

Q-C'^,C"^,.--»C%'S,  Q'  =  Ci,H, 

clo'\'e  C'y^ ,  C"^ ,  .  .  .  sono  i  \t.  oggetti  di  |jl*^*»'"«  specie  e  Cj  è  un  og- 
g-otto  di  prima  specie.  Poiché: 

Q A  =  C'^A  ,  C'^A  ,  .  .  .  ,  C^W^A  ,  HA  ;       Q'A  =  C, A ,  HA  , 

bsi-sterà  (art.  316),  per  dimostrare   l'equivalenza  di  QA  ed  Q'A,  di 
diinostrare  l'equivalenza  dei  due  aggregati: 

C'j,A  ,  C'^A  ,  .  .  .  ,  C%A     e     C^A, 

cioè,  se  indichiamo  con  v  la  specie  dell'unico  oggetto  A,  che  l'ag- 
gregato di  ìJL  unità  di  egual  segno  e  di  specie  |jlv  è  equivalente  ad 
un'unità,  dello  stesso  segno,  di  specie  v.  Ed  infatti,  ciò  riesce  evi- 
dente se,  in   luogo    dei    due  aggregati,  si  considerano  i  loro  equi- 
multipli  secondo  il  numero  v. 

Supponiamo,    in    secondo    luogo,  che  l'aggregato  0'  differisca 

<ìii  Q  per  ciò  che  due  elementi  C^^^,  C'^^ ,  l'uno  positivo  e  l'altro  no- 
b«*^tivo,  di  specie  y,  contenuti  in  Q  siano  stati  soppressi  simulta- 
neamente. Per  dimostrare  l'equivalenza  di  QA  e  di  Q'A,  basterà 
^Jniostrare  che  l'aggregato  di  due  elementi: 

C^A  ,  C'^A 

^^QQivale  all'aggregato  nullo.  Ora  ciò  ò  senz'altro  chiaro,  poiché,  so 
^  'a.  specie  dell'  elemento  A,  i  due  elementi  in  parola  sono  due 
"'^^    della  stessa  specie    ixv  e  di  segno  contrario. 

"^^siamo  dunque  concludere  che  se  i  due  aggregati  Q,  Q'  sono 

'^   loro  direttamente    equivalenti,  il  composto  QÀ  ò    equivalente 

^^  Composto  Q'A.  Infatti  il  passaggio  da  Q  ad  Q'  si  potrà  effet- 
uar^  mediante  successivi  cambiamenti  appartenenti  all'uno  od  al- 
«"^'tro  dei  due  tipi  or  ora  considerati. 

35o^  Veniamo  ora  a  dimostrare  quanto  si  era  detto  all'art.  357' 
cioè  ohe,  essendo  Q  ed  Q'  due  aggregati  comunque  equivalenti  ed 
_  un  unico  oggetto,  di  specie  v,  il  composto  QA  ò  equivalente  ad 
-^  A..    ;Per  supposto  esiste  un  nnmero  naturale  n  tale  che  gli  equi- 


—  142   — 

multipli  Qn,Q'„  di  Oedlì'  secondo  n  siano  direttamente  e 
lenti;  cosicché  saranno  equivalenti,  per  V  art.  prec.,  i  duo  coi 

Q^AedQ',^A.  Ma  questi  due  composti  non  sono  che  gli    eq\ 

tipli,  secondo  n,  dei  due  composti  QA  ed  O'A.  Questi  ultimi  son< 
que  (art.  319)  fra  loro  equivalenti  ;  e.  d.  d. 

360.  Il  teorema  ora  stabilito  ci  permette  di  dare  del  prc 
di  due  numeri  razionali  quaìisivogliano  la  seguente  defini; 
per  prodotto  di  due  numeri  razionali  h,  k  8^ intenderà  quel  n\ 

razionale  che  rappresenta  il  valore  del  composto  HK,  essendo  '. 

qualunque  degli  aggregati  di  valore  li  e  K  U7io  qualunque  dei 
gregati  di  valore  k. 

Il  prodotto ,  cosi  definito  ,  di  ^  e  A;  si  rappresenterà  col 
bolo  hk. 

È  appena  necessario  di  osservare  che ,  nel  caso  di  h ,  k 
positivi ,    questa  definizione  ricade    in    quella  già  data  (Gap. 
§0  4)  per   il   prodotto    di   due  numeri  naturali;  poichò    in    q 

caso  si  potranno  scegliere  per  H  e  K  due  aggregati  costituii 
da  /^  e  A;  unità  fondamentali. 

8.    Poiché   il    composto    IIK  ò  equivalente  (art.  356)  al  com 

KH,  è  chiaro  che  il  prodotto,  testé  definito,  di  due  numeri 
nali  A,  k  è  indipendente   dall'  ordine  dei  fattori  ;  cioè  che  hk 

Potremmo  altresì  dimostrare  come ,  in  base  alla  definizi 
parola,  il  prodotto  successivo  di  più  numeri  razionali  goda 
proprietà  commutativa  ed  associativa.  Ma  ciò  risulterà  più 
plicemente ,  in  modo  affatto  intuitivo,  dall'espressione  stessi 
ora  daremo,  del  prodotto  di  più  numeri  razionali  sotto  fon 
un'unica  frazione;  poichò  dalla  t'orma  stessa  deir  espressione  a 
ranno  le  dette  due  proprietà  come  conseguenza  immediata 
proprietà  stetse,  in  quanto  sono  già  state  stabilice  pel  caso  de 
dotto  di  più  numeri  naturali. 

362.  Il  prodotto  di  più  numeri   razionali  positivi  ridotti , 


è  sempre  possibile  (  art.  334  ) ,  alla  forma 

"l  "2 

dato  dalla  frazione  : 

m^mg  .  .  .  m,- 

UjUg  .  .  .  n,-  ' 

Tìt 

Infatti ,    essendo   — -  il  valore  di  un  aggregato  : 


\\\      mg  E 

ì  7   •    •   •   >  '" 

n,        u,  ] 


'^h 


A/ij   ,  X)nj   ,  L/Tjj  ,  .  .   . 


di  m^  unità  positive  di  specie  n^   ed  — ^  il  valore  di  un  aggr 


?^2 


di  wig  unità  positive  di  specie  Wg,  il  prodotto  — ^« — -  sarà 

^1     '^h 
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ore  del   composto  : 

cioè  il  valore  dell'  aggregato  : 

A„,P..  ,  A„,Q„,  ,... 

di    w,«2  unità  fondamentali  di  specie  n<^^.  Ora  il  valore  di  quest^ 
aggregati   è   appunto   espresso ,   come   sappiamo  (  art.  334  )  dalla 

fx^^zione  — ^— '. 

^G3.  Il  prodotto  di  più  numeri  razionali  positivi  o  negativi,  è 
u.  n.  numero  razionale  che  ha  per  valore  assoluto  (art.  332)  il  pro- 
li e:»  tto  dei  valori  assoluti  dei  fattori,  ed  è  poi  positivo  o  negativo 
8^€zondochè   il  numero  dei  fattori  negativi  è  pari  o  dispari. 

La  dimostrazione  si  fa  come  all'art,  prec,  dopo  aver  richiamata 
1^1.    definizione  data  all'art.  354  del  segno  del  composto  di  due  unità-, 
notando  inoltro  che  dalla  legge   di  composizione   dei   segni  (arti- 
colo 331)  segue  cho  il  composto  di  piti  segni  è  +  o  ^  ^  secondo  che 
fra  i  segni  da  comporsi  vi  sia  un  numero  jjari,  ovvero  un  numero 
dispari  di  segni  negativi. 

In  particolare  il  prodotto  di  un  numero  positivo  e  di  un  nega- 
tivo 6  un  negativo,  il  prodotto  di  due  positivi  ovvero  di  due  ne- 
gativi ò  un  negativo. 

364.  Affinchè  il  prodotto  di  due  numeri  razionali  sia  regnale  a 
zeroy  è  necessario  sia  zero  uno  dei  due  fattori. 

Infatti  il  prodotto  di  due  numeri  diversi  da  zero  ò  diverso  da 
zero  (cfr.  art.  362). 

365.  Il  prodotto  di  un  numero  razionale  k  per  1  è  uguale  a  k, 
nel  mentre  che  il  prodotto  di  k  per  -  1  è  uguale  a  —  k. 

La  dimostrazione  è  affatto  ovvia. 

366.  /S'è  a^  ,  ag  ,  .  .  .  ,  Of,^  sono  dei  numeri  razionali  quali sivoglia- 
^^)  j^ositivi  0  negativi^  il  prodotto  (—  Oi^){—  ot^)  .  .  ,  (—  a„)  è  uguale 
^\lo  stesso  prodotto  a^a^  .  .  .  a„  ,  ovvero  al  numero  ad  esso  contra- 
^^^y  secondochè  n  sia  pari  o  dispari. 

Si  ha  infatti,  secondo  1'  art.  precedente  : 

(-  «iX-  «2)  •  •  •  (-  0  =  [(-  l)^,][(-  1)^2]  •••[(-  O^nl 

=  (-  1)(-  !)...(-  0«i7,  .  .  .  a,,  =  (-  iy*<Xia5j  .  .  .  a^. 

Note. 

I'  K  importante  di  dimoatraro  come  la  lo^go  di  composizione  delle  unità 
^Ue  diverse  specie  e  so^ni,  data  in  questo  §  (art.  354),  sia  la  sola  loffo^o   ri- 
P®tto  alla  quale  la  legge  razionale  dei  valori   goda  della    proprietà  com- 
positiva. 

Ammettiamo  naturalmente  come  postulato  che  il  composto  di  un'unità 
**^8itiva  di  1»  specie  con  un'altra  unità  positiva  di  !•  specie  esser  debba 
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anUinità  positiva  di  I*  specie.  Se,  dopo  ciò,  Rnssisie  la  proprietà  compo- 
sitiva, il  composto  di  un  aggregato  di  m  unità  positivo  di  specie  m  e  del- 
Ta^^ro^ato  di  n  unità  positive  di  specie  n  esser  dovrà  eqniv&leute  ad 
un'  unità  di  1*  specie  (giacché  ognuno  di  quei  due  aggregati  eqniv&le  ad 
un*  unità  di  1*  specie).  Cioè,  un  aggregato  di  mn  unità  positive  di  specie  s 
(so  X  ii  ]&  specie  delP  unità  positiva  che  nasco  dal  composto  di  un*  unità 
di  specie  m  ed  una  di  specie  n)  esser  dovrà  equivalente  alPunità  di  prima 
specie.  Di  qui  segue  necessariamente  (art.  827)  che  x=.mn\  cioò  appunto 
che  un'unità  positiva  di  specie  m  composta  con  nn^unità  positiva  di  spe- 
cie n  deve  generare  un'unità  positiva. di  specie  mn. 

Ammettiamo  in  secondo  luogo  come  postulato  che  il  composto  dell'ag- 
gregato nullo  per  un^unità  positiva  di  X*  specie  esser  debba    equivalente 
all'aggregato  nullo.  Poiché  l'aggregato  nullo  è  equivalente  all'aggregato 
di  un'unità  positiva  A,- ,  di  specie  t,  e  della  sua  contraria  A',- ,  il  composto 
dell'  aggregato  A,-  ,  A',-  e  dell'  aggregato  di  m  unità  positive  di  specie  m 
(che  equivale  alla  unità  positiva  di  specie  1)  esser  dovrà  equivalente  al- 
Taggregato  nullo.  Cioò,  se  .r  ò  la  specie  dell'unità  D^  che  nasce  dal  com- 
posto di  A',-  con  J'miità  positiva  di  specie  m,  l'aggregato  di  wi  unità   po- 
sitive di  specie  mi  riunito  all'aggregato  di  m  unità  e<[ui valenti  a  D^  do- 
vrà riuscire  equivalente  all'aggregato  nullo.  Di  qui  segue  primieramente 
(  art.  822  )    che    D^    dev'  e^ssere    negativo  ;    onde    l' aggregato  di    m   unitéu^ 
positive  di  specie  mi  esser  dovrà  equivalente  all'aggregato  di  m  unità  ne 
gative  di  specie  x.  Sarà  dunque  (  art.  827  )  x  :=^mi  ^  cioò  :   il   composto  d 
un'unità  positiva  di  specie  m  e  di  una  negativa  di  specie  i  esser    dovri 
un'unità  negativa  di  specie  ni. 

Se  ammettiamo  finalmente  come  terzo  postulato  che  il  composto  dell'a;^ 
gregato  nullo  con  se  stesso  sia  ancora  equivalente  all'aggregato  nullo,  ^ 
composto  : 

(A,-  ,  A',KB^  ,  B',„) 

dovrà  equivalere  all'aggregato  nullo.  Di  qui  segue  facilmente  pei  risulta.  ' 
già  ottenuti  circa  i  composti  AjB,^  ,  A,B',|,  ,  A'jB,,,  che  il  composto  A',B  " 
esser  deve  equivalente  al  composto  AjB,n  ;  cioè  che  il    composto   di    d'Vjx.G 
unità    negative    di   specie   i  ed   m   risp  ,  esser  deve  un'unità  positiva      «3.i 
specie  im. 

Le  definizioni  date  all'art.  354  si  trovano  cosi  tutte  giustificate. 

2.  La  definizione  di  composto  di  due  unità  ot  e  ^,  data  all'art.  854,  si  j^-kiò 
anche  enunciare  sotto  questa  forma:  il  composto  a^  è  un'unità  dedotta  t^^Mt- 
l'unità  a  nello  stesso  modo  col  quale  daWunità  fondamentale  positiva  è    »t^Mf€t 
dedotta  l'unità  [i.  Infatti  afl  è  un'unità  di  segno  eguale  o  contrario  a  qut^llc 
di  a  secondochò  [ì  è  di  sogno  eguale  o  contrario  a  quello  dell'unità   fon- 
damentale positiva.  E  se  un'  unità  fondamentale    equivale   all'  aggregf^^t;o 
di  n  unità  simili  a  [i  (che  t^ia  cioè  di  specie  ?»),  anche  l'unità  a  (che     sia 
di  specie  m)  equivale,  fatta  astrazione  dal  segno,  all'aggregato  di  nuca i*'* 
simili  al  composto  afj  che  è  di  specie  vm  (cfr.  art.   820). 

Si  può  facilmente  riconoscere  come  anche  il  prodotto  di  due  aggreg'fit*'* 
obbedisca  a  questo  stesso  concetto  (cfr.  la  l*  dello  note  fatto  da  Cau.^^*/ 
al  suo  :   Cours  d'Anahjsc  de  V Ecole  Polytechnique^  Paris,  1821). 

§  10.»  —  Proprietà  dtstrtbativa  della  molti plloaiione 

del  numeri  razionali. 

:3G7.  La  proprietà  distributiva   della   moltiplicazione  dì   num^^^ 
naturali  rappresentata  dall'  uguaglianza  : 

(a  +  h)c  -  ac  -f-  bc  C  ^) 

(cfr.  Gap.  I,  §  0.'^;  sussisto  anche  se  a,  b,  e  siano  dei  numeri    *"**^" 
zionali  (lualisivogliaiio,  interi  o  frazionarli,  positivi  o  negativl- 


i 
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Infatti,  86  A  ,  B ,  C  siano  ag^egati  (di  unità  fondamentali  od  ali- 
qnote,  positive  o  negative)  rappresentati  risp.  dai  numeri  a,  6,  e,  baste- 
rà, per  dimostrare  la  (1),  di  dimostrare  che  V  aggregato  (A  ,  B)C_è 
equivalente  all'  aggregato  (AC  ,  BC);  giacché  V  aggregato  (A  ,  B) 

formato  dalla  riunione  di  A  e  B  è  rappresentato  (art.  317)  dal  nu- 
mero o  +  &,  ecc.   Ora  è  manifesto  (cfr.  art.  28)   che  il   composto 

dell'  aggregato  (A  ,  B)  e  dell'  aggregato  C  è,  non  solamente  equi- 
valente, ma  addirittura  identico  alla  riunione  dell'aggregato  com- 
posto AG  e  dell'  aggregato  composto  BC. 

368.  La  proprietà  distributiva  ora  dimostrata  ha  per  conseguen- 
za, precisamente  come  si  è  visto  pei  numeri  naturali,  che  il  pro- 
biotto  di  due  somme  di  numeri  razionali  è  uguale  alla  somma  di 
^"Utti  i  prodotti  che  si  possono  formare  moltiplicando  un  termine 
qualunque  della  prima  somma  per  un  termine  qualunque  della  se- 
^onda. 

Si  ha  cosi,  ad  esempio  : 

(a-36+2c)(d-3;^)= 

=a(f+(-.3i^)rf+2cd+a(-3/i)+(-3&)(-3;i)+(2c)(-3;0 
ossia  (cfr.  art.  366): 

{a-'Sb-h2c){d-3h)=ad-3bd^2cdSahT9bh-ech. 

369.  È  del  pari  manifesto  che  quanto  si  è  detto  nel  primo  Ca- 
pìtolo circa  le  espressioni  monomie  e  poUnomie  o ,  più  general- 
'nente,  circa  le  espressioni  intere  dedotte  da  certi  numeri  a,  ò,  e,... 
^^gne  a  sussistere  anche  se  a,  ò,  e,...  siano  numeri  qualisi vogliano. 

Soltanto  noteremo  che  si  dovranno  ora  considerare  come  espres- 
sioni monomie  (cfr.  Cap.  I,  §  6.®)  non  solamente  quelle  della  forma: 

^a  anche  quelle  della  forma: 

8'ìacchè  si  può  scrivere  : 

-  a*6^'c'  .  .  .  d^  =  (^  \)a'^bh^  ...d\ 

^  per  la  stessa  ragione  potranno  considerarsi  come  espressioni  po- 
^^nomie  (cfr.  Cap.  I,  §  8.©)  tutte  quelle  della  forma: 

±aV...d^d:a"[>P  ...d*"  ±...=ta*    b^      .  .  .  d^    . 

^  370.  Finalmente  notiamo  che  le  espressioni  intere ,  cioè  (cfr. 
^ap.  l^  art.  106)  le  espressioni  dedotte  dai  numeri  a  ,  6  ,  e  , . . . ,  rf 
^ediante  le  tre  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottra- 
ndone, hanno  ora  un  senso  perfettamente  determinato  qualunque 
siano  i  valori  che  si  attribuiranno  ad  a,  b,  e, ... ,  d.  Non  ha,  cioè, 
piti  ragione  di  essere  la  restrizione  che  eravamo  costretti  a  fare 
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fìiichò  dovevamo  restare  nel  campo  dei  sol!  numeri  naturali,  giac- 
ché nei  campo  dei  numeri  razionali  la  sottrazione  è  sempre  pos- 
sibile, 

Vote  ed  Esereisi. 

1.  8e,%  numeri  razionali  positivi  a,  a,  b,  ^  soddisfano  alle  diseguaglianze  r 

a  <  b     ,     a<p 
è  anche  : 

aa  <  a^. 

Si  dimostrerà  oi6  osservando  che  dev^essere  b  —  a  +  he^^a-^-k,   co 
h  e  k  positivi  (ed  h  diverso  da  zero). 

2.  Essendo  a  e  b  due  numeri  razionali  qualisi vogliano,  si  riconosca  e 

il  numero   --- —  è  sempre  compreso  fra  a  e  6  ;  e  se  ne  deduca  poi   e 

fra  due  numeri  razionali  qualunque  sono  sempre  compresi  infiniti  altri  numi 
razionali. 

3.  Dati  due  numeri  razionali  qualunque  a  e  b  (a  <  ò),  dimostrare  co 

si  possa  determinare  il  numero  naturale  n  in  modo    che  a  +  ~  sia  compr^^  ^ 
fra  a  e  b. 

§  11.0  — Qaoto  di  due  nameri  raslonall. 

371.  Dati  daé  nnmeri  naturali  m  ed  n,  non  esiste  (ad  eccezione 
del  caso  particolare  in  cui  7n  sia  multiplo  di  n)  un  numero  nnt.i3- 
rale  x  che  moltiplicato  per  n  produca  m. 

Questo  problema  diventa  però  risolubile  nel  campo  dei  nume  ■*/ 
razionali;  giacché  esso  è  soddisfatto  dal  numero  razionale: 

m 
n 

Da  questa  eguaglianza,  moltiplicandone  entrambi  i  membri  per  -^*» 
segue  intatti  (art.  362)  : 

m  m    n      mn 

nx  ~  —  n  =  —  •  — =  m. 

11  n      \        n 

372.  Più  generalmente  :  se  a  e  f  sono  due  numeri  razionali  e  Jf 
sia  diverso  da  zero,  esiste  un  unico  numero  razionale  x  che  mo^^' 
tiplicato  per  ^  produce  a. 

La  restrizione  che  g  sia  diverso  da  zero,  è  necessaria;  poich^^' 
se  ^  =  0,  l'uguaglianza: 


te 

io 


non  può  evidentemente  essere  soddisfatta,  se  non  quando  sia  a-l 
E  se  anche  a  è  uguale  a  zero,  l'eguaglianza  (1)  sarà   manifests^^ 
mente  soddisfatta  da  qualunque  numero  razionale  x. 
Supponiamo  ora  dapprima  che  a  e  ^  siano   due   numeri 
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nali  positivi  : 


m      «      m' 


a  =  —  ,  ?  =  --  »  (W  >  0). 

n  n' 


L'eguaglianza  (1)  sarà  soddisfatta  prendendo: 


X  = 


Si  avrà  infatti  appunto  : 


m'        m'nin'      ììi'in'n'      m 
X  =  -  . — r  = 


n'  n^nm!      w«wi'n'       ?* 


Se  a  e  ^  non  sono  entrambi  positivi,  ma  sia  in  generale  : 


m     ^       .m' 


71  n' 

ove  6  ed  g'  figurano  i  segni  +  o  —  oppure  anche,  che  ò  la  stessa 

cosa,  +  1  o  —  1 ,  basterà ,  per   soddisfare   V  uguaglianza   (l),  di 

prendere: 

mn' 

aj  =  ±  — , 

nm' 

scegliendo  il  segno  +  ovvero  il  segno  —,  secondochò  i  due  segni 
£   ed  g'  siano  uguali  o  contrarli.  Si  avrà  infatti  (cfr.  art.  366): 

,w'  m'     /  mn*  \        ,        ,  m'  mn'         m 

g'  — •a;  =  g'  — .g(g' — 7  )  =g'.g.g'— =6  — . 

n'  n       \    nmf  I  n'    wnv         n 

373.  Ci  resta  ancora  a  dimostrare  che,  oltre  al  numero  x  cosi 
determinato,  non  esiste  alcun  altro  numero  razionale  x  che  sod- 
disfi alla  (1).  Ed  invero,  ammesso  che  sussistessero  simultanea- 
mente le  due  uguaglianze  : 

f  a;  =  a    ,     psc'  =  a  , 

sottraendo  l'una  dall'altra  membro  a  membro,  se  ne  dedurrebbe: 

I 

ossia  anche  : 

^'onde,  poiché  il  fattore  3  è  ^  0  (art.  364)  : 

x  —  aj'  =  0 ,     cioè  :     x  —  x\ 

374.  Il  numero,  di  cui  abbiamo  ora  constatata  V  esistenza,  che 
moltiplicato  per  p  produce  or,  si  chiama  il  quoto  di  a  per  fi   e  si 

rappresenta  col  simbolo  -7-,  od  anche  con  a  :  0. 

Questa  definizione  del  simbolo  ~  è  in  perfetto   accordo   (cfr. 
^^*  371)  col  significato  già  dato  a  questo  numero  nel  caso  in  cui  a 
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e  ^  siano  interi  e  positivi.  È  quindi  naturale  di  applicare  al  sim- 

bolo  -^ ,  qualunque  siano  i  numeri  razionali  a  e  f,  V  epiteto  di 

frazione  e  ai  suoi  due  termini  a  e  p  quello  di  numeratore   e  di 
denominatore  della  frazione 

375.  //  valore  di  una  frazione  qualsivoglia  non^si  altera  wot- 
tiplicandone  il  numeratore  e  il  denominatore  per  uno  stesso  nt^ 
mero  razionale. 

Infatti;  se  : 

a 

si  ha: 

e  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  un  numero  razionale  <4^^ 
lunque  y  : 

cioè  appunto  : 

376.  Dair  eguaglianza  : 

ax  =  ay 

segue, se  a  è  diverso  da  zero: 

ax     ay 
a  ^  a  * 

cioè  per  Tart.  precedente: 

x  =  y, 

ossia:  se  i  due  membri  di  un*  eguaglianza  hanno    un   fattore    ^^ 
mune  diverso  da  zero,  esso  si  può  anche  sopprimere, 

377.  Per  avere  il  prodotto  di  due  frazioni^  basta  formare  la  f^'^ 
zione  che  ha  per  numeratore  il  prodotto  dei  numeratori  e  per  €Ì^' 
nominatore  il  prodotto  dei  denominatori. 

Sia  infatti  : 

a  a 

Dair  eguaglianze  : 

px  ^  a  ,  by  =:  a, 

moltiplicato  membro  a  membro,  segue  : 

^^b'xy  =  ari , 
cioè  appunto  : 

aoL 

378.  Per  avere  il  quoto  di  due  frazioni,  basta  formare  la 
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zione  che  ha  per  numeratore  il  numeratore  della  prima  moltipli- 
cato per  il  denominatore  della  seconda  e  per  denominatore  il  de- 
nominatore della  prima  moltiplicato  per  il  numeratore  della  se- 
conda. Cioè  : 

a 

a  '~  pa* 
b 

Invero,  per  verificare  l'esattezza  di  questa  uguaglianza,   basta 
verificare  che  : 

aò    a  __  a 

\    si  ha  infatti,  secondo  V  art.  precedente  : 

aò    a      a  •  6a  _   a 

379.  La  somma  di  due  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  è 
S^zfale  alla  frazione  che  ha  per  numeratore  la  somma  dei  nume- 
citrjri  e  per  denominatore  il  denominatore  comune, 

sSia  infatti: 

[3a.ir  uguaglianze  : 

dx^a  f     dy^^ 

sommate  membro  a  membro  segue  : 
cioè  appunto  : 

380.  Di  qui  segue  (cfr.  art.  375)  che  la  somma  di  due  frazioni  si 
può  esprimere,  sotto  forma  di  un'unica  frazione,  corno  segue  : 

a       OL  ^a^     ab  ^a^  +  ab 

381.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  due  numeri  a  e  p,  si 
ottiene  il  numero  x  che  moltiplicato  per  p  produce  a,  si  chiama 
^jdmne  di  a  per  3.  A  rigore  si  dovrebbe  però  chiamarla  divi- 
sione razionale  od  esatta  di  a  per  p,  per  distinguerla  dalla  divi- 
sione naturale,  da  noi  già  considerata  al  capitolo  II,  che  dà  per 
risultato  il  quoziente  di  a  per  p,  cioè  quel  numero  naturale  (in- 
^^ro  e  positivo)  q  che  indica  quante  volte  il  numero  positivo  p  è 
contenuto  in  a. 

^'el  mentre  che   il  quoto  a?  di  a  per  p  soddisfa  alTuguaglianza: 

a  =  fac. 
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il  quoziente  ^  di  a  per  p  soddisfa  airegaaglianza  : 

a  =  ^(?  +  r 

essendo  r  un  numero  positivo  minore  di  ^.  Da  quest'ultima  egua- 
glianza si  deduce  : 

dove  "ó"  è  minore  di  1.  Il  quoziente  non  è   dunque  altro   che  la 

parte  intera  del  quoto,  il  quale  si  chiama  perciò  anche  quoziente 
esatto  (spesso  anche  semplicemente  quoziente,  quando  la  natura 
della  questione  non  dia  luogo  ad  equivoco). 

§  12.0  —  Espressioni  razionali  —  Eqaasloni  algebriche. 


382.  Si  chiama  espressione  razionale  ogni  espressione  ottenuta 
operando  su  certi  numeri  a,  6,  e, .  . ,  ,  d,  ben  determinati  o  desti- 
nati a  restare  arbitrari,  mediante  le  quattro  operazioni  fondamen- 
tali, cioè  moltiplicazione,  addizione,  sottrazione  e  divisione,  ese- 
guite un  numero  finito  di  volte. 

Così,  ad  esempio  : 

a  ^b 


(e  a  —  h  \a-\-h 

'      e  +  rf      c—djc  +  d 
a 


è,  come  si  vede ,  un'  espressione  razionale  rispetto  ai  numeri   a , 
b ,  e ,  d. 

383.  Ogni  espressione  razionale  si  può  ridurre,  senza  alterarne 
il  valore^  sotto  forma  di  espressione  intera  o  di  quoto  di  due  e- 
spressioni  intere  (cfr.  Gap.  I,  §  12). 

Supponiamo,  infatti,  che  ciò  sia  già  stato  dimostrato  per  quelle 
espressioni  razionali  che  si  deducono  dai  numeri  a ,  & ,  e , .  . . ,  <f 
mediante  un  numero  di  operazioni  fondamentali  inferiore  a  k,  e 
Tacciamo  vedere  che  il  teorema  sarà  vero  anche  per  ogni  espres- 
sione razionale  E  ottenuta  mediante  k  operazioni. 

Invero,  l'ultima  delle  k  operazioni,  mediante  le  quali  è  stata  ot- 
tenuta E,  sarà  un'operazione  fondamentale  eseguita  fra  due  espres- 
sioni E'  ed  E"  già  ottenute  precedentemente,  cioè  con  meno  di  k 
operazioni  ;  cosicché  sarà  per  V  ipotesi  fatta  : 

E  =  —       E"  =  — 
essondo  H',  K',  H",  K''  espressioni  intere  formate  con  a,  6,  e,...,  ^' 
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Poiché  ora: 


E  +  E'=    -  +  —  = ^ — 

K'     K"  K'K" 


K'     K' 


tu  II 


K'K 


K'     K"     K'K" 


H'     H"     H'K 


tir  II 


E' 


E"      K'  *  K"      K'H"  ' 


è  chiaro  che  E  avrà  una  delle  quattro  forme  : 
H'K"  +  H"K'       H'K"  -  H"K'        H'H" 


K'K" 


IVI! 


K'K 


K'K 


//    9 


H'K^ 
K'H" 


ciascuna  delle  quali  è  appunto  il  quoto  di  due  espressioni  intere. 
Il  teorema  enunciato  è  cosi  dimostrato,  poiché  esso  é  evidente- 
mente vero  per  le  espressioni  ottenute  da  a,  6,  e, ... ,  d   con   una 
8ola  operazione,  le  quali  appartengono  ad  uno  dei   quattro   tipi  : 


ab  ,  a-i-b  ,  a  —  b  , 


a 


384.  L'eguaglianza,  ottenuta  col  procedimento  teste  indicato: 

M 


E  = 


N 


che  pone  un'  espressione  razionale  qualsivoglia  E  sotto   forma   di 

tjiioto  di  due  espressioni  intere  M  ed  N,  ci  dice  solamente  che  per 

tulli  quei  valori  di  a ,  6 ,  e  , . . . ,  rf  pei  quali  E  ha  un  significato, 

k  M 

M  un  significato  anche  —    e  che  i  due  significati  coincidono.  La 


N 


M 


^iproca  non  è  però  vera.  Cioè  la  frazione  ■--  può  avere  un  si- 

N 

piificato  anche  per  valori  di  a  ,  6  ,  e  , .  .  .  ,  e2  che  non  danno  un 
H^ificato  ben  definito  ad  E.  Così,  ad  esempio,  V  espressione  ra- 
tìonale  : 

a 
b 


e 


w  un  significato  ben  definito  soltanto  quando  siano  diversi  da 
^ro  tutti  i  denominatori,  cioè  quando  siano  soddisfatte  le  dise- 
gwgUanze  : 

6^0  ,  c^O  ,  d^Q. 
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In  qnest'  ipotesi  sì  può  scrivere  : 

a 

b     _  ad  ^ 

d 

ma  il  secondo  membro,  a  dififerenza  del  primo^  ha  significato  an- 
che se  sia  d  ^0,  purché  sia  soltanto  : 

6^0  ,  e  2  0. 

A  questo  inconveniente  si  può  ovviare  scrivendo  : 

a 

b    ^  add 
e        bcd  ' 
d 

poiché  in  questa  uguaglianza  i  due  membri  hanno  significato  (e 
significato  eguale)  per  gli  stessi  valori  di  a,  6,  e,  d. 

385.  In  generale  possiamo  dire  che  un'espressione  razionale  qua- 
lunque E;  composta  coi  numeri  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  ,  d ,   si  può  sempre 

M' 
porre  sotto  forma  di  quoto  —  di  due  espressioni  intere,  avendo  la 

M' 
frazione   —,  significato  per  quei  soli  valori  di  a. ,  h  ,  e  ,  .  ,  ,  ,  d  che 

danno  significato  ad  E.  Essa  non  sarà  però  in  tal  caso,  general- 
mente parlando,  ridotta  alla  sua  piii  semplice  espressione  {potendo, 
per  esempio,  M'  ed  N'  avere  qualche  fattore  comune). 
Infatti,  neir  eguaglianza  : 

ottenuta  col  procedimento  dell'art.  383,  il  secondo  membro  ha  un 
significato  ben  determinato,  che  coincide  con  quello  del  primo 
membro,  neiripotesi  che  siano  soddisfatte  certe  diseguaglianze: 

D2O  ,  D'sO  ,  D"^0,  .  .  . 

che  nascono  dairesprimere  che  sono  diversi  da  zero  tutti  i  denomi- 
natori che  s'incontrano  nelle  varie  divisioni  occorse  nella  compo- 
sizione di  E.  Se  però  scriviamo,  come  è  lecito  : 

MDD'D" .  .  . 
""  NDD'D'"'"."  ~  ' 

il  secondo  membro  avrà  significato  (uguale  a  quello  di  E)  per  tutti 
e  soli  quei  valori  di  a,  h,  e,.  , ,  ,  d  che  danno  un  significato  ad  E. 

38G.  Se  E,  E'  sono  due  espressioni  razionali  dedotte  dai  numeri 
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a,bjCf..,^dj  ed  esista,  o  si  supponga  esistere  Tuguagliauza  : 

E  =  E', 

si  potrà  a  quest'uguaglianza  dare  la  forma  : 

E  -  E'  ^  0. 

Quindi,  poiché  E  -  E'  è  pure  un'espressione  razionale  dedotta  dai 
namcri  a,  b,  Cj .  .  .  ,  d,  si  può  ad  essa  sostituire,  per  V  art.  prec., 
nu'  eguaglianza  ad  essa  perfettamente  equivalente,   della  forma  : 

M 

essendo  M  ed  N  espressioni  intere  dedotte  da  a,  6,  e,  .  .  .  ,  e/. 
Ma  Tuguaglianza  (1)  equivale  alla  uguaglianza  : 

M  =  0 

congiunta  colla  disuguaglianza: 

Vediamo  dunque  che  ogni  eguaglianza,  o  sistema  di  piit  egua- 
gUanze^fra  espressioni  razionali  dedotte  da  a,  b,  e,  .  .  .  ,  d,  si  può 
surrogare  {colVaggiunta  di  certe  diseguaglianze)  con  un'eguaglian- 
za,  o  con  un  sistema  di  uguaglianze  di  forma  intera  : 

M  ^  0,M'=0,M"  =  0,  .  .  . 
cioè  uguagliando  a  zero  certe  espressioni  intere  dedotte  da  a,  b,  c,...,d. 

387.  Tutti  i  problemi  deiralgebra  si  riducono  in  ultima  analisi, 
^^  Uguagliare  fra  loro  certe  espressioni  razionali  dedotte  da  nu- 
"^^n  a,  6,  e,  ,  ,  .  jd  più  0  meno  detcrminati  ed  a  ricercare  se  e 
^^ali  valori  di  a,  6,  e,  .  .  - ,  d  possano  soddisfare  tutte  le  ugua- 
glianze cosi  ottenute.  Ora,  per  quanto  si  è  testò  dimostrato,  tutte 
queste  uguaglianze  si  possono  ridurre,  fatta  astrazione  da  certe  di- 
suguaglianze, ad  un  sistema  di  equazioni  : 

E^  =  0  ,  Ejj  =  0  ,  .  .  .  ,  E^  =  0 

^"  cui  le  E  sono  espressioni  razionali  intere  dedotte  da  a,  b,  c,...,d. 
Queste  uguaglianze  si  chiamano  anche  talvolta  equazioni  aìge- 
^che,  ed  il  loro  insieme  si  dice  essere  un  sistema  di  equazioni 
algebriche. 

.  388.  In  ogni  sistema  di  equazioni  algebriche  alcune  delle  quan- 
^*l^  a,  6,  e,  .  .  .  ,  d  sono  perfettamente  determinate  a  priori  e  ven- 
gono per  conseguenza  espresse  con  dei  simboli  numerici  propria- 

ìn  11 

'"ente  detti,  come  ~  ,  3  ,--,...  Altre  non  sono  dclermiuate  a 

pi'ioii,  ma  s' intende  che  debbono  essere  fissate  a  piacere;  esse 
P'*cndono  il  nome  di  parametri  e  si  designano  appunto  colle  let- 
^^fe  a,  b,  e,  .  ,  .  ,  a,  ^,  7,  .  .  .  Altre  finalmente  si  lasciano  indeter- 
^'Hate  anche  dopo  fissati  i  valori  dei  parametri,  inquantochè  rap- 

^APRLLi.  —  I$tiiuzioni  di  analisi  algebrica^  B.*^  ediz.  20 
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proftontaiio  le  incognite  del  problema;  il  quale  consiste  appunto 
noi  determinare  tali  incof^^nite  in  modo  che  tutte  le  equazioni  si 
trovili')  soddisfatte.  Le  incognite  si  designano  ordinariamente  colle 
ultime  hjttere  dell'ai fabeto,  come  x,  y,  z,  t,  u,  v  ^  ,  ,  . 

:\H\).  Cosi,  ad  esempio,  le  due  equazioni  : 

:^a:- -  ^  axy  f  (6  -b  c)y-  +  2=0 

2x^  -  Zbcxy  +  5  =  0 

rii  possono  considerare  come  un  sistema  di  due  equazioni  algebri- 
ciu^  collo  due  incognite  x,  y.  In  esso  figurano  però,  oltre  ai  coef- 

llrienti  determinati  a  pHori:  2  ,  —",3,-3  ,  5,  anche  i  parametri 

f(,  hf  e, 

;iOO.  Un'equazione  algebrica  fra  le  incognite  x,  y,  .  .  . ,  z  sì  dice 
del  yniiio  n,  se  n  ò  il  grado  (Gap.  I,  art.  225)  del  polinomio,  che 
no  forma  il  primo  membro,  rispetto  alle  variabili  ce,  y,  .  .  . ,  2.  Così 

ad  oHom]>i(>  : 

ax  +  by  f  e  =  0 

^  il  tipo  più  generiUe  di  un'equazione  di  lo  grado  colle  due  in- 
eognito  u',  y\  nel  mentre  che  il  tipo  più  generale  di  un'equazione 
(li  2'»  grado  fra  le  stesse  due  incognite  sarà: 

ax-  +  by-  +  Icxy  +  cfx  +  ey  +  ^  =  0, 
(»  rosi  via. 

§  13.0  -.  Risoluzione  di  equazioni  di  !<>  grado. 

;{'.)!.  Ogni  equazione  di  !<>  grado  con  una  sola  incognita  x  si 
può  sempre  ridurre  alla  forma  : 

ax  i  hzzO  (1) 

essendo  a  e  6  numeri  conosciuti.  Alla  (1)  si  può  anche  dare  la 
forma  equivalente  : 

au:  =  —  6  ,  (2) 

come  si  vede  portando  (§  7.o)  il  secondo  termine  h  al  secondo 
membro. 

Il  problema  di  risolvere  la  (2)  coincidendo  ora  con  quello  di 
trovare  (§  ll.o)  il  quoto  di  a  e  di  —  6,  vediamo  senz'altro  che: 
se  il  coefficiente  a  è  diverso  da  zero,  l'equazione  (l)  ammette  ru- 
nica soluzione  : 

a    ""       a  ' 

Se  poi  a  =  0,  V equazione  {V)  è  incompatibile,  a  meno  che  sia  anche 
b  =  0,  nel  quale  caso  la  (Ij  è  evidentemente  soddisfatta  da  qual- 
siasi valore  di  x. 
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892.  Un'equazione  di  1»  ^rado  con  più  incognite,  p.  es.  con  tre 
incognite  x,  y,  z  è  riducibile  alla  forma: 

ax-\-  bi/+  cz  i-  d~0,  (3) 

Dei  quattro  coefficienti  a,  b,  e,  d,  l'ultimo  d  si  cliiama  il  termine 
noto  delTequazione  ;  gli  altri  (che  sono  pure  numeri  conosciuti)  si 
dicono  i  coefficienti  delle  incognite. 

Il  problema  rappresentato  dalla  (3^,  (in  cui  i  coefficienti  a,  6,  e 
8i  debbono  ritenere  tutti  diversi  da  zero,  poiché  altrimenti  l'equa- 
zione non  conterrebbe  che  un  numero  minore  d'incognite)  è  sem- 
pre indeterminato,  perchò  ammette  un  numero  infinito  di  soluzioni. 
Invero,  fìssati  a  piacere  i  valori  di  due  delle  incognite,  p.  es.  di 
y  e  dì  Zj  la  (3)  si  presenterà  come  un'equazione  colla  sola  inco- 
gnita X,  che  si  potrà  anche  scrivere  cosi  : 

ax  =  --  {by  •\-  cz  -t  d) 
d' onde  : 

by  +  cz  ^  d 

a 

393.  La  risoluzione,  ove  sia  possibile,  di  un  sistema  di  m  equa- 
zioni di  lo  grado  con  n  incognite  a?,  y,  z,  ,  ,  ,  ,  non  presenta,  teo- 
ricamente parlando,  alcuna  difficoltà.  Basterà  infatti  ricavare  da 
tina  delle  equazioni  il  valore  di  una  delle  incognite,  p.  es.  di  a?, 
come  all'art,  prec,  e  sostituire  l'espressione  così  ottenuta,  che  con- 
terrà soltanto  y,  Zf  •  ,  .  ,  nelle  rimanenti  equazioni,  le  quali  vor- 
ranno cosi  a  formare  un  sistema  di  ?n  —  1  equazioni  di  lo  grado 
colle  sole  m  -  l  incognite  y,  2?,  .  .  .  Reciprocamente,  è  facile  rico- 
noscere che  ogni  sistema  di  valori  delle  y ,  z ,  .  .  .  soddisfacente 
alle  w  -  1  equazioni  cosi  trasformate,  congiunto  col  corrispondente 
valore  di  x  dato,  come  sopra,  dalla  prima  equazione,  fornirà  un 
sistema  di  valori  di  a?,  y,  2, ...  i  quali  soddisferanno  tutte  le  m 
equazioni  primitive. 

La  risoluzione  del  sistema  delle  ?n  —  l  equazioni  colle  n  -  ì  in- 
cognite si  farà  poi  dipendere  al  modo  stesso  da  quella  di  un  si- 
stema di  m  —  2  equazioni  con  n  -  2  incognite  al  più  ;  e  così  di 
seguito.  Barante  queste  successive  riduzioni  potrà  accadere  che 
qualcuna  delle  equazioni  residue  si  trovi  affatto  priva  di  inco- 
gnite. Se  una  siffatta  equazione  esprima  un'assurdità  (come  p.  es. 
4=3)  è  chiaro  che,  senza  procedere  più  oltre,  si  dovrà  dichiarare 
il  problema  proposto  insolubile,  ossia,  come  anche  si  dice,  che  le 
w  equazioni  date  fra  le  n  incognite  x,  y,  2,  .  .  .  sono  incoinpati- 
^ih*.  In  caso  contrario  si  potrà  proseguire  finché  non  resti  più  al- 
cuna delle  equazioni  primitive  0  restino  soltano  equazioni  (non 
assurde)  prive  di  incognite. 

Il  sistema  proposto  si  sarà  così  trasformato  in  un  altro,  ad  esso 
equivalente,  della  forma: 

X  =  ay  -^-bz  +  et  -h  '  '  '  i-  du  +  ev  +  gw  +  .  .  . 

y  =  a^z  +  &!*+...+  d^u  +  e^v  +  giW  -f  .  .  . 

z  —  a^t  -f-  .  .  .  -f  d^u  -f  e^v  -h  g^w  -I-  .  .  . 


u  =  a^v  -h  b^w  -f  .  .  . 
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il  quale  si  risolverà  prendendo  a  piacere  i  valori  delle  v,  w, .  .  .  , 
dopodiché  i  valori  delle  rimanenti  incognite  x,  y,  2;,  .  .  . ,  u  si  tro- 
veranno perfettamente  determinati. 

394.  Consideriamo  p.  es.  il  sistema  di  due  equazioni  con  due 
incognite  : 

ax-hhy  =  c  ,  asc  -h  ^y  =  Y.  (4) 

Se  a  è  diverso  da  zero,  si  ricaverà  dalla  prima  : 

e        b 
x  = y  (5) 

iì,  sostituendo  questa  espressione  di  x  nella  seconda  equazione,  si 
otterrà,  per  determinare  y,  V  equazione  : 

(ag  —  b%)y  =^  a^  -  C7. 

la  quale,  se  a}  -  ha  b  diverso  da  zero,  ci  darà  per  y  il   valore: 

av—  cfx 

Se  poi  fosse  a?  —  òa  -  0,  il  sistema  proposto  (4)  si  dovrebbe  di- 
chiarare incompatibile,  a  meno  che  fosse  anche  a^  —  colz^Q  ,  nel 
qual  caso  si  potrebbe  assegnare  a  piacere  il  valore  di  y  e  deter- 
minare X  mediante  la  (5). 

Sostituendo  Tespressione  di  //  data  dalla  (6)  nella  (5)  troviamo 
dunque  che,  se  ag  -  ba  è  diverso  da  zero,  il  sistema  (4)  è  risoluto 
da  un  unico  sisfema  di  valori  di  x,  y,  dato  dalle  formolo: 

e?  -  ÒY  ay  —  COL 

a^  "bOL  ^  ^      a^-boL 

Allo  stesso  risultato  si  perverrebbe  se,  essendo  nella  prima 
delle  (4)  a  =  0,  fosse  invece  b  ^0,  ragionando  su  y  come  si  ò  ra- 
gionato su  X.  Il  caso  in  cui  a  e  b  fossero  entrambe  nulle  si  trova 
già  impliciiamente  escluso  per  T  ipotesi  che  al  —  bi  sia  diverso 
da  zero. 

Vote  ed  Eseroisi. 

1.  Dimostraro  che,  essendo  : 

a^O  ,  «p  —  6a  =  0  ,  oy  —  ca  =  0, 
è  anche  : 

2.  Trovare  le  condizioni  di  compa^bilità  del  sistema  di  tre  equazioni  : 

ax  +  hy  ^  e  ,  oac  +  fj;/  =  y  ,  Ax  -{•  By  =.  C. 
8.  Riconoscere  che,  se  : 
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il  sistema  di  8  oqaazioni  : 

ammette  runico  sistema  di  soluzioni  : 

§  14.0  —  Risoluzione  di  un'  equazione  algebrica, 
con  un'incognita,  di  qualsivoglia  grado. 

395.  Dovendosi  risolvere  un'  equazione  algebrica  del  grado  n , 
con  una  sola  incognita  x  : 

ci  è  sempre  lecito  ritenere  che  i  coefificicnti  a^  ,  aj  ,  .  .  .  ,  a,^  siano 
tutti  interi,  giacché,  se  non  lo  fossero,  basterebbe,  per  renderli 
lali,  di  moltiplicare  la  (1)  pel  minimo  comune  multiplo  dei  deno- 
minatori delle  frazioni  che  11  rappresentano,  già  ridotte  preventi- 
vamente alla  loro  più  semplice  espressione. 

Ciò  premesso,  supponiamo  che  la  (1)  sia  soddisfatta  da  un  certo 
valore  positivo  di  ac,  che  si  potrà  sempre  ritenere  posto   sotto   la 

forma  —  ,  essendo  —  due  numeri  interi  positivi  primi   fra   loro. 

i'ovrà  essere: 

ossia,  che  è  la  stessa  cosa,  moltiplicando  l'equazione  per  q*^  : 

«oP'*  +  aiP""'q  +  a^P^'Y  -^ .  .  .  ^  ««-,  pq''"^  +  «„7'*  =  0.      (2) 

Poiché  ora  il  numero  p  è  un  divisore  di  ciascuno  dei  primi  n 
temiini,  è  chiaro  che,  per  essere  soddisfatta  la  (2),  ò  necessario 
che  esso  sia  altresì  divisore  delTultimo  termine  a^^q'^.  M.fi  p  è  primo 
con  g;  quindi  dovrà  essere  a^^  divisibile  per^.  Similmente  si  vede 
che  7,  dividendo  tutti  i  termini  del  primo  membro  di  (2;  a  comin- 
ciare dal  secondo,  dovrà  dividere  a^. 

E  dunque  manifesto  che  per  averej  se  ne  esistano,  tutti  i  valori 
razionali  positivi  di  x  che  soddisfano  la  (2),  basterà  trovare  (cfr. 
art.  192)  tutti  i  divisori  positivi  : 

Pi   >  P2  >  Ps  )  •   •  •  >  Pll  ('^) 

del  numero  a^ ,  tutti  i  divisori  positivi  : 


—  158  — 

del  numero  a^, ,  e  verificare  se  qualcuna  delU  ik'é  coppie  p^^qj  che 
8i  possono  formare  combinando  uno  qualunque  dei  numeri  (3)  co  n 
uno  qualunque  dei  numeri  (4),  renda  soddisfatta  la  (2).  Per  ogni 
siffatta  coppia  p,  ,  q^  che  soddisfi  la  (2),  si  avrà  una  soluzione-, 

X  =  — 

della  (1)  ;  né  potranno  esistere  altre  soluzioni. 
396.  Sia  proposta,  ad  esempio,  V  equazione  : 

4ar^  -  4x*  -  5x»  +  5»*  -  9x  +  9  =  0.  (5) 

I  divisori  positivi  deirultimo  coefficiente,  9,  sono  : 

1,3,9, 
quelli  del  primo  coefficiente,  4,  sono  : 

1,2,4. 

Se  esistono  soluzioni  positive  della  (5),  esse  devono  dunque  ricer- 
carsi fra  i  nove  numeri  : 

13      9      13      9 
^  »  ^  '  ^  '  2  '  2  '  2  '  4  '  4  '  4'  ^^ 

Di  questi,  soltanto  due  verificano,  come  è  facile  riconoscere  la  (5), 

cioè  1  e  |:.  La  (5)  ammette  dunque  due  sole  soluzioni   positive  , 


cioè  : 


1        A  3 

.-0  =  1     ed     i»  =  ò' 


397.  La  ricerca  delle  soluzioni  negative,  se  no  esistano,  non  dif- 
ferisce sostanzialmente  da  quella  delle  positive.  Ammesso  infatti 
che  la  (5)  sia  soddisfatta  da  un  valore  negativo  a?  =  —  y,  essendo 
cioè  y  un  numero  positivo,  si  dovrà  avere  : 

4(-  y)'  -  4(-  y)*  -  5(-  yf  +  5(-  y)»  -  9(-  y)  +  9  =  0 

cioè  : 

-  4y5  -  4y*  -h  5y3  +  5^2  +  9y  +  9  =  9.  (7) 

Basterà  dunque  ricercare  le  soluzioni  positive  della   (7)   le  quali 

dovranno  ritrovarsi  fra  gli  stessi  nove  numeri  (6).  Si   trova   così 

3 
Tunica  soluzione:  y  =  -',  cosicché  si  conclude  che  l'equazione  (5), 

oltre  alle  due  soluzioni  positive,  ammette  anche  una  soluzione  ne- 

3 

gativa  «  =  --. 

398.  Consideriamo ,  come  Ciiso  particolare  importante ,   V  equa- 
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ziono  binomia  : 

aa^  —  6  =  0,  (8) 

es8en||o  a  e  b  numeri  interi  positivi  dati,  che  si  possono  eviden- 
te 
temei|^  ritenere  primi  fra  loro.  Se  a  -  ^   è  un  numero  razio- 
nale positivo  che  la  soddisfa,  dovrà  essere  : 

ap^  =  bq^,  (9) 

cosioAhè,  potendosi  ritenere  l'intero  positivo  p  primo  con  l'intero 
positivo  q,  sarà  p'*  divisore  di  6  e  q**^  divisore  di  a,  cioè  : 

Sost^aendo  in  (9)  queste  espressioni  di  a  e  ò,  si  vede  che  dev'es- 
sere i=0,  e  precisamente,  poiché  aeòsono  primi  fra  loro,  <=0=1. 
Dgnque  :  affinchè  la  (8),  cioè  l'equazione  : 


x"  = 


a 


8iq  risolubile  con  un  valore  razionale  di  x,   è  necessario   e  suffi- 
ciente che  b  ed  a  siano  le  potenze  n^***^  di  due  numeri  naturaci, 

§  15.0 — CoDcetto  {generale  di  funzione  di  una  o  più  Tariabill. 

Funzioni  intere  e  funzioni  razionali. 


399.  Date  due  variabili,  primitivamente  affatto  arbitrarie,  x  ed 
y,  supponiamo  che  fra  di  esse  sia  stato  stabilito  un  legame  o  cor- 
rispondenza^  cioè  che  sia  stata  fissata  una  certa  legge  in  virtù 
della  quale  venga  determinato  un  numero  finito  o  infinito  di  cop- 
pie di  valori  delle  medesime  ;  cosicché,  scelti  a  piacere  un  valore 
di  X  ed  uno  di  y,  resti  ben  determinato  se  questi  due  valori  siano 
accoppiabili  secondo  tale  legge,  nel  qual  caso  si  diranno  corH- 
spandenti^  ovvero  non  accoppiabili  cioè  non-corrispondenti. 

Come  si  vede,  preso  un  certo  valore  di  x,  potrà  accadere  che 
ad  esso  non  corrisponda  alcun  valore  di  y,  ovvero  corrispondano 
uno  o  più  valori  di  y.  In  ogni  caso  noi  riterremo  che  i  valori  di  y 
corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  x  siano  in  numero   finito. 

400.  L'insieme  dei  procedimenti,  siano  essi  di  indole  algoritmica 
o  puramente  speculativa,  mediante  i  quali,  dato  il  valore  di  a;, 
restano  determinati,  se  ve  ne  sono,  i  corrispondenti  valori  di  y, 
si  chiama  processo  od  operazione  funzionale^  e  il  valore  (o  i  va- 
lori) di  y  cosi  ottenuto  si  dice  essere  una  funzione  di  x. 

Una  stessa  corrispondenza  fra  i  valori  di  x  e  quelli  di  y  dà 
dunque  origine  a  due  funzioni,  secondochè,  cioè,  si  consideri  y 
come  funzione  di  x  ovvero  x  come  funzione  di  y.  Nel  primo  caso 
la  X  si  chiama  la  variabile  indipendente  ed  y  la  variabile  dipen- 
dente,  funzione  delle  x  ;  nel  secondo  caso  tutto  alFopposto.  Le  due 
funzioni  cosi  originate  si  dicono  inverse  l'una  dell'altra. 
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401.  Così)  ad  esempio,  se  allo  due  variabili  x  ed  j^  si  imponga 
il  legame  : 

axy  +  òaj  +  cy  +  d  =  0,  (1) 

essendo  a,  6,  e,  d  certi  numeri  ben  determinati,  si  viene  a  stabi- 
lire fra  esse  la  corrispondenza  così  detta  ^rq;eWet;a,  in  virtù  della 
quale  ad  ogni  valore  di  x  corrisponde  un  unico  valore  di  y  dato 
dair  espressione  : 

che  indica  V  operazione  funzionale  da   eseguirsi   per   ottenere    y 

quando  è  dato  x.  Fa  soltanto  eccezione  il  valore  se al  quale 

a 

non  corrisponde  un  valore  ben  determinato  di  y.  Volendo  invece 

esprimere  x  in  funzione  di  y,  si  farà  uso  della  formola  : 

d  ■{-  cy 

a--    ----^  (3) 

b-^  ay  ^  ^ 

che  esprime  lo  stesso  legame  figurato  dalla  (1)  o  dalla  (2).  I  due 
processi  funzionali  definiti  dalle  due  espressioni  : 

d  -h  bx  d  +  ex 

e     -  , 

e  +  ax  b  +  ax 

rappresentano  dunque  due  funzioni  inverso. 

402.  E  importante  di  notare  che,  nel  mentre  che  funzioni  diflTe- 
renti  non  possono  essere  rappresentate  dallo  stesso  processo  fun- 
zionale, possono  due  differenti  processi  funzionali  rappresentare 
la  stessa  funzione.  Così,  ad  esempio,  le  due  espressioni  differenti: 

.      2        ,  X4  2 

y  =  l  +  -     ed     y  =  -^, 

rappresentano  la  stessa  funzione,  poiché  qualunque  sia  x,  si  ha 
identicamente  : 

2      x  +  2 

1  +  -  = . 

X  X 

403.  Consideriamo,  come  altro  esempio,  il  legame  espresso  dalla 
relazione  : 

y  —  ac*  =  0. 

Esso  fa  corrispondere  ad  ogni  valore  razionale  di  x  un  unico  va- 
lore di  ?/,  uguale  al  quadrato  di  a*.  Considerando,  invece,  x  come 
funzione  di  y,  vediamo  che  questo  stesso  legame  fa  corrispondere, 
ad  un  dato  valore  di  //,  due  valori  di  x  ovvero  nessun  valore  ra- 
zionale di  X,  secondochò  y  sia,  oppure  non  sia,  il  quadrato  esatto 
di  u:i  num>M*/)  razionale.  Cioò  (art.  333),  soltanto  nel  caso  in  cui 
y  sia  (Iella  forma  : 

a- 
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essendo  a  e  b  nnmeri  natarali,  corrisponderanno  ad  esso  valori  di 
ac  e,  precisamente;  i  due  valori  : 

se  —  I   yj  —  ^"        • 

a  a 

404.  Più  generalmente,  un  numero  variabile  X  si  dice  funzione 
ddle  variabili  indipendenti  aij  ,  cc^  ,  .  .  .  ,  «;.,  quando  fra  le  p  H- 1 
variabili  : 

sia  stabilito   un  legame  qualunque  in  virtù  del  quale,  appena  as- 
sejifnati  i  valori  che  si  vogliono  attribuire  alle  i3Ci  ,  ^2  ?  •  •  •  >  ^/»  ^*^' 
sti  determinato,  se  vi  è,  il  corrispondente  valore  (o  un  certo  nu- 
mero di  corrispondenti  valori)  di  X. 
Così,  ad  esempio,  si  potnl  stabilire  il  legame  : 

X  +  acj  +  a'^  -f-  .  .  .  +  £c^,*=  0  , 

ovvero  il  legame  : 

X^  f  a^i  +  scg  -r  .  .  .  -f  Xp  -  0. 

Nel  primo  caso,  dati  a  piacere  i  valori  delle  a;,  ,  x^ ,  .  .  .  ,  x , , 
resterà  detenninato  per  X  V  unico  valore  : 

X  =  —  (a?i  +  a'2  -f-  .  .  .  4-  Xp). 

Nel  secondo  caso  invece  si  avranno,  per  ogni  sistema  di  valori 
delle  jTj  ,  Xj ,  .  .  .  ,  Xp  la  cui  somma  presa  negativamente  sia  un 
()uadrato  esatto,  due  valori  generalmente  distinti  di  X  : 

X  =  =t  V— (a*!  H-  «2  -r  .  .  .  +  ajpj. 

405.  Per  esprimere  puramente  e  semplicemente  che  X  è  fun- 
zione delle  x^  ,  «2  ,  .  .  .  ,  a?p  ,  si  scrive  : 

X  =  /^(Xj  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  Xp).  (4) 

U  lettera  /"  è  il  così  detto  simbolo  funzionale.  Esso  viene  pre- 
messo alle  lettere  Xj  ,  .  .  .  ,  x^  rappresentami  le  variabili  indipen 
olenti,  che  prendono  anche  il  nomo  di  argomenti  della  funzione  f. 
Occorrendo  considerare  più  funzioni,  queste  si  distinguono  fra 
loro  adoperando  in  luogo  del  simbolo  funzionale  f  altre  lettere 
come  9  ,  ^  ,  .  .  .  ,  F  ,  <I>  ,  Y  ,  .  .  .  ;  così,  *p.  os.,   si   potn\  scrivere  : 

il  vantaggio  j)rincipale  che  si  ritrac  da  questo  modo  di  scrit- 
^^^^j%\  è  di  poter  esprimere  facilmente  (|uarè  il  valore  che  assume 
'»^  funzione  per  certi  valori  speciali  delle  variabili  indipendenti. 
Wi,  se  ad  Xj  ,  x^  ,  .  .  .  ,  x^  si  diano  i  valori  speciali  «i  ,  «.j  >  •  •  •  >  ^p 
^'spetiivamente ,  il  valore  corrispondente  di   X   viene   rappresen- 

Capklli.  —  Istiiuzioni  di  analisi  aìfjehrica^  S."  ediz.  21 
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tato  con  : 

406.  Fra  tutto  le  fanzioiù  di  p  variabili  a?j  ,  x^  ,  . .  .  ,  scp  le  più 
semplici  (almeno  per  riguardo  alla  costruzione  della  loro  espres- 
sione analitica)  sono  quelle  la  cui  espressione  si  ottiene  operando 
sulle  variabili  «j  ,  oj^  ,  .  .  .  ,  Xp  e  su  certe  costanti  a,b,  e, . . .  colle 
sole  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottrazione.  Esse  si 
chiamano  funzioni  razionali  intere  o  più  semplicemente  intere. 

La  loro  espressione  si  può  sempre  ridurre  (cfr.  Gap.  I,  §  12) 
alla  somma  di  un  numero  finito  di  termini  della  torma  : 

A  *l  *i  *« 

A.  *  •*!        Xa  •     •    •    X^    '^   f 

dove  le  aj  ,  «^ , .  .  .  ,  ttp  sono  certi  esponenti  interi  e  positivi  (an- 
che nulli)  ed  A  è  un  certo  coefficiente  costante,  cioè  assegnato 
una  volta  per  sempre  ai  pari  degli  esponenti  a.  Così,  ad  esempio, 
sono  funzioni  intere  delle  tre  variabili  x,  ,  ocj  ,  x^  le  seguenti  : 

5  3 

A.  =  oaj|  x^      "a^^   "^       2   ""  2  *^\^fP^t  > 

ecc. 

Pertanto,  se  X  sia  funzione  intera  delle  «i  ,  cc^  ,  .  .  .  ,  Xp ,  essa 
ammetterà  un'espressione  intera^  e  si  potrà  scrivere  brevemente  : 

X^2]A.a:/'x,'^...Xp"p,  (5) 

significando  il  simbolo  sommatorie  I  che  il  secondo  membro  del- 
la (5)  si  compone  di  un  numero  finito  di  termini  analoghi  al  ter- 
mine generale  messo  in  evidenza  sotto  il  segno  stesso. 

Per  p—\y  si  avrà  in  particolare  come  espressione  di  una  fun- 
zione intera  X  di  un'unica  variabile  x: 


X 


=5;ax« 


od  anche,  ordinando  i  termini  del  secondo  membro  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  di  x  : 

X  =  a^x"  -i  ajCt'*"^  +  «2»""^  +  .  •  .  +  fl,»-i^  +  ^w 

407.  Le  funzioni  intere  sono  un  caso  particolare  delle  funzioni 
razionali^  che  si  possono  definire  analogamente  così  :  una  fun- 
zione X  delle  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  Xp  si  dice  razionale,  quando  la  sua  e- 
spressioìie  si  può  ottenere  ojferando  sulle  variabili  x^  ,  x^  ,  . . . ,  Xp 
e  su  ini  cerio  numero  finito  di  costanti  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  colle  sol  ti 
quattro  operazioni  fondamentali  di  moltiplicazione,  addizione,  sot- 
trazione e  divisione. 

Secondo  quanto  si  ò  già  visto  al  §  12,  si  può  anche  dire  più 
brevemente  che  una  funzione  ò  razionale  quando  ammette  un'  e- 
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spressione  razionalo;  e  si  vede  quindi  (efr.  ivi)  che  una  funzione 
razionale  si  può  sempre  esprimere  come  il  quoto  di  due  tunzioni 
intere. 

Per  significare  che  X  è  una  funzione  razionale  delle  x,  ,a:^  ,...,  aj^, 
si  potrà  dunque  scrivere  : 

A  •  2?j     X2     •  •  •  Xp  " 


CAPITOLO  V. 

TEORIA   DEI    DETERMINANTI   E   SUA   APPLICAZIONE 
ALLA   RISOLUZIONE   DEI  PROBLEMI  ALGEBRICI  DI  1»  GRADO. 


§  1.0  —  Definizione  di  determinante. 

408.  Si  chiama  matrice  quadrata  di  ordine  n  la  figura  formata 
da  n*  numeri  (elementi  della  matrice)  scritti  in  uno  stesso  piano  in 
modo  da  formare  n  linee  orizzontali  ed  n  linee  verticali,  ciascuna 
delle  quali  comprenda  n  elementi.  Così  p.  es.  la  figura  : 


0        1         2        3 

4  0-72 

5  -o         1         -' 
2  7 

è  una  matrice  quadrata  di  4.o  ordine,  poiché  ogni  linea  ed  ogni 
colonna  contiene  quattro  elementi. 

In  una  matrice  quadrata  di  ordine  n  si  chiamerà  i"*"  riga  o  li- 
nea orizzontale  quella  che  occupa  l'i*'"^  posto  cominciando  a  con- 
tare dair  alto  verso  il  basso,  e  si  chiamerà  ^''"'*  colonna  o  linea 
verticale  quella  che  occupa  il  posto  f"^  contando  le  colonne  da 
sinistra  verso  destra. 

Finalmente  si  chiamerà  posto  (i ,  ;')  quel  posto  che  si  trova  nella 
intersezione  della  i**"*  linea  orizzontale  colla  f"^  linea  verticale. 

Cosi  neiresempio  precedente  si  vede  che  Telcmento  —7  si  trova 

sulla  terza  orizzontale  e  sulla  terza  verticale.  Esso  occupa  dunque 

3 
il  posto  (3  ,  3).  Invece  relcmento  -  occupa  il  posto  (4  ,  2). 

401).  Per  designare  in  generale  con  delle  lettere  gli  elementi  di 
una  matrice  quadrata  di  ordine  7i,  basterà  p.  es.  di  indicare  con 
a^j  queirelemento  che  occupa  il  posto  (i  ,j)j  cosicché  la  matrice 
prenderà  allora  il  seguente  aspetto  : 


«Il 

«i2 

«13 

•       «li, 

«21 

«22 

«23 

•       «2/» 

«31 

«32 

«33 

•       «3/* 

«,M 

««2 

««3 

•      «/»n 

(1) 
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In  molti  casi  però  è  preferibile  di  designare  gli  elementi  con 
lettere  affette  da  un  solo  ìndice.  Ciò  si  può  ottenere  p.  es.  rap- 
presentando gli  elementi  della  matrice  col  quadro  : 


«1 

«2 

fls 

«« 

b. 

h 

h 

K 

Ci 

• 

•                                 • 

Cs 

• 

c„ 

• 

«1 

ttj 

«8 

«» 

(^) 


410.  Consideriamo  tutti  i  prodotti  generalmente  distinti  che  si 
possono  formare  moltiplicando  fra  loro  n  elementi  della  matrice 
i|uadrata  di  ordine  n  colla  condizione  che  di  ogni  linea  orizzon- 
tale o  verticale  si  debba  prendere,  come  fattore  del  prodotto,  uno 
ed  un  solo  elemento.  Partendo  dalla  notazione  (2)  è  chiaro  che 
uno  qualunque  di  questi  prodotti  sarà  della  forma  : 

^hrK'%     '     '     '     ^'in  (3) 

scrivendo  dapprima  l'elemento  che  si  prende  dalla  1.»  orizzontalo 
che  sia  p.  es.  a^  ,  poi  quello  che  si  prende  dalla  2.»i  orizzontale 

che  sia  per  esempio  ò,  ,  e  cosi  via. 

Quanto  agli  indici  : 

essi  dovranno  essere  tutti  differenti,  poiché  se  fosse  p.  es.  ù=i^, 
ciò  significherebbe  che  il  prodotto  (3)  contiene   due   elementi  h^ 

e  C{    appartenenti  alla  stessa  colonna  di  posto  ij,  contrariamente 

alla  condizione  imposta. 

Gli  indici  (4)  non  saranno  dunque  che  una  certa  permutazione 
dei  numeri  naturali  distinti  : 

X,^.0.....'fi> 

e  del  resto  si  potrà  scegliere  una  permutazione  a  piacere. 

Poiché  ora  di  tali  permutazioni  ve  ne  sono  \n  (art.  209^  è  chiaro 
che  si  potranno  formare  in  tutto  precisamente  [n  prodotti  che  sod- 
disfano alle  condizioni  volute. 

Uno  qualunque  di  questi  prodotti  : 


a:      hi      C: 


U 


in 


si  chiamerà  di  classe  lìari  ovvero  di  classe  dispari  secondochè  la 
permutazione  formata  dagli  indici: 


*i  >  *2  »  '3  >  •  •  •  ;  */» 


è  di  classe  pari  o  dispari  (art.  212),  onde  già  sappiamo  che  il  nu- 
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mero  dei  prodotti  di  classo  pari  sarà  eguale  a  quello  dei  prodotti 
di  classe  dispari,  cioè  sarà  ^. 

Ciò  premesso:  si  chiama  determinante  della  matrice  quadra- 
ta (2)  la  somma  degli  [n  prodotti  ora  considerati  presi  ciascuno 
col  segno  +  o  — ,  secondochè  sia  di  classe  pari  o  di  classe  dispari. 

Il  valore  di  questo  determinante,  dipendendo  evidentemente  dai 
valori  degli  n^  elementi  della  matrice,  si  suol  designare  colla  ma- 
trice stessa  chiusa  fra  due  tratti  verticali.  La  definizione  di  questo 
nuovo  simbolo  si  può  dunque  esprimere  cosi  : 


«1     ttj    ttj     .     . 

6j       &2      63       .      . 


a 


n 


n 


n 


U,      U 


2 


W, 


U 


n 


^H  *i    '1    *i  ' 


(5) 


dove  ogni  termine  della  somma  che  sta  nel  secondo  membro,  do- 
vrà prendersi  col  segno  +  0  -  secondochè  per  i^  y  i^  ,  is  ,  -  •-  ,  i^ 
si  prenda  una  permutazione  di  classe  pari,  ovvero  di  classe  dispari. 
Secondo  questa  definizione  si  avrà  ad  esempio  : 


«1     «2 


6,     b 


2 


=  ajòg  —  Ogòi    , 


1         2 
4     -2 


=  -2-8=-10 


(6) 


a, 


^ 


ecc. 


«2    «3 

^2        ^3 


=  aifcgCg  +  «2^3^!  -I-   «3^lC2  -  «1^3^2  •"  «3^2^l  "  «2^1  ^3      iV 


411.  I  due  ultimi  esempi  sono  già  sufficienti  a  mostrare  l'impor- 
tanza della  nozione  di  determinante  per  quanto  riguarda  la  riso- 
luzione dei  problemi  di  primo  grado.  Se  si  considerino  infatti  le 
due  equazioni  simultanee  : 

e  si  risolvano  con  uno  degli  ordinari  metodi  elementari,  si  troverà: 


X  = 


«1^2  -  «2^1 


a 


a» 


/       _"2 

a,     a, 


y  = 


a^     a 


«1       «2 


b,        b 


2   • 


1       «2 
^1       ^2 

Così  pure  dal  sistema  di  tre  equazioni  : 

(tyX  -h  a^y  =:a^z^(i  ,  b^x  -f-  ò^y  +  ^jZ  =  ?  ,  c^x  -f  Cg^  +  C32  =  7 
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ai  dedurrebbe  che  : 


X  =• 


a^b^CQ  +  agògCi  +  a^b^c^  —  a^b^C2  -  a^b^c^  -  a^b^c^ 


dove  la  frazione  nel  secondo  membro  ha  per  denominatore  ap- 
punto il  determinante  (7)  e  per  numeratore  un  determinante  af- 
fatto analogo^  colle  a,  g,  y  in  luogo  delle  a^  yb^  ,  c^;  similmente 
per  y  e  z. 

412.  Delle  due  diagonali  delia  matrice  quadrata  del  determi- 
nante (5)  si  chiama  prima  diagonale  o  diagonale  principale  quella 
che  passa  per  gli  elementi  aj  ,  ò^  ,  Cg  ,  .  .  .  ,  u,^  e  seconda  diago- 
nale l'altra.  In  corrispondenza  a  ciò  si  chiama  termine  principale 
del  determinante  quello  formato  dal  prodotto  degli  elementi  della 
diagonale  principale,  cioè  il  prodotto  : 

che  dovrà  prendersi  sempre  col  segno  +,  poiché  gli  indici  1,2, 
3 , . . . ,  n  non  formano  alcuna  inversione. 

Si  vede  che,  per  fare  lo  sviluppo  del  determinante  (5^,  cioè  per 
scrivere  gli  [n  termini  di  cui  si  compone,  si  può  cominciare  dallo 
scrivere  dapprima  il  termine  principale  a^b^c^  .  .  .  «„  e  dedurre 
quindi  da  questo  tutti  gli  altri  termini  lasciando  ferme  le  lettere 
«,6,c,...,w  e  permutando  gli  indici  1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  n  in  tutti 
gli  [n  modi  possibili,  coiravvertcnza  di  prendere  ogni  volta  il  ter- 
mine ottenuto  col  segno  +  o  —  secondochè  la  permutazione  for- 
mata dai  suoi  indici  risulti  di  classe  pari  ovvero  di  classe  dispari. 

413.  In  molti  casi,  specialmente  per  la  dimostrazione  di  certi 
teoremi,  è  più  comodo,  anziché  partire  dalla  notazione  (2)  della 
matrice  quadrata,  di  partire  invece  dalla  notazione  (1).  Si  avn\ 
allora,  analogamente  alla  (5)  : 


«u 

fll» 

«IS 

• 

• 

. 

«Jn 

«il 

a„ 

a„ 

• 

• 

. 

«2n 

«« 

"3» 

«s» 

• 

• 

• 

«3n 

«»1 

a«» 

««3 

• 

* 

• 

^nn 

-2  =*=  ^1  1 1^  ^2  I  t„  ^3  I  ij  '  •  •  ^n  1  in        (^) 


In  un  termine  qualunque  : 


=^  «1  '  I,  "l  M^  «3  >  iV,  •  •  •  «n  7  irt 


(9) 


8i  hanno  ora  due  permutazioni  di  indici,  cioè  quella  formata  dai 
Pnini  indici  e  quella  formata  dai  secondi  indici.  La  prima  è  scm- 
Pre  1  , 2  ,  3  ,  .  .  . ,  »,  cioè  segue  l'ordine  naturale  e  non  contiene 
inversioni.  La  seconda  ^^  ,  tg  ,  Ì3  ,  .  .  .  ,  i,^  può  contenere  inversioni, 
6d  a  seconda  che  il  numero  di  tali  inversioni  sia  pari  0  dispari, 
sì  dovrà  poi  preporre  al  termine  il  segno  -ho—. 
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414.  Se  in  un  prodotto  qualunque: 


^1  1  i,  ^2  1  t,  «3  ?  ù  •  •  •  ^/.  »  I»  ^^^^ 


'I       «  /  «j      •>  '    »3 


contenente  un  elemento  di  ogni  linea  ed  un  elemento  di  ogni  co- 
lonna del  determinante  (8)  si  scambino  fra  loro  due  fattori  qua- 
lunque ,  il  che  non  altera  il  valore  del  prodotto ,  cioè  si  scriva 
p.  es.  : 

^2  »  i,  ^1  »  i,  ^3  '  1*3  •  •  •  ^M  y  in  y 

la  permutazione  dei  primi  indici,  che  non  aveva  inversioni,  acqui- 
stenV  un  certo  numero  dispari  di  inversioni  (art.  213).  E  simil- 
mente la  permutazione  dei  secondi  indici  acquisterà  oppure  per- 
derà un  numero  dispari  di  inversioni. 

Di  qui  segue  che  la  somma  complessiva  delle  inversioni  che  si 
trovano  nelle  due  permutazioni  potrà  bensì  variare,  ma  soltanto 
di  un  numero  pari. 

Se  dunque  por  mezzo  di  scambi  di  fattori  si  alteri  in  un  modo 
qualunque  T  ordine  dei  fattori  del  prodotto  (IO),  cosicché  esso 
prenda  la  forma  : 

la  somma  complessiva  delle  inversioni  contenute  nelle  due  permu- 
tazioni : 

m  •  m         •  • 

^1^2^3  •  •  •  ^/»       ^^^      JiJiJz  •  •  •  7n 

sarà  ancora  pari  o  dispari,  secondochè  era  pari  o  dispari  la  somma 
delle  inversioni  contenute  nelle  due  permutazioni  primitive  : 

1   ,  J  ,  o  ,  .  .  .  ,  71      CU.       'i  ;  '2  '  ^3  )  *  *  '  '  *n' 

Segue  da  ciò  che  jìer  calcolare  il  segno  che  compete  ad  un  pro- 
dotto qualunque  : 

contenente  un  elemento  di  ogni  verticale  ed  un  elemento  di  ogni 
orizzontale,  si  jwtrà  tenere  a  piacere  Vuna  o  l'altra  delle  due  re- 
gole seguenti: 

1.0)  Si  cambi  V ordine  dei  fattori  in  modo  che  l  primi  indici 
cj  ,  cg  ,  .  .  .  vengano  a  disporsi  secondo  Vordine  naturale  crescente 
e  si  prenda  poi  il  prodotto  col  segno  +  0  —  secondochè  la  pernia - 
tazione  dei  secondi  indici  riesca  di  classe  pari  o  dispari, 

*J/>;  Si  lasci  pure  fermo  Vordine  dei  fattori.  Allora  però  si 
prenderà  il  prodotto  col  segno  -ho  —  secondochè  sia  pari  o  dispari 
la  somma  complessiva  dflle  inversloìii  contenute  nelle  due  permu- 
tazioni c,3.S3  ...  3,,   ed  .j,j,.J3  .  .  .  j,,. 

Questo  stcondu  modo  di  stabilire  il  segno  di  ogni  termine  del 
(ìoterniinanti;  mette  nie<rlio  in  evidenza  che  la  definizione  del  so- 
gno  è  pcrtuttanicnto  simmetrica  rispetto  alle  linee  orizzontali  e 
verticali. 
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415.  Scriviamo  il  determinante  colla  notazione  (1) 


a 


11 


«12       « 


13 


a 


In 


«21       «22       «23 
«31       «32       «33 


a 


2n 


a 


3n 


«*«1      ««2      «/i3 


a 


nn 


(a) 


Dae  clementi  della  matrice^  che  hanno  gli  stessi  indici  ma  in 
ordine  inverso,  si  dicono  coniugati.  Cosi  p.  es.  :  a,,  è  coniugato 
con  a^,  ,  034  con  a^^  e  in  generale  aj^  con  a^j.  Gli  elementi  della 
diagonale  principale  sono  coniugati  con  sé  stessi. 

Gli  elementi  coniugati,  come  si  vede  dalla  matrice,  sono  situati 
simmetricamente  rispetto  alla  diagonale  principale  ;  cosicché^  se 
si  facesse  ruotare  il  piano  della  matrice  intorno  alla  diagonale 
principale  *di  180<>,  ogni  elemento  prenderebbe  il  posto  del  suo 
coniogatrt,  nel  mentre  che  le  orizzontali  prenderebbero  il  posto 
delle  verticali  e  recìprocamente. 

11  nuovo  determinante  cosi  ottenuto  sarebbe  : 


«11 

«21 

«31       •       • 

•       «ni 

«12 

«22 

«32       •       • 

•       «*.2 

«13 

«23 

<^33       •       ' 

'       •       ««3 

«W» 

«2n 

«3«       • 

«n;i 

(?) 


ed  io  dico  che  il  suo  valore  è  lo  stesso  di  quello  del  determinante 
primitivo  (a).  Consideriamo  infatti  un  termine  qualunque  : 

=*=^'-iPi^'-.P.^r3P3---«r,,p,  (T) 

del  determinante  (a).  È  chiaro  che,  fatta  astrazione  dal  segno,  esso 
6i  troverà  anche  nel  determinante  (^)  e  reciprocamente  ,  poichò 
esso  contiene  un  elemento,  ed  uno  solo,  di  ogni  verticale  e  dì  ogni 
orizzontale  di  (fJ). 

Ma  il  segno  sarà  anche  lo  stesso  nei  due  determinanti.  Infatti 
per  avere  il  segno  di  questo  termine  in  (7),  si  debbono  esaminare 
le  due  permutazioni  : 


n  r^  ^3  .  .  .  r,,     e     p^  pg  P3 

e  vedere  se  la  somma  delle  inversioni  in  entrambe  sìa  pari  0  di- 
spari. Per  avere  invece  il  segno  dì  questo  stesso  termine  nel  de- 
terminante (3),  dobbiamo  riflettere  che  i  fattori  : 


%Pi    '    ^'r,^.,    J    «r^Pa  J  '      '  J  «r,,p„ 


elle  compongono  il  prodotto  (^),  occupano  nel  determinante  (J)    i 
posti  coniugati  di  quelli  che  occupavano  prima,  cioè  i  posti  : 

(fi  7  »'l)  >  (?2  J  ^2^  »  -  •  >  (?u  f  ^\i)' 
Capklli.  —  Islìluzioni  di  analisi  algebrica^  S."  odiz.  22 
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Ma  qui  le  permutazioni  degli  indici  souo: 

Pi  p2  ?3  •  •  •  Pn     ^^     r^r^r^.  .  .  r^ 

cioè  le  stesse  due  permutazioni  di  poco  fa,  cosicché  anche  la  somma 
delle  inversioni  in  entrambe  sarA  la  stessa,  onde  resterà  lo  stesso 
anche  il  segno. 

Si  ha  dunque  il  seguente  teorema:  il  valore  di  un  determinavte 
non  si  altera  se  si  cambiane  in  esso  ordinatamente  le  righe  nelle 
colonne  e  le  colonne  nelle  righe. 

Esereisi. 


1.  Verificare  p.  es.  che  : 

13-1 

4     0       2 


1     2 


o 


1     4     1 


8     0     2 


-1     2     3 


2.  Dimostrare  che  il  segno  del  termine,  di  nn  determinante  di  ordine  n, 
formato  cogli  elementi  della  seconda  diagonale  sarà  -f-  o  —  secondochè  il 

«(«-1)     .  .... 

numero   — sia  pan  o  dispari. 

3.  Dimostrare  che  un  determinante  non  cambia  neanche  di  segno  ,  se 
esso  si    fa  ruotare  di  180^  intorno  alla  sua  seconda  diagonale. 

4.  Il  segno  con  cui  va  preso  il  termine  a^  ^  a  ...  a  ,  nello  svi- 
luppo del  determinante  di  ordine  «,  è  uguale  a  (-~1)*"*"\  dove  X  indica  il 
numero  delle  sostituzioni  circolari  nelle  quali  si    decompone    la    Hostitu- 


zione    ("Pi  P«  Pa  •  •  •  PnY 


§  2.0  —  Proprietà  fondamentali  dei  determinanti. 


416.  Se  in  un  determinante  si  scambiano  fra  loro  due  linee  pa- 
rallele {verticali  od  orizzontali)^  il  valore  del  determinante  cambia 
di  segno. 

Cioè  sarà,  scambiando  p.  es.  le  colonne  di  posto  ^  e  A:  : 


^11  •  •  •  ^ih  '  •  •  ^i*  •  •  •  ^in 

^21   •  •  •  ^2h  •   •  •  ^2\  '  *  •  ^2» 

^*4l     •     •     »    ***aJ»     ...    vC.,1.    ...    C»  , 


Ufi  ...  (T|k  ...  otf  II  •  .  .  a 


11 


'Ih 


Ih 


'in 


ita.     ...     Uoh     ...     QaJi     ...    Cv 


^21 


^2k 


2h 


'3n 


^n\  '  •  •  ^/,*  •  •  •  ^nh  •  •  •  ^««    1 


/il  •  •  •  **n/i  •  •  •  '-^nk  '  '  •  "/«/»  ■   "/»!  -  -  '  -/,«  •  •  •  --nn  '  '  '  —nn 

L  evidente  che,  prescindendo  dal  segno,  i  termini  del  primo  de- 
terminante sono  gli  stessi  del  secondo. 

In  quanto  al  sogno ,  consideriamo  un  termine  qualunque  del 
primo  : 


=*=  «1   »  rj  «2  )  r,  « 


3  J  r« 


•  .  .  a 


n  9  r, 


n 


(«) 


il  cui  segno  sarà  +  o  —  secondochè  sia  di  classe  pari  o  dispari 
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la  permatazione  dei  secondi  indici  : 


**!  ^2  ^'s  •  •  •  ^n 


che  scriveremo  come  segue  : 

A^BA;C  (P) 

mettendo  in  evidenza  i  due  indici  h  e  k. 

Nel  secondo  detenuinante  gli  elementi  a^ ,  ^  >  «a  >  r.  •••  ^'^^  com- 
pongono il  prodotto  (a),  occupano  dei  posti  i  cui  primi  indici  sono 
rispettivamente  ancora  1,  2,  3, . . . ,  u  nel  mentre  che  i  secondi  in- 
dici saranno  invece  quelli  della  permutazione  : 

AkBhC 

la  quale,  differendo  dalla  (S)  per  lo  scambio  di  due  elementi,  sarà 
di  classe  opposta  a  quella  della  (^)  (art.  213).  Dunque  lo  stesso 
termine  (a)  si  presenterà  nel  secondo  determinante  con  segno  op- 
posto a  quello  che  aveva  nel  primo  ;  cioè  il  secondo  determinante 
ha  tutti  i  suoi  termini  di  segno  opposto  a  quelli  corrispondenti 
del  primo,  e.  d.  d. 

Corollario.  —  Se  in  un  determinante  due  linee  parallele  (ver- 
ticali  od  orizzontali)  sono  eguali,  il  valore  del  determinante  è  nullo. 

Difatti,  se  nel  determinante  X  si  scambiano  fra  loro  le  due  linee 
parallele  uguali,  esso  cambierà  di  segno  pel  teorema  precedente. 
D'altra  parte,  la  matrice  essendo  restata  identicamente  la  stessa, 
il  suo  valore  non  può  aver  cambiato.  Sarà  dunque  A  =  -  A,  onde 
2i  =  0,  cioè  appunto  1  =  0. 

417.  Se  in  un  determinante  si  moltiplicano  tutti  gli  elementi  di 
una  linea  (verticale  od  orizzontale)  per  uno  stesso  numero^  il  valore 
dd  determinante  si  troverà  pure  moltiplicato  per  quel  numero. 

Infatti  ogni  termine  del  determinante  contiene  almeno  un  ele- 
mento di  quella  linea  ed  uno  soltanto  ;  perciò  dopo  aver  moltipli- 
cati gli  elementi  di  quella  linea  per  uno  stesso  numero,  ogni  ter- 
mine del  determinante  conterrà  come  fattore  uno  ed  un  solo  ele- 
mento di  quella  linea  moltiplicato  per  quel  numero,  opperò  V  in- 
tero termine  verrà  ad  essere  moltiplicato  una  volta  per  il  numero 
stesso. 

Cosi  sarà  ad  esempio  : 


n,     pbt 

Ci 

^p. 

«I 

^ 

«1 

«»    pb^ 

Cj, 

«i 

h. 

Ci, 

rtj    pb^ 

Ca 

«3 

b. 

e» 

Corollario.  —  Un  determinante  è  nullo  quando  gli  elementi  di 
Una  linea  sono  equimultipli  degli  elementi  corrispondenti  di  ima 
'ift^a  parallela. 

Infatti  ponendo  fuori  del  determinante  il  fattore  di  multiplicità 
comune  a  tutti  gli  elementi  di  quella  linea,  il  nuovo  determinante 
avrà  due  linee  parallele  uguali,  onde  sarà  nullo  (art.  416). 


—  172  — 


Cosi  ad  esempio,  si  ha  : 


1 

10       5 

-^ 

l     2.5 

3 

-8.-4^ 

3     2.( 

4 

4       2 

4     2.2 

-4)  - 


5 
4 
2 


=  2.     1 


5     =0 


3  -4  -4 

4  2       2: 


418.  Se  gli  elementi  di  vna  stessa  linea  si  riguardano  déicom- 
j)Osti  in  vn  egtial  numero  p  di  parti  (polinomi  di  p  termini),  il 
determinante  si  può  esprimere  come  la  somma  di  p  determinanti 
che  si  ottengono  successivamente  dal  determinante  dato  sostituendo 
in  luogo  di  ogni  polinomio  vna  volta  il  solo  primo  termine,  nna 
volta  il  secondo  termine,  ecc. 

Così  ad  esempio,  si  avrà  : 


«1  ^  «1  ^1 

Ce  4    I/o   ^4    ^9 

^3  ^'3  ®S  ^3 
«4  ^4  «4  <^4 


+ 


«1  ^1  ?1  ^1 

a^  6j  ^j  Cj 

^3  ^3  l?3  ^3 
«4  ^  ?4  Ci 


«1  ^  Ti  ^1 

^a  ^i  Ts  ^2 

^3  "3  T3  ^3 
«4  ^4  T4  ^4 


Per  persuadersi  di  ciò,  basta  riflettere  che  ogni  termine  del  de- 
terminante del  primo  membro  è  precisamente  uguale  alla  soinnia 
dei  tre  termini  omologhi  dei  tre  determinanti  del  secondo  membro, 

cioè  p.  eS.  «,  •^2('^3  +  ?3+T3)    C4=«i^iV4  +  ^1^2?3^4+^1^2T3^4»    COSiCCllÒ 

il  termine  principale  del  determinante  del  primo  membro  è  la  somma 
dei  termini  principali  dei  determinanti  del  secondo  ;  e  similmente 
per  ogni  altro  termine. 

419.  Un  determinante  conserva  il  suo  valore,  se  agli  elementi  di 
una  sua  linea  si  aggiungano  gli  elementi  corrispondenti  di  una 
linea  parallela,  anche  moltiplicati  per  U7i  fattore  comune. 

Cioè  si  avrà  ad  esempio  : 


«1  6j  Cj  dj  e,     = 
^2  ^2  ^2    2  ^2 

«3     63      C3     rfg     63 

«4  ^4  ^4  ^4  ^4 
«5  ^5  <^5  ^ó  ^5 


Oi  òj  -^  jxrf,  C|  dj  «1 

^2  ^2  "^  1^^2  ^2  ^2  ^2 

«3  ^3  +  l^^3  ^3  ^3  ^3 

«4  ^4  +  [^^4  ^4  ^4  ^4 

"5  ^5  +  l^^5 


C5     ^5    «5 


Infatti,  per  il  teorema  precedente,  il  determinante  del  secondo 
membro  è  uguale  alla  somma  dei  due  determinanti: 


«1  ^1  ^1  ^1  ^1    I 

I 

'   ^2  ^'2  ^2    2  ^2 
'   «3  ^3  ^3  ^3  ^3 

■     «4   ^U   ^4   (^i  ^4 

«r.  h  ^5  ^^5  '-5 


V" 


«2  ^2  ^2  ^2  ^2 
^3  ^3  ^3  ^3  ^3 

^4  ^4  ^4  ^4  ^4 
«5  ^5  -^^5  ^5  «5 
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dei  quali  il  primo  è  appunto  lo  stesso  determinante  del  primo  mem- 
bro ed  il  secondo  è  nullo  avendo  due  colonne  uguali. 


1.  Verificare  che  : 

1       S 
0 
4 
-1 


s 
2 


± 


% 

T 


0  -1 
4 
6       0 

*         9 


Esercisi. 

.    1 

"  'Z8.5 

1 

4 

0 

1 
-1 

0 

9 

1 

12 

4 

8 

6 

0 

-5 

25 

2 

10 

senza  sviluppare  i  determinanti. 
2.  Dimostrare,  senza  fare  sviluppi,  che  : 


1 

2     3     a 

= 

0, 

a« 

«?       p» 

2     8     4     p 
8     4     5     Y 

1 
1 

2a 

a  l-p     2p 

=  (a  -  P)^ 

4     5     G     8 

1 

1           1   1 

itrare  che  : 

a  p  0  0 

= 

a  ^ 

• 

a  b 

=  (aò  -  PY)(ad  -  bc). 

Y  8  0  0 

t8 

e  d 

0  0  a  b 

0  0  e  d 

^  Trasformare,  per  mezzo  del  teorema  delT  art.  419,  un  determinante 
dato  in  modo  che  riescano  uguali  a  zero  tutti  gli  elementi  in  una  stessa 
linea,  ad  eccezione,  al  più,  di  un  solo  elemento. 

§  3.0  —  Ag:gianti  di  an  determinante. 

420.  Se  immaginiamo  fatto  lo  sviluppo  del  determinante  generale: 


1  = 


^21    ^22    •    •    •    ^tn 


^n\  ^«2  •    •    •    ^nn 


(1) 


e  consideriamo  fra  gli  [n  termini  dello  sviluppo  quelli  che  con- 
tengono come  fattore  un  certo  elemento  a,j ,  e  mettendo  poi  in 
evidenza  questo  fattore  comune  rappresentiamo  la  somma  di  questi 
ultimi  termini  sotto  la  forma  a,-y.A^-,  la  quantità  A,-y  dicesi  l'a*;- 
giunio  dell'  elemento  a^-. 
Cosi,  p    es.  nello  sviluppo  del  determinante  : 


a,     \ 


1 


«2       ^2       ^2 
^3       ^3       ^3 
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si  hanno  due  soli  termini  che  contengono  l'elemento  e,  cioè: 

il  che  può  anche  scriversi,  raccogliendo  il  fattore  c^y 

onde  (ajòi  —  aj)^)  sarà  V  aggiunto  dell'  elemento  Cj. 

421.  Ora  noi  ci  proponiamo  dimostrare  che  raggiunto  Afj  del- 
l'elemento Sijj  è  uguale  al  determinante  (di  ordine  n— l)  che  si  ot- 
tiene dal  determinante  dato  (1)  sopprimendone  la  i*****  orizzontale 
e  la  j"*"  verticale^  coli* avvertenza  però  di  premettere  poi  a  questo 
determinante  il  segno  +  0  —  secondochè  la  somma  i+j  sia  pari 
o  dispari. 

Questo  teorema  è  quasi  evidente  per  il  caso  semplicissimo  in 
cui  Telemento  a^j,  di  cui  si  cerca  l'aggiunto,  sia  proprio  il  primo 
elemento  a^^  del  determinante.  Infatti  quei  termini  del  determi- 
nante (1)  che  contengono  a^ ,  non  potendo  più  contenere  come 
fattori  altri  elementi  della  prima  verticale  ed  orizzontale,  si  com- 
porranno evidentemente,  fatta  astrazione  dai  segni,  dell'elemento 
Ojj  moltiplicato  per  i  termini  del  determinante  di  ordine  n— 1  : 


^i2    ^23    •    •    •    ^in 
^3i    ^33    •    •    •    ^31» 


^/«2  ^/i3   •    •    •    ^/i«    ' 


(2) 


che  si  deduce  dal  dato  cancellandone  la  prima  orizzontale  e  la 
prima  verticale.  Ma  anche  nei  segni  ci  sarà  perfetta  coincidenza, 
perchè  un  termine  qualunque  : 

del  determinante  (2)  avrà  evidentemente  nella  seconda  permuta- 
zione dei  suoi  indici  le  stesse  inversioni  che  si  riscontrano  nel 
termine  completo  corrispondente  : 

del  determinante  (1);  giacché  gli  indici  1  trovandosi  qui  al  primo 
posto  non  possono  fare  invei*sione  con  alcuno  dei  consecutivi. 
Resta  così  dimostrato  che  : 

^22    ^23    •    •    •    ^2/» 
__       «32    ajj3    .    .    .    CI3,, 


Ajj  -  . 


^;i2  ^h3    •    •    •    ^nn 


Consideriamo  ora  il  caso  generale  in  cui  si  voglia  V  aggiunto 
di  un  elemento  qualunque  a^j.  Noi  ridurremo  questo  caso  al  pre- 
cedente eseguendo  nel  determinante  dato  degli   scambi   di    linee 


y 
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parallele  tali  da  portare  releniento  a^  al  primo  posto,  poiché  sap- 
piamo (art.  416)  che  lo  scambio  di  duo  linee  parallele  non  altera 
che  il  segno  del  determinante ,  onde  un  numero  qualunque  di 
scambi  di  due  linee  parallele  lascerà  inalterato  il  valore  del  de- 
terminante ovvero  ne  cambierà  soltanto  il  segno,  secondochè  il 
nomerò  complessivo  di  tali  scambi  sia  pari  o  dispari. 

Pertanto  noi  potremo  scambiare  la  t*""  linea  orizsontale  succes- 
sivamente con  ciascuna  delle  i-1  orizzontali  precedenti,  con  che 
avremo  portato  V  elemento  a^j  sulla  prima  linea  orizzontale  ed 
avremo  : 


i  = 


41 


a 


12 


...a 


m 


a 


il 


a 


i2 


,,,(t 


2n 


^-m     ^t-i«     •••^1-1 


Ul 


a 


%7Ì 


'Ì7f 


...a 


i»n 


a 


ni 


a 


Hi 


...a 


nn 


-(-!)'-• 


a 


il 


a 


i2 


,;CL 


in 


a 


11 


a 


u 


...a 


in 


a 


21 


a 


22 


...a 


in 


^t-171      ^<-l»2      •••^t-171» 


a 


Hi 


a 


n2 


...a 


tm 


Permutando  in  seguito  la  7"*"  colonna  con  ciascuna  delle  j  -  i 
precedenti,  con  che  si  altererà  di  nuovo  il  determinante  di(— l/""*, 
l'elemento  Ofj  verrà  appunto  a  trovarsi  al  primo  posto,  ed  allora 
l'aggiunto  si  troverà,  come  nel  caso  precedente,  cancellando  la 
prima  linea  e  la  prima  colonna. 

Intanto,  poiché,  fatta  astrazione  dalla  i*""  orizzontale  e  dalla /"'* 
verticale,  le  altre  linee  e  colonne  hanno,  conservato  lo  stesso  or- 
dine primitivo  di  successione,  è  chiaro  che  nella  pratica  non  oc- 
coiTerà  eseguire  prima  gli  scambi  di  linee  parallele  di  cui  si  è 
detto  sopra,  ma  basterà  cancellare  addirittura  nel  determinante 
dato  le  due  linee  che  si  incrociano  neir  elemento  a^j.  Prendendo 
il  determinante  di  ordine  w  -  1 ,  che  così  si  ottiene ,  col  se<?no 
-r/'*«(-l/~^,  cioè  col  segno  (—1)*^-^,  si  avrà  appunto  raggiunto 
cercato  dell'elemento  a,j. 

Es.  Cancellando  nel  determinante  : 


a. 


cr, 


a, 


a. 


òj 6j — (63) Ò4 


^1 


I 
e. 


de 


la  seconda  orizzontale  e  la  terza  verticale,  che  si  Incrociano  nel- 
l'elemento 63,  il  quale  occupa  il  posto  (2,  3),  resta  il  determinante: 


fli 


cr, 


a, 


d,     ^2     rfj 
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che  preso  col  segno  (-  l)*"*"* ,  cioè  col  segno  — ,  sarà  T  aggiorno 
dell'  elemento  Ò3. 

422.  I  determinanti  che  si  ottengono  da  un  determinante  dato 
cancellandone  una  linea  orizzontale  ed  una  verticale ,  si  dicono 
determinanti  minori  di  ordine  n  —  1.  Essi  sono  tanti  quanti  sono 
gli  elementi  del  determinante  cioè  n^,  e  noi  chiameremo  determi- 
nante minore  complementare  delTelemento  a,j  quello  che  si  ottiene 
dal  determinante  primitivo  cancellandone  le  due  linee  che  s' in- 
crociano in  questo  elemento  a^.  Cosicché,  confrontando  col  risul- 
tato deirarticolo  prec,  potremo  dire  che  raggiunto  di  un  dato  ele- 
mento a^j  altro  non  è  che  il  suo  determinante  minore  complemen- 
tare j  preso  però  col  segno  (—1/"*^. 

Poiché  i  numeri  : 

i  +  l,t-|-2,i  +  3,...,i  +  n 

sono  alternativamente  pari  e  dispari,  o  viceversa,  si  vede  facil- 
mente che  gli  aggiunti  degli  elementi  di  una  stessa  linea  i""**  sa- 
ranno eguali  ai  loro  determinanti  minori  complementari ,  presi 
alternativamente  col  segno  -f-  0  —  {cominciando  col  segno  -r  se  i 
è  dispari,  e  viceversa  se  ì  è  pari). 

423.  Il  valore  di  un  determinante  è  uguale  alla  somma  degli 
elementi  di  una  stessa  linea  (che  lìotrà  scegliersi  a  piacere  fra  le 
verticali  0  fra  le  orizzontali)  moltiplicati  per  i  rispettivi  aggiunti. 
In  altri  termini  se 


A    = 


a,j  .  .  .  Oj,, 


^«1  •    •    •    ^nn 


6  un  determinante  di  ordine  n,  e  si  indichi  con  A^-  raggiunto  del- 
l' elemento  a^j  ,  si  avrà  : 

A  =  a,.iA,.,  -f  a,.gA<,  -f  .  .  .  H-  a,,,A,.,,  (a) 

ed  anche 

A  =  a^jk^j  +  a^jk^j  +  .  .  .  +  a,^.A^..  (^) 

Invero  per  dimostrare  la  (0.)  basta  considerare  che  o^^ni  termine 
del  determinante  A,  non  potendo  contenere  che  un  solo  elemento 
della  riga  /*""  e  dovendo  sempre  contenerne  uno,  i  termini  dello 
sviluppo  di  A  si  potranno  dividere  in  n  gruppi  a  seconda  che  essi 
contengono  V  elemento  a,i ,  ovvero  V  r/,2  ,  .  .  .  ,  ovvero  V  a,-,^.  Ma, 
per  ciò  che  precede,  quella  parte  dello  sviluppo  del  determinante 
che  contiene  a,-,  ,  è  data  da  a,i  moltiplicato  pel  suo  aggiunto,  cioè 
da  a,^A^i ,  e  similmente  per  le  altre  parti:  onde  si  ha  appunto  la 
formola  (a).  In  modo  analogo  si  dimostra  la  (^)  considerando  che 
ogni  termine  del  determinante  deve  contenere  uno  ed  un  solo  eie 
mento  della  colonna  /'"*. 

Per  mezzo  del  teorema  ora  dimostrato  il  calcolo  del  valore    di 
un  determinante  di  ordine  n  si  può  ricondurre  al  calcolo  di  n  de- 


t 
f 
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terminanti  ciascuno  deirordine  ii—i.  Cosi  p.  es.  se  è  dato  il   de- 
terminante dì  quart'  ordine  : 


A  = 


a 


11 


a 


18 


a 


13 


a 


14 


a 


21 


a 


82 


a 


83 


a 


84 


a 


31 


a 


38 


a 


33 


a 


34 


a 


41 


a 


48 


a 


43 


a 


44 


svilappandolo  secondo  gli  elementi  della  3^  linea  orizzontale  si  ha: 


Ar=a 


31 


^12  ^13  ^14 
^28  ^23  ^24 
«48    ^43    ^44 


—  a 


32 


^11  ^13  ^14 
«21  ^83  «24 
«41    «43    «44 


+  « 


33 


«11  «11  «14 
«81  «28  «24 
«41    «48    «44 


—  a 


34 


«Il  «18  «13 
«81  «88  «83 
«41    «48    «43 


ed  ora  si  potrà  far  dipendere  ogni  determinate  di  terz'ordine  da 
determinanti  di  2»  ordine,  il  cui  valore  si  vede  immediatamente. 

424.  La  somma  degli  elementi  di  una  stessa  linea  di  un  deter- 
minante  moltiplicati  per  gli  aggiunti  degli  elementi  corrispondenti 
di  altra  linea  parallela  è  sempre  uguale  a  zero. 

Cioè  si  avrà: 


«.1  Afci  +  «ijA^g  +  .  .  .  +  «,nAAn  =  0    per    i^k 
come  pure  : 

«li Ah  4-  a^A^t,  +  .  .  .  +  (injKh  =  0     per    j  ^  k- 
Infatti  pel  teorema  dell'articolo  precedente  si  ha  : 


(«)' 


ov 


(?) 


«11    «12    •    •    •    «In 


«»1     «i8    •••«//! 


«Jkl    «ik8    •    •    •    «An 


^nl  «w8 


.   •   .   a 


nn 


—  «*iAai  4-  ClH2^k2  +  .  .  •   +  «fcnAjtn' 


Se  ora  in  questa  eguaglianza,  che  ha  luogo  qualunque  siano  ì 
valori  degli  elementi  del  determinante,  prendiamo  gli  elementi  a^., , 
%;•••?  «Ah  eguali  risp.    agli    clementi    a^  ,  «,o  ,  .  .  .  ,  «,h  >    essa 
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diviene  : 


«1,  aj2  .  .  .  «1^ 


<x,i   rt,-2  ...  a 


in 


a,i   a^-g  .  .  .  Gi^ 


^n\  ^«2 


a 


an 


=  C^ii^hl  +  «i«Afc2  +  .  .  .  +  Clin^kn 


dove  il  determinante  del  primo  membro  è  nullo,  avendo  due  linee 
parallele  uguali,  onde  si  ha  appunto  la  (a)'.  Similmente  si  dimo- 
stra ia  {^y  considerando  che  il  primo  membro  di  (g)'  altro  non  è 
che  lo  sviluppo  del  determinante  dato  secondo  gli  aggiunti  della 
colonna  ^•*'*'',  dopo  aver  posto  però  gli  elementi  della  colonna  ^•*"** 
eguali  a  quelli  stessi  della  i'"^ 

425.  Il  teorema  ora  dimostrato  trova  un'  immediata  ed  impor- 
tante applicazione  nella  risoluzione  di  un  sistema  di  n  equazioni 
di  l.o  grado  fra  altrettante  incognito  Xj  ,  a;^  ,  •  .  .  ,  «» 

Per  sistema  di  n  equazioni  di  l.o  grado  (o,  come  anche  si  dice, 
lineari)^  fra  n  incognite  «j ,  a?2  >  —  >  ^n  >  s'intende  (cfr.  Gap.  IV,  §  13) 
un  sistema  di  n  equazioni  ciascuna  delle  quali  sia  della  forma  : 

dove  le  a  ^^  ^^  ,  ,  .  ,  ,\  ^  p  sono  numeri  costanti  dati,  coefficienti 
dell'equazione,  da  considerarsi  come  conosciuti.  Il  problema  cor- 
rispondente a  queste  equazioni  consiste  dunque  nel  cercare  un  si- 
stema speciale  di  valori  da  darsi  alle  a;,  ,  ccg  >  •  •  •  j  ^n  >  ^^^^  ^^® 
le  n  equazioni  siano  tutte  soddisfatte  simultaneamente. 

Indicando  in  generale  con  ay  il  coefficiente  dell'  incognita  Xj 
nella  è'""  equazione  e  con  a^  il  termine  noto,  che  sta  al  secondo 
membro  di  questa  stessa  equazione,  è  chiaro  che  il  sistema  delle  n 
equazioni  date  fra  le  n  incognite  prenderà  la  forma  seguente  : 


^11*^1   "J"  ^12"^2  "^  ^13*^3  +  •  •  •  +  ^l/i*^n  —  ^1 

agi»,  +  a^^x^  4-  aggXj  4-  .  .  .  +  ct2n^n  =  *2 


(3) 


e  in  corrispondenza  ad  esso  si  avrà  un  certo  determinante  : 


1  = 


^11    ^12    ^13    •    •    •    ^in 
^21    ^22    ^23    •    •    '    ^2» 


^nl  ^n2  ^>i3  •    •    •    ^nn 


(4) 


che  sì  suol  chiamare  il  determinante  dei  coefficienti. 
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426.  Indicando,  come  sopra,  con  A^-  l'aggiunto  di  a,j  in  questo 
determinante,  moltiplichiamo  ora  le  equazioni  (3)  risp.  per  A^^^  , 
Ajj , . . , ,  A^n.  Sommando  poi  membro  a  membro  otteniamo  : 

^iki^n^i  +  «123^2  +  .  .  .  +  aih^k  4-  .  .  .  +  a^^xj 

+  ^ik^^il^l  +  ^i2^2  +   •  •  •   +  «2Jk^fc  +  .  .  .  +   a^n^J 
+ 

+  ^nìii^nl^l  +  «n2^2  +  -  "  -^  O^nk^k  +  •  •  •  +  ^n»i^n) 

ed  anche,  riunendo  i  termini  che  contengono  una  stessa  incognita: 

(A,jk«u  +  Ag^a^ji  +  Ag^^si  +  •  •  .  +  A,.^a,,i).a;, 

+  (Aijk«i2  +  Ag^a^g  +  Ag^ajg  +  .  .  .  +  A^^a^g)'^* 
+ 

+  (Aifc«iik  +  Kh^^h  +  A3;.a3%  +  .  .  .  +  ^Hii<^nii)*^n  (5) 

+ 

=  Aj/tCCi  +  Ag^oig  +  Ag^ag  +  .  .  .  -I-  A,,^a,,. 

Ma  per  il  teorema  dell'  art.  424  (formola  f)  ciascheduna  delle 
somme  scritte  fra  parentesi  nel  primo  membro  è  uguale  a  zero, 
ad  eccezione  della  somma  : 

Au«i/k  +  ^ih<^tk  +  Agfcflgfc  +  .  .  .  +  A^^a^^ 

la  quale,  componendosi  degli  elementi  della  colonna  /:""*  del  de- 
terminante A  moltiplicati  proprio  per  gli  aggiunti  di  questi  stessi 
elementi,  è  uguale  (art.  428)  al  valore  dei  determinante  A. 
L' equazione  (5)  si  riduce  cosi  alla  seguente  : 

^'^h-  Aifc^i  +  Ag^ag  +  Ag^-Xg  4-  .  .  .  +  Kk^w  (6) 

427.  Di  equazioni  analoghe  alla  (6)  ne  abbiamo  7i,  che  si  dedu- 
cono da  questa  dando  a  k  successivamente  i  valori  1,  2,  3, . . .  n, 
i*ertanto,  se  il  valore  A  del  determinante  del  sistema  sia  diverso 
da  zero,  ci  sarà  lecito  dividere  queste  equazioni  per  A  e  ne  de- 
durremo : 

Xfc  = .  (7) 

Queste  formolo  ci  fanno  conoscere  i  valori  delle  n  incognite , 
poiché  i  secondi  membri  sono  composti  di  quantità  tutte  cono- 
sciute. Esse  ci  dicono  che  per  ogni  incognita  si  avrà  un  unico 
possibile  valore  perfettamente  determinato.  E  reciprocamente,  so 
i  valori  così  determinati  per  aj^  ,  x^  ,  .  .  .  ,  ac,,  si  sostituiscono  in  una 
qualunque  delle  equazioni  (3)  del  sistema  proposto,  è  facile  veri- 
ficare, sempre  applicando  gli  stessi  teoremi  ora  invocati,  che  Y  e- 
quazione  sarà  veramente  soddisfatta.  Dunque  : 


Se  il  determinante  di  un  sistema  di  n  equazioni  di  primo  grado 
fra  n  incognite  ha  valore  diverso  da  zero,  esiste  sempre  un  siste- 
ma,  ed  un  unico  sistema,  di  valori  delle  incognite  che  soddisfa  a 
tutte  le  equazioni, 

428.  Osservando  che  il  numeratore  della  (7)  è  lo  sviluppo  di  un 
determinante  che  abbia  la  stessa  matrice  del  determinante  del  si- 
stema, in  cui  però  agli  elementi  «j^  ,  a^i^  ,  .  .  .  ,  a^j^  siansi  sostituiti 

i  numeri  «i  ,  «a  >  •  •  •  >  ^«  >  ^^  P^^  conchiudere  che  : 

Un  incognita  qualunque  di  un  sistema  di  n  equazioni  di  1^  grado 
ad  lì  incognite,  col  determinante  diverso  da  zero,  è  uguale  ad  una 
frazione  che  ha  per  denominatore  il  determinante  del  sistema  e 
per  numeratore  il  determinante  ehe  si  ottiene  sostituendo  nel  de- 
terminante  del  sistema  alla  colonna  dei  coefficienti  delV incognita, 
la  colonna  dei  termini  noti. 

Esempio.  —  Del  sistema  : 

3x  +  2y  +  5z  -  2 

a;  —  7y  +  42  =  0 

9x  +  2y  -h  32?  =  1 


il  determinante  è 


1  = 


Quindi  si  avrà: 

2      2     5 

0-7     4 
12     3 


3       2 
1  -7 
I  9       2 


4 


X  = 


y  = 


3     2     5 

3 

10     4 

1 

9     13 

9 

2     2 

-70 

2     1 


z  = 


429.  Si  indichi  con  A'  il  determinante  : 

a  =  ^  ±  A^ Ajj  .  .  .  A,,^ 

formato  cogli  aggiunti  degli  elementi  del  determinante  : 
Considerando  le  n  relazioni  da  noi  dimostrate  : 


(8) 


(9) 


Af,«,l  +  A,.ja,.2  +  .  .  .  +  ^inO>in  =  A 
Ania,i  +  ^n%^x%  +  •  •  •  +  ^nu^in  =  ^ 

come  n  equazioni  lineari  fra  n  incognite   Qoddisfatte   dai   valori 
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%  ì^ii  7  '  '  •  y  ^in  <i®ll6  incognite,  si  trova  subito,  risolvendo  que- 
ste equazioni  rispetto  all'incognita  a^j^  precisamente  come  all'ar- 
ticolo  425,  l' importante  relazione  : 

A'.a,„  =  A.A\^  (10) 

dove  k\^  è  r  aggiunto  di  A,^  nel  determinante  A'. 

430.  Noi  dimostreremo  fra  breve  (§  7.o)  anche  la  relazione  : 

A'  =  A^-^  (11) 

Pertanto  alla  relazione  (IO)  si  potrà  anche  dare  la  forma  più 
semplice  : 

A't,  =  l-'.aa  (12) 

ITote  ed  Eseroin. 

1.  Se  tutti  gli  elementi  di  Un  determinante  che  stanno  da  una  ttetea  parte 
della  diagonale  principale  tono  nulli,  il  valore  del  determinante  si  riduce  a 
quello  del  suo  termine  principale. 

Cioè,  p.  es.  : 


2.  Dimostrare  che  : 


a  Oj 

0  b 

0  0 

0  0 


a,  «3 

b,  6, 


e 
0 


=  abcd. 


d 


X    a^     a^     a^ 


X  X 
X  x 
X      X 


è.     6, 

X        Ci 
X        X 


zs  x{s—a^){s—b^)(x—c^). 


3.  Un  determinante  si  dice  simmetrico  quando  gli  elementi  conjngati  sono 
eguali  due  a  due  (a^j  =  aji). 

Dimostrare  che  in  un  determinante  simmetrico  anche   gli   aggiunti    di 
due  elementi  conjugati  sono  uguali. 

4.  Sia  un  determinante  di  ordine  n  con  tutti  gli  elementi  eguali  air  u- 
nità  ad  eccezione  di  quelli  della  prima  diagonale,  e  questi  siano  1  +  a^  , 
1  -f  a, , .  .  .  ,  1  +  a^  ;  il  valore  di  questo  determinante  ò  : 

111  l) 

5.  Bisolvere  il  sistema  di  equazioni  : 

a^x  +  6|y  -^  ^i»  +  dj  _  , 

«!«  +  Piy  4-  Ti»  +  ^1  ""    * 

OjO?  -h  6,y  -f  c^z  +  d. 


«j«  +  pjV  +  Tj«  +  5, 


=  A, 


«8«  +  PsV  +  Ta»  +  ^3   "  ^ 


rispetto  alle  tre  incognite  Xy  y,  z. 
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6.  É  assai  utile,  in  molte  questioni,  di  considerare,  in  luogo  àéìVaggiunio 
dell'elemento  a^^  nel  determinante  : 

A  =  --  ±  ^ii<>M  •  •  •  ^«n  » 
da  noi  indicato  con  Atj^ ,  il  quoto  : 

che  si  chiamerà  invece  Pelemeuto  reciproco  dell'elemento  0^4. 
I  determinanti  : 

A'  =  2  ^  AnA„  .  .  .  A„n     e     A  =  2=*=  aii«M  •  •  •  ««» 

si  chiameranno  rispettivamente  il  determinante  aggiunto   e   il  ^e^erminan^e 
reciproco  del  determinante  A. 

7.  Riconoscere,  per  mezzo  delle  formole  (10)  ed  (11)  delPart.  429  : 

l*')  che  t' elemento  reciproco  dell* elemento  reciproco  di  a.j^  è  lo  9 testo  ele- 
mento 0..^, 

2^)  che  il  valore  del  determinante  reciproco  di  A  è  precitamente  il  valore 

reciproco  del  valore  di  A ,  cioè  —. 


§  4.0  —  Sistema  di  n  eqaaiionl  lineari  ed  omogenee 

fra  n  incogroite. 

431.  Un'equazione  di  1©  grado  si  dice  omogenea  quando  manca 
del  termine  noto  ;  cosicché  un  sistema  di  «  equazioni  omogenee 
fra  le  n  incognite  a?,  ,  ccg  ,  .  .  . ,  a?^  sarà  della  forma  : 


^nl^l  +  ^n2^2  +  •  •  •  +  a^n^^  =  0. 


Indicando,  come  nel  §  prec,  con  A  il  valore  del  determinante 
dei  coefficienti 


^11  •  •  •  ^i/i 


a,ji  .  .  .  fl^,^ 


(2) 


e  con  A,.^-  in  generale  raggiunto  dell'elemento  oy  in  questo  deter- 
minante, la  forniola  generale  (art.  426): 

A  •  x'i,  =  «1  Aifc  +  «2^2^  +...-!■  a,,A,,^ 

si  riduce  ora  a 

A-CP/.  =0 

poiché  i  termini  noti  «j  ,  «j,  ,  .  .  .  ,  a„  sono   per  supposto    tutti 
eguali  a  zero. 
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Si  avranno  dunque  le  uguaglianze 

A-a?!  =  0,         A«a?2  =  0  ,  .  .  .  ,  A  «a?,,  =  0. 

dalle  quali  si  vede  che,  se  il  fattore  A  è  diverso  da  zero,  queste 
ugaaglianze  non  possono  essere  soddisfatte  se  non  quando  si  abbia 
contemporaneamente 

Dunque  :  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  fra  n  in- 
cognite col  determinante  diverso  da  zero  non  si  può  soddisfare  in 
alcun  modo,  tranne  che  prendendo  tutte  le  incognite  uguali  a  zero. 
In  quest'  ultimo  modo  poi  tutte  le  equazioni  resteranno  evidente- 
mente soddisfatte. 

432.  Corollàrio  :  Affinchè  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omo- 
genee fra  ì\  incognite  possa  essere  risoluto  mediante  un  sistema  di 
valori  dell*  incognite  che  non  siano  tutti  nulli,  è  necessario  che  sia 
eguale  a  zero  il  determinante  dei  coefflcienti. 

Vedremo  in  seguito  che  questa  condizione  è  anche  sufficiente. 
Cioè  che ,  se  A  =  0 ,  esisterà  sempre  un  sistema  di  valori  delle 
a:,  ^  a:^  ,  .  .  .  ,  x,,  ,  dei  qualialmeno  uno  sia  diverso  da  zero,  che 
soddisfano  a  tutte  le  equazioni  proposte. 

433.  Supponiamo  dunque  che  il  sistema  proposto  (1)  soddisfi  alla 
condizione  A  =  0  ;  e  proponiamoci  di  cercare  se  e  quali  sistemi 
di  valori  non  tutti  nulli  delle  incognite  possano  soddisfare  a 
tutte  le  equazioni.  Intanto  giova  osservare  che ,  se  certi  valori 
ii'i  ,  a?2  ,  .  .  .  ,  cc„  soddisfano  al  sistema  (1) ,  anche  i  valori  pa?/, 
px^  , .  .  . ,  px^  vi  soddisfano  del  pari,  qualunque  sia  il  moltiplica- 
tore comune  p ,  poiché  se  si  ha 

a^x^  +  a<2^«  -f  .  .  .  -f  a,„cc„  =  0, 

moltiplicando  per  p  primo  e  secondo  membro ,  se  ne  deduce  ap- 
punto 

Si  vede  dunque  che,  se  esiste  un  certo  sistema  di  valori,  non  tutti 
eguali  a  zero,  delle  sci  ,  a?2 ,  .  .  .  ,  aj,^  soddisfacenti  alle  n  equazioni 
proposte,  ne  esisteranno  di  tali  sistemi  in  numero  infinito  ;  cioè  se 
si  prenda: 

anche  il  sistema  delle  y  soddisferà  parimente  le  n  equazioni. 

434.  Ciò  premesso,  essendo  per  supposto  A  =  0,  io  dico  che  per 
avere  un  sistema  di  soluzioni  delle  (l),  basterà  prendere  per  le 
3c,  ,  Xjj  ,  .  .  .  ,  a;^  delle  quantità  eguali  rispettivamente  (o  propor- 
zionali secondo  un  moltiplicatore  arbitrario  p),  agli  aggiunti  de- 
g'ii  elementi  di  una  linea  orizzontale  scelta  a  piacere.  Si  prenda 
infatti  : 

a?!  =  A^i  ,  «2  =  A,-2  ,  x^  -  A,3  ,  .  .  .  y  aj„  =  A,„.  (3) 
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Per  verificare  che  questi  valori  soddisfano  al  sistema  di  equa- 
zioni proposto^  basta  verificare  che  essi  soddisfano  ad  una  qua- 
lunque delle  equazioni  (1),  cioè  che  si  ha,  provando  per  es.  la  fcm* 
equazione, 

Ora  infatti  per  fc  ^  t  il  primo  membro  di  quest'equazione  è  cer- 
tamente nullo,  essendo  eguale  alla  somma  degli  elementi  di  una 
linea  del  determinante  A  moltiplicati  risp.  per  gli  elementi  corri- 
spondenti di  un'altra  linea  parallela  (are.  424).  Se  poi  h  =  t,  si  ha 
(art.  423): 

onde,  essendo  per  supposlo  A  =  0,  la  (4)  resta  verificata  anche  in 
questo  caso. 

I  valori  (3)  soddisfano  dunque  al  problema  ;  e  se  esiste  per  il 
determinante  dato  A,  come  supporremo  per  semplicità  in  questo  §, 
almeno  un  aggiunto  diverso  da  zero,  almeno  uno  dei  sistemi  (3) 
darà  per  le  incognite  dei  valori  non  tutti  nulli. 

435.  È  importante  di  notare  che,  nella  ipotesi  fatta,  i  rapporti 
delle  incognite  x^  ,  x^  ,  . .  .  ,  x^  soddisfacenti  allo  (1)  non  si  f)os- 
sono  determinare  che  in  un  unico  modo.  Infatti  per  il  supposto 
possiamo  ritenere  che  si  abbia 


a 


11 


^12     •    •     •    ^1  J  «-1 


a 


21 


a 


22 


•     '     ^2  '  «-3 


^w— 1  9  1    ^n-l  ?  2    •  • 


•    «n- 


n-1  ì  n-1 


0 


(5) 


poiché,  se  r  aggiunto  dell'ultimo  coefficiente  a„ ,  „  fosse  uguale  a 
zero,  basterebbe  cambiare  l'ordine  secondo  cui  sono  scritte  le  equa- 
zioni (1)  e  l'ordine  con  cui  in  ogni  equazione  sono  disposte  le  n 
incognite  in  modo  che  come  ultimo  coefficiente  si  avesse  uno  di 
quegli  elementi  (che  certamente  esistono  nel  detepninante  (2))  i 
cui  aggiunti  non  sono  nulli.  Ciò  posto,  se  nelle  prime  n  —  1  equa- 
zioni del  sistema  (l)  portiamo  gli  ultimi  termini  al  secondo  mem- 
bro e  dividiamo  quindi  per  x,^ ,  esse  prendono  la  forma  seguente  : 


°"©+°..(i)+"+«.'"-(^)= 

'•' (k) -""Q)  *■■■'"•• --i^)  ' 


—  a 


Vn 


—  a 


29n 


(«) 


È  questo  un  sistema  di  w— 1  equazioni  lineari  fra  n—  1    inco- 


—  185  — 
gnite,  riguardando    cioè   come   incognite  gli  n  — 1  rapporti  —  , 

X  oc 

—  ,...,  -^^  ;  e  questo  sistema  non  si  potrà  risolvere  clie  in  unico 

modo  (art.  427),  poiché  il  determinante  delle  incognite,  che  è  ap- 
punto il  determinante  (5),  è  diverso  da  zero.  I  rapporti  X|  :  ccg  : ...  :  «„ 
che  soddisfano  al  sistema  (1),  non  possono  dunque  avere  che  un 
sistema  unico  di  valori. 

436.  Di  qui  segue  come  corollario  un   teorema   importante.  In- 
vero 8i  era  visto  che  i  valori  dati  dalle  (3)  : 

soddisfano  al  sistema  (1)  comunque  si  scelga  l' indice  i.  Per  Tar- 
ticolo  precedente  è  dunque  chiaro  che  fra  gli  n^  aggiunti  del  de- 
terminante (2)  debbono  aver  luogo  le  relazioni  : 

Aji  :  Aj2  :  Ajj  :  ...  :  A^f^  = 

Aji  :  Ajg  i  A23  :  ...  :  Ag^  =  (7) 


Resta  cosi  dimostrato  il  seguente  teorema  : 

tSe  un  determinante  è  uguale  a  zero,  gli  aggiunti  degli  elementi 
corrispondenti  di  due  qualisivogliano  linee  parallele  nono  fra  loro 
proporzionali, 

437.  Il  sistema  di  sole  n  — 1  equazioni  lineari  omogenee  con  n 
incognite  si  risolve  in  generale  prendendo 

Xj  l  X2  I  •  •  •  I  Xjj  =  Aj  '.       A2  •  Ag  *  —  A^  I  .  .  .  I  =*=  A,j 

dove  Af  è  il  determinante  che  si  ottiene  dalla  matrice  dei  coeffl- 
denti  del  sistema  cancellandone  la  i^o  colonna. 

Infatti,  se  si  aggiunge  alle  n—l  equazioni  date  una  prima  equa- 
zione : 

O-JCi  +  0-ir2+  . . .  +  0-X,,  =  0 

che  è  soddisfatta  identicamente,  il  sistema  si  presenterà  come  un 
caso  particolare  del  sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  con 
il  incognite ,  ed  avrà  evidentemente  il  determinante  nullo.  Risol- 
vendolo colla  regola  già  data,  cioè  prendendo  le  incognite  pro- 
porzionali agli  aggiunti  degli  elementi  della  prima  orizzontale  nel 
determinante  dei  coefficienti ,  si  avrà  appunto  la  soluzione  sopra 
indicata ,  che  sarà  quindi  1'  unica  possibile ,  a  meno  che  le  Aj  , 
A^  ,  .  .  .  ,  A^  siano  tutte  nulle. 

Esempio.  —  Per  risolvere  il  sistema  : 

«jSCj  -f  a^x^  -f-  ^3X3  -h  a^x^  -  0 

b^x^  -f  Kx^  +  h^x,^  -^  h^Xj^  =  0 

CjJTj  -f  c^x^  ■\'  ^32*3  -i-  c^c^  =  0  ^ 
Capklli.  —  Itiituzioni  di  analiai  algebrica,  S.*-   cdiz .  24 
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si  prenderà  :  arj  :  ccg  :  Xj  :  a?  ^  = 


ttg  Oj  «4 
&2  Ò3  Ò4 


Cj  C3  C4 


«1  «3  ^4 

òj  b^   &4 


C|  C3  C4 


«1  «2  «4 


61  6j  64 


^1  ^2  ^4 


«1  «2  a» 


òi  62  63 


Cj  Cg  C3 


Note  ed  Esercisi. 


1.  La  geometria  analitica  offre  abbondanti  esempi  di  problemi  algebrici 
nei'  quali  viene  a  priori  imposta  alle  incognite  la  condizione  di  avere  va- 
lori tutti  finiti  e  non  tutti  nulli.  Cosi,  ad  esempio,  se  le  ordinarie  coordinato 
cartesiane  X,  Y  di  un  punto  del  piano  si  pongano  sotto  la  forma  X  =  x  :  z  , 
F=ry:2,  ogni  terna  di  numeri  finiti  x  :  y  :  s  {coordinate  carteaiane  omogenee  del 
punto)  rappresenterà  un  punto  ben  determinato  del  piano,  a  distanza  fi- 
nita ovvero  all'  infinito  (*>  secondochò  sia  z  diverso  da  zero  ovvero  eguale 
a  zero.  Va  esclusa  però,  una  volta  per  sempre^  la  terna  0  :  0  :  0 ,  la  quale  non 
può  rappresentare  nulla  di  ben  determinato. 

Cosi  ogni  equazione 

ux  •\-  vy  ■\-  toz  =z  0 

si  considererà  come  rappresentante  una  retta,  purché  i  coefficienti  u  :  v  :  w 
{coordinate  omogenee  della  retta)  non  sieno  tutti  nulli.  Per  u  =  t?  =  0  si 
avrà  in  particolare  la  retta  alV  infinilo^  poiché  l'equazione  z  =  0  è  eviden- 
temente soddisfatta  da  tutte  le  terne  x  :  y  :  0. 

2.  Ciò  posto,  la  condizione  affinchè  tre  rette: 

ax  +  6y  -+-  C2  =  0  ,  a'x  -f-  h'y  -|-  c'z  =  0  ,  a"x  -\-  b"y  +  e"z  -=.  0 

s' incontrino  almeno  in  un  punto,  equivarrà  evidentemente  alP  altra  che 
queste  equazioni  siano  soddisfatte  almeno  da  una  terna  di  valori  finiti  e 
non  tutti  nulli  dello  x  :y  iz;  onde  tale  condizione  sarà  espressa  (art.  432)  da 


a 


h' 


a 


=  0. 


3.  Cosi  puro,  la  condiziono  perchè  tre  punti  x  :y'  :z\x  :  y"  :  z",  x"  .  y'"  :  z  ' 
siano  su  una  stessa  retta  {ax  -}-  by  -\-  cz=.  0),  equivale  a  quella  che  le  tre 
equazioni: 

ax  +  hy'  +  ca'  =  0  ,  ax"  +  hy"  +  cz"  =  0  ,  ax'"  -\-  hy"  +  ez"  =  0 

possano  coesistere  per  valori  finiti  e  non  tutti  nulli  di  a  :  &  :  e. 
Si  trova  dunque  come  condizione 


X 


II 


X 


X 


HI 


y 


Iti 


z 


II 


z 


ut 


=  0. 


(*)  Al  punto  air  infinito  r  :  «  :  0  si  attribuisce,  per  convenzione,  la  pro- 
prietà geometrica  di  essere  il  punto  d'incontro  di  tutto  lo  rotte  parallele 

X      r 
alla  retta   che   ha   per  equazione  tv=-"' 

X  8 
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4.  Con  raziocinio  affatto  analoo^o  sì  proverà  cho  la  condizione  necessa- 
ria e  sufficiente  affinchè  i  sci  punti: 

siano  sa  una  stessa  conica,  è  data  da  K=  0,  essendo: 


K=z 


X,' 

x/ 

=».' 

X^X^ 

«l^^S 

ajjXg 

y.» 

y,' 

y.' 

yiy» 

ViVi 

y%y% 

».' 

».' 

'is* 

2l«« 

«i»i 

^%H 

'.' 

'.' 

<3' 

<i^. 

^«s 

V3 

r,« 

»•.' 

V 

»'i''j 

'•l*-8 

^'-s 

».' 

»/ 

»/ 

«i»» 

«l»8 

«2*8 

=  Ì8yr)(8tz)(xyz(xtr)  —  (8ì/z){8tr){xyr{xtz)f 
dove  s'intendo  per  brevità: 

(syr)  =.•  2  =t  «lya»-»  »  ®c<^- 

5.  Trovare  con  procedimenti  analoghi  le  condizioni  affinchè  quattro  punti 
del  piano  siano  in  uno  stessso  cerchio,  ovvero  cinque  punti  dello  spazio 
su  una  stessa  sfera ,  e  perchè  10  punti  dello  spazio  siano  su  una  stessa 
quadrica. 

0.  Dimostrare  che  pel  sistema  di  equazioni: 

(6  +  c)x  +  (e  -  a)y  +  (6  -  a)z  =  0 

(e  -  b)x  4-  (e  f  a)y  +  (a  -  6)z  =  0 

(b  -  c)x  -h  («  -  c)y  +  (a  4-  6)z  =  0 

^^  ^>  y,  z  devono  essere  tutte  uguali  a  zero,  so  lo  a,  6,   e  sono  tutte  di- 
verse da  zero. 

§  5.0  —  uigoiuzlone  di  un  sistema  qualunque  di  m  equazioni 
lineari  omogenee  fra  n  incognite.  Dipendenza  e  Indipen- 
denza delle  equazioni  e  delle  forme  che  le  rappresentano. 

438  Dovremmo  ora  esaminare  il  caso  in  cui  tutti  gli  aggiunti  A^- 
siano  eguali  a  zero. 

Preferiamo  però,  per  maggiore  generalità,  di  ripigliare  da  capo 
la  quistione  considerando   un   sistema  qualunque   di  m  equazioni 
lineari  omogenee  fra  n  incognite  a^i  ,  a?,  ,  .  .  . ,  a?„. 
Esso  sarà  della  forma: 


«21^1  ^"  ^22^2  +  •••-♦'  ^in^n  =  ^ 


(1) 


«ml^l  +  «m2^2  +  •  •  •  +  «mn^»  =  ^' 

Se  indichiamo  per  brevità  con  U^ ,  U, ,  .  .  .  ,  U^  i  primi   mcm- 


[ 
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bri  di  qaeste  equazioni,  cioè  poniamo  in  generale: 

U,-  ■=  a^x^  +  ai^x^  4- . . .  r  a^^^x,^  ,  (2) 

il  sistema  delle  vi  equazioni  si  potrA  scrivere  brevemente: 

U,  =0  ,  U2  =  0,...,U«  =  0.  (3) 

Intanto  al  sistema  (1)  corrisponde  una  matrice  quadrata  o  ret- 
tangolare (secondochè  in  =  n  ovvero  m^^n)  di  coefficienti 


a 


11 


^12   •  •  •  ^i« 


\ 

\    «21        ^22    •  •  •  ^2n     '• 
^ml      ^mì  •  •  •  ^mn 


(4) 


Se  ora  k  sia  un  numero  non  superiore  né  ad  w  nò  ad  n  e  tra- 
sccgliamo  a  piacere  fra  le  colonne  della  matrice  certe  k  colonne 
e  similmente  del  pari  a  piacere  fra  le  orizzontali  della  matrice 
certe  k  orizzontali,  ò  chiaro  che  le  colonne  e  linee  orizzontali  scelte 
si  incrocieranno  in  fc-  punti,  nei  quali  si  troveranno  altrettanti  ele- 
menti della  matrice  disposti  in  modo  da  rappresentare  una  ma- 
trice quadrata  di  ordine  k  e  quindi  anche  un  certo  determinante 
di  ordine  fc.  I  determinanti  così  formati  si  dicono  determinanti  mi- 
nari  contenuti  nella  matrice  proposta. 

Cosi  ad  esempio  nella  matrice  rettangolare 


a. 


a 


2 


a^ 


a. 


a, 


«6 


a. 


^ 


'2 


(h) 


ih)       (h)       b, 


^2  ^3  ^4  ^5  ^C 


ih 


(d,)       d,       (d,)      {d,)      d, 


2 


(^3) 


(«5)        («e) 


si  trova  contenuto  il  determinante  minore  di  ordine  3 


dt 


d. 


'6 


formato  dagli  elementi  nei  quali  la  seconda,  quarta  e  quinta  oriz- 
zontale incontrano  la  terza,  quinta  e  sesta  verticale.  È  facile  di 
riconoscere  che  questa  matrice  contiene  21  determinanti  minori  di 
ordine  5,  che  ò  il  massimo  ordine  possibile.  Quanto  poi  ai  deter- 
minanti minori  di  ordine  minimo  possibile,  cioè  1,  ve  ne  sono  35, 
cioè  tanti  qunnti  sono  gli  elementi  della  matrice;  giacché  un  de- 
termitante  minore  di  ordine  1  altro  non  ò  che  un  determinante  di 
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un  solo  elemento  come  164I  ,  \c^\  ,  .  .  .  i  cui  valori  coincidono   coi 
valori  stessi  ^4,07,.,.  degli  elementi. 

Ciò  premesso,  si  chiamerà  caratteristica  della  matrice  (4)  quel 
numero  h  che  ò  uguale  al  massimo  ordino  di  determinanti  minori 
diversi  da  zero  contenuti  nella  matrice.  Così  ad  esempio  la  ma- 
trice rettangolare 


-2 


3 
0 


2  2         3         11         7 

3  6         3         18         9 

ha  per  caratteristica  2,  poiché  i  determinanti  minori  di  quarto  e 
terz'  ordine  contenuti  in  essa  hanno  tutti  il  valore  zero  (*) ,  nel 
mentre  che  si  trova  poi  un  determinante  minore  di  second'  ordine 

1     -2 

1         4 

prime  due  verticali  colle  prime  due  orizzontali)  il  quale  ha  un  va- 
lore diverso  da  zero. 


(come  p.  es.  il  determinante 


formato  dair  incontro  della 


439.  Ciò  posto,  dato  il  sistema  di  eqnazioni  (l),  sìa  h  la  carat- 
teristica della  corrispondente  matrice  (4).  Ciò  significa  che  tutti  i 
determinanti  minori  di  ordine  superiore  ad  h  contenuti   in  questa 
matrice  sono   uguali  a  zero ,  nel  mentre  che  esisterà  poi  almeno 
un  determinante  minore  di  ordine  /i,  contenuto   nella  matrice ,  il 
quale  abbia  valore  diverso  da  zero.  Ora ,  senza  nuocere  alla  ge- 
neralità della  questione,  ci  ò  sempre  lecito  di  supporre  che  un  de- 
terminante minore  di  ordine  h  diverso  da  zero  si  abbia  appunto 
neir  incontro  delle  h  orizzontali  della  matrice  colle  prime  h  ver- 
ticali; poiché,  se  ciò  non  accadesse,  basterebbe  cambiare  opportu- 
namente r  ordine  secondo  il  quale  si  sono  scritte  le  m  equazioni 
dol  sistema  proposto  (1)  e  cambiare  del  pari  in  modo  conveniente 
1  ordine  con  cui  figurano  nelle  (l)  le  successive  incognite,  poten- 
dosi cosi  ottenere  evidentemente  che  quelle  h  verticali  ed  orizzon- 
tali della  matrice ,  che  individuano   un   minore   diverso   da  zero, 
prenda  precisamente  il  posto  delle  prime  h  verticali  ed  orizzon- 
tali rispettivamente, 
Ci  è  lecito  dunque  di  ritenere  che  si  abbia: 


a 


11 


a 


18 


a 


\h 


0,1      022 


a 


ih 


a 


h\ 


a 


hi 


a 


=  Rf  con  i2  s  0. 


(5) 


hh 


(  )  Come  ò  facile  perzinadersene ,  ancho  senza  calcolare  effettivamente 
tutti  qaestì  determinanti,  considerando  che  la  terza  orizzontale  della  ma- 
tnre  è  un;uale  alla  somma  delle  due  procedenti  e  la  quarta  è  uguale  alla 
somma  della  seconda  e  della  terza. 
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Detto  ora  i  uno  qualunque  degli  indici  1^  2,  3,  . 
Cile  riconoscere  che  è  identicamente 


.  ,  m,  è   fa- 


^11      ^12      ^13   •    •   •   ^1^      Ui 


^ìl      ^ii      ^23    •    '    •    ^2h       •-'2 


^hl      ^h%      ^M    •    •    •    ^hh 


a 


il 


a 


i2 


a 


iS 


a 


ih 


u, 


U, 


=  0 


(6) 


cioè  qualunque  siano  i  valori  che  si  attribuiscono  alle  variabili 
«1 ,  «2  ,  .  .  . ,  x^  che  entrano  nella  composizione  delle  funzioni  in- 
tere di  primo  grado  Ui  ,  U^  ,  . .  . ,  U^  ,  U,.  • 

Infatti,  so  t</t,  il  determinante  (6)  avrà  la  sua  ultima  orizzon- 
tale uguale  ad  una  delle  precedenti  e  sarà  quindi  nullo  (art.  416). 
Se  poi  i  >  h  y  sostituendo  in  luogo  delle  U  le  loro  espressioni  ef- 
fettive (2),  il  determinante  (6)  prenderà  la  forma 


^11      ^12    •    '    •   ^ìh      ^11^1  +  ^12^2  +  •    •    •  +  ^in^n 
^21       ^22   •    •    •    ^2h      ^21''^1  "^  '^22'^2  "H  •    •    •  "f  ^2n*^n 


a 


hi       ^hi    •    •    •    ^hh 


«/] 


a 


t2 


•  •  • 


a 


ih 


e  si  potrà  decomporre  (art.  418)  (corrispondentemente  al  fatto  che 
gli  elementi  dell'  ultima  colonna  sono  polinomi  di  n  termini)  nella 
somma  di  n  determinanti  della  forma: 


aji     ai2  .  .  .  a^f^     a^^-x^ 


^21       ^22    •    •    •    ^2h       ^2Ò'*^Ò 


«M      «/it  •   •   •  <^hh    «a6*^6 


a 


il 


a 


12 


^ih     «i6  •  ^6 


y         0    1^      Jdf      Ó      f      •       •      a      y      ?lt 


Ora  ciascuno  di  questi  determina'nti  è  per  sé  stesso  nullo,  poi- 
ché, messo  fuori  del  determinante  il  fattore  comune  x^ ,  il  deter- 
minante residuo  avrà  due  colonne  uguali  se  o</i,  e,  se  S  >  h  , 
sarà  un  determinante  minore  di  ordine  h+  1  contenuto  nella  ma- 
trice (4)  e  sarà  quindi  nullo,  essendo  per  ipotesi  la  caratteristica 
della  matrice  uguale  ad  A.  L'identità  (6)  resta  cosi  dimostrata. 


440.  Sviluppando  ora  il  determinante  (6)  secondo  gli   elementi 
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deirnltima  colonna  si  avrà  (per  i>h): 

«lUi  +  ajUg  +  .  .  .  +  a^Vh  +  a,.U<  =  0  (7) 

dove  le  a,  essendo  gli  aggiunti  degli  clementi  deirultima  colonna, 
sono  formati  coi  coefficienti  a^j  e  sono  quindi  quantità  conosciute. 
Quanto  poi  ad  a^- ,  che  è  1'  aggiunto  di  U,- ,  esso  ha  il  valore  : 

(*1  1  ^1  o     •     •     •     (* 


a^  = 


11       <^*i2    •    •    •    "-^ih 


^Al       ^h2  •    •    •    ^hh 

che  è  diverso  da  zero.  Si  potrà  quindi  divìdere  la  (7)  per  a,-  e  si 
dedurrà  : 

Ui  =  3,Ui  +  ?,U,  +  .  .  .  -h  Ci,U,  (8) 

dove  le  p  sono  numeri  costanti  conosciuti.  Quindi:  se  la  caratte- 
ristica della  matrice  dei  coefficienti  di  un  sistema  di  forme  lineari 
è  uguale  ad  h,  tutte  le  dette  forme  lineaH  si  possono  esprimere 
come  una  combinazione  lineare,  a  coefficienti  costanti,  di  h  fra  esse. 
Ora  dalla  identità  (8)  emerge  chiaramente  che  ogni  sistema  di 
valori  delle  x^  ,  x^ ,  ,  ,  .  ,  x^  per  il  quale  si  abbia  : 

annullerà  anche  Uj-.  Cioè:  tutti  i  sistemi  di  valori  delle  incognite 
3?i,«2 , ,  .  .  ,  a?^  che  soddisfano  alle  prime  h  equazioni  del  sistema, 
soddisferanno  anche  alle  rimanenti.  0,  in  altri  termini,  le  ultime 
^-h  equazioni  del  sistema  proposto  sono  una  conseguenza  ne- 
cessaria delle  prime  Ti  equazioni. 

441.  Dopo  ciò  è  chiaro  che,  per  avere  tutte  le  soluzioni  possi- 
1>|H  del  sistema  proposto,  basta  limitarsi  a  cercare  tutte  le  possi- 
hilì  soluzioni  delle  prime  h  equazioni  : 

^11^1  +  «12^2  +  •  •  •  +  «m^n  =  ^ 

a^yX^  +  «22^2  +  •  •  •  +  «2n^n  =  ^  (1)' 


<^h\^i  +  «A2^2  +  .  .  .  +  ai,,,x^  =  0 

^^  cui  sistema  è  equivalente  al  sistema  (1). 
Scrivendo  ora  queste  h  equazioni  come  segue  : 

^11^1  +  «12^2  +  •  .  •  +  ctih^h  =  -  («1 ,  h^\^h^■^  +  .  .  .  +  a^ ,  ^xj 
a,iXi  +  a^Xj  +  .  .  .  +  a^f^xj,  =  -  (a^  ,  f,^^Xf,j^^  +  .  .  .  +  «^ ,  n^n) 

%\^i  +  ^h%^%  +  .  .  .  +  (if^^xj^  =  —  («;i ,  h^i^h^-i  4-  .  .  .  +  a;^  ,  „x^) 

9j  vede  che,  dati  a  piacere  alle  x^^^ ,  Xf^^^  ,  .  .  . ,  a?^  dei  valori  qua- 
hsivogliano,  per  determinare  le  h  incognite  rimanenti  x^ ,  x^ ,...,  a?;^, 
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si  avranno  precisamente  h  equazioni  di  !<>  grado  col  determinante: 

^11      ^12   •   •   •   ^1* 


^21     «w  •  •   •  O^h 


^hl      ^h2  •    •    •  ^hh 


=  R 


che  si  è  già  detto  essere  diverso  da  zero.  Quindi  le  altre  inco- 
gnite si  potranno  sempre  determinare,  ed  in  un  unico  modo  (ar- 
ticolo 427. 

442.  È  importante  far  rilevare  clie  il  sistema  (1)'  non  è  piti  su- 
scettibile di  ulteriore  riduzione,  nel  senso  che  nessuna  delle  sue 
equazioni  potrebbe  cancellarsi  come  superflua,  cioè  come  conse- 
guenza delle  rimanenti.  Questo  fatto  si  esprime  ordinariamente 
con  dire  che  le  equazioni  (1)'  sono  fra  loro  indipendenti;  definen- 
dosi in  generale  come  indipendenti  più  equazioni  tali  che  nessuna 
di  esse  sia  conseguenza  delle  rimanenti. 

Esaminiamo  infatti  se  sia  possibile,  che  una  delle  (1)',  p.  cs. 
l'ultima,  sia  conseguenza  delle  rimanenti.  Poiché  il  determinante 
R  è  diverso  da  zero,  almeno  uno  degli  aggiunti  degli  elementi 
dell'ultima  orizzontale  di  R  sarà  diverso  da  zero,  e  ci  sarà  lecito 
ritenere  (disponendo  opportunamente  dell'ordine  di  scrittura  delle 
«1  ,  Xg  )  •  •  •  )  ^h)  ^^^  ®sso  sia  proprio  1'  aggiunto  dell'ultimo  'ele- 
mento af^f^.  Le  prime  /i  -  1  equazioni  (1)'  si  potranno  allora  seri- 
vare  come  segue: 

«21^1  +  ^22^2+  •••  +^2  >  A-l^A-l="~(«2A^/i+^2  ?  A+l^h+l+  •"   +^2n^«) 

(i)" 

^h-1  7  l^l  +  ^/i-l  y  2^2+  •••  +^A-1  f  fc-l="(^7i-l  7  A^/i+  '••  +^A-1  1  n^n) 

dove  il  determinante  dei  coefficienti  dei  primi  membri  è  diverso 
da  zero.  Esse  potranno  quindi  sempre  risolversi  scegliendo  a  pia- 
cere i  valori  delle  ^/^  ,  Xf^^^  ,  ,  .  .  ,  x,^  e  determinando  quindi  op- 
portunamente quelli  delle  rimanenti  A— 1  incognite.  Esiste  dunque 
necessariamente  qualche  sistema  di  valori  delle  incognite  che  sod- 
disfa alle  (1)"  e  non  soddisfa  alle  (1)';  poiché,  fissati  a  piacere  i 
valori  delle  2c^+,  ,  .  .  .  ,  a;„,  il  valore  della  Xf^  non  poteva,  nella  ri- 
soluzione del  sistema  (1)',  prendersi  a  piacere,  ma  bensì  restava 
determinato  in  modo  unico.  Il  sistema  (1)'  non  può  dunque  essere 
una  conseguenza  del  sistema  (1)" ,  ossia ,  che  è  la  stessa  cosa  , 
l'ultima  delle  (1)'  non  può  essere  una  conseguenza  delle  rima- 
nenti, e.  d.  d. 

443.  Questo  risultato  si  può  riassumere  cosi:  affinchè  le  equa- 
zioni di  un  sistema  lineare  omogeneo  siano  indipendenti,  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  la  caratteristica  della  sua  matrice  sia  eguale 
al  numero  delle  equazioni. 
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444.  Per  quanto  rigaarda  la  risoluzione  di  un   sistema  lineare 
omogeneo  qualunque,  giungiamo  dunque  alle  seguenti  conclusioni: 
Dato  un  sistema  qualunque  di  m    equazioni    lineari    omogenee 
con  n  incognite^  sia  h  la  caratteristica  della  sua  matrice. 

Allora  delle  ni  equazioni  date  soltanto  h  saranno  indipendenti; 
le  altre  m  —  h  saranno  una  semplice  conseguenza  delle  prime  e 
potranno  quindi  trascurarsi.  Per  soddisfare  poi  alle  h  equazioni 
indipendenti,  si  potranno  assegnare  ad  arbitrio  i  valori  di  n  —  h 
incogìiite,  restando  così  perfettamente  determinati  i  valori  delle  h 
incognite  rimanenti. 

Le  h  equazioni  indipendenti  non  si  potranno  in  generale  sce- 
gliere a  piacere  fra  le  date;  sarà  bensì  necessario  e  sufficiente  sce- 
glierle in  modo  che  la  matinee  dei  loro  coefficienti  sia  di  caratte- 
ristica h,  cioè  contenga  almeno  tcn  minore  di  ordine  h  diverso  da 
zero.  Neanche  Ze  n  -  li  incognite,  cui  si  vogliono  assegnare  valori 
arbitrari,  si  possono  in  generale  scegliere  a  piacere.  Bisognerà 
iceglierle  in  modo  che  la  matrice  dei  coefficienti  relativi  alle  altre 
incognite  sia  di  caratteristica  eguale  ad  li. 

445.  Corollario. — Affinchè  un  sistema  di  equazioni  lineari  omo- 
genee sia  risolubile  con  valori  delle  incognite  che  non  siano  tutti 
nuìlij  è  necessario  e  sufficiente  che  la  caratteristica  della  sua  ma- 
irice  sia  inferiore  al  numero  delle  incognite, 

446.  Affinchè  una  certa  equazione,  facente  parte  di  un  sistema 
lineare  omogeneo,  sia  conseguenza  delle  rimanenti,  è  necessario  e 
inficiente  che,  cancellando  dal  sistema  quelV equazione,  la  caratte- 
ridica  del  sistema  resti  inalterata. 

Che  questa  condizione  sia  sufficiente,  risulta  infatti  evidentemente 
da  quanto  si  è  già  esposto  agli  articoli  439  e  440.  Per  dimostrarne 
la  necessità,  supponiamo  che  la  caratteristica  Ti  del  sistema  dato 
si  riduca  ad  /i~l,  quando  si  cancelli  una  certa  equazione  U  =  0. 
Se,  malgrado  ciò,  la  U  =  0  fosse  conseguenza  delle  rimanenti,  do- 
rrebbe anche  essere  conseguenza  (art.  444)  di  sole  h  —  l  fra  le 
rimanenti,  che  si  potrebbero  sempre  scegliere  in  modo  da  dare, 
pniiamenie  alla  U  =  0,  una  matrice  di  caratteristica  h,  quale  per 
ipotesi  deve  esistere  nel  sistema  completo.  E  ciò  sarebbe  in  con- 
traddizione col  teorema  dell'art.  443. 

447.  Affinchè  un*  equazione  lineare  omogenea  U  =  0  sia  conse- 
9^ienza  di  certe  altre  equazioni  consimili  V^  =  0  ,  Vg  =  0  ,  .  .  .  ,  è 
w«ce«Mino  e  sufficiente  che  il  suo  primo  membro  U  sia  identica- 
mente uguale  alla  somma  dei  primi  membri  Vj  ,  V,  ,  .  .  .  ,  molti- 
plicati per  dei  coefficienti  costanti, 

La  sufficienza  di  tale  condizione  ò  affatto  evidente.  Ma  essa  è 
a^che  necessaria,  poiché,  se  la  U=0  è  conseguenza  delle  Vi  =  0, 
\i-0, .  .  ,  ,  la  caratteristica  h  dell'intero  sistema  U  =  0,  Vj  =  0, 
^2  =  0,  ..  .  coinciderà  (art.  446)  con  quella  del  sistema  Vi  =  0, 
^1  "*-  0 ,  .  .  .  ;  opperò  il  primo  membro  di  U  =  0  si  esprimerà  linear- 
»"cnte  (cfr.  art.  440)  coi  primi  membri  di  quelle  fra  le  V,  -  0 , 
^j  =  0,  .  .  .  ,  che  danno  luogo  ad  una  matrice  di  caratteristica  h. 

Caprlli.  —  I$tUuzionì  di  analisi  algebrica^  S.*  ediz.  25 
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448.  Dai  risaltati  ottenuti  emerge  V  opportunità  di  dare  altresì 
una  definizione  di  forme  lineari  indipendenti,  intendendosi  per 
forma  lineare  a  più  variabili  una  funzione  intera,  lineare  ed  omo- 
genea delle  variabili.  Noi  diremo  che  piii  forme  lineari  con  n  va- 
riabili sono  fra  loro  indipendenti,  quando  nessuna  di  esse  si  può 
esprimere  identicamente  come  somma  delle  altre  moltiplicate  per 
dei  coefficienti  costanti. 

Confrontando  questa  definizione  con  quella  di  equazioni  lineari 
omogenee  indipendenti  data  all'art.  442  discende  infatti,  come  co- 
rollario, dal  teorema  stabilito  all'art,  precedente  che  :  se  le  m  forme 
lineari  Uj  ,  Ug  ,  .  .  .  ,  U„j  sono  fra  loro  indipendenti  ^  anche  le 
m  equazioni  U,  =  0  ,  Ug  =  0  ,  .  .  .  ,  U^  =  0  saranno  fra  loro  in- 
dipendenti, e  reciprocamente, 

449.  Un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  B  si  dice  con- 
seguenza di  un  altro  sistema  A ,  quando  tutti  i  sistemi  di  valori 
deir  incognite  soddisfacenti  al  sistema  A  soddisfano  anche  al  si- 
stema B.  In  particolare  poi  i  due  sistemi  si  diranno  equivalenti, 
se  sia  al  tempo  stesso  il  primo  conseguenza  del  secondo  e  il  se- 
condo conseguenza  del  primo  ;  o  in  altri  termini  se  essi  ammettono 
precisamente  gli  stessi  sistemi  di  soluzioni, 

450.  Se  un  sistema.  B  è  conseguenza  di  un  sistema  A  ,  la  ca- 
ratteristica della  matrice  di  là  è  <  della  caratteristica  della  ma- 
trice di  A. 

Siano  infatti  a  e  6  risp.  le  caratteristiche  dei  due  sistemi  A  e 
B.  Aggiungendo  successivamente  al  sistema  A  tutte  le  equazioni 
di  B,  che  ne  sono  per  supposto  una  conseguenza,  la  sua  caratte- 
ristica conserverà  (art.  446}  il  valore  a.  Intanto  il  nuovo  sistema 
cosi  formato,  contenendo  entro  di  so  la  matrice  B,  avrà  evidente- 
mente una  caratteristica  eguale  o  superiore  a  h.  Sarà  dunque 
a^b,  e.  d.  d. 

451.  Corollario.  —  Se  due  sistemi  di  equazioni  lineari  omogenee 
sono  equivalenti,  le  caratteristiche  delle  loro  matrici  sono  uguali. 

452.  Se  le  equazioni  lineari  omogenee  indipendenti  ^{=0,  Vg^O,..., 
V^  =  0  sono  conseguenza  necessaria  del  sistema  Uj^O,  Uj^O,  .  .  .  , 
Uy  =  0,  sarà  i^j. 

Invero  la  matrice  delle  V  ha  per  supposto  (art.  443)  la  sua  ca- 
ratteristica eguale  ad  i.  Sarà  dunque  i  eguale  o  minore  (art.  450) 
della  caratteristica  delle  U.  Ma  questa  ò  in  ogni  caso  <  del  nu- 
mero delle  equazioni  U  =  0,  cioè  di  j  \  quindi,  ecc. 

453.  Chiuderemo  con  alcuni  altri  teoremi  assai  utili  nel  calcolo 
delle  caratteristiche.  Essi  discendono  quasi  immediatamente  da 
quelli  già  dimostrati. 

E  primieramente  è  senz'altro  evidente  che  :  non  si  altera  la  ca- 
ratteristica di  2ina  matrice  moltiplicandone  tutti  gli  elementi  di 
una  linea  per  uno  stesso  fattore  diverso  da  zero.  Quest'operazione 
si  chiama  comunemente  moltiplicazione  di  una  linea  per  un 
numero. 
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Del  resto  questo  teorema  fa  riscontro  (cfr.  art.  451)  all'altro,  del 
pari  evidente,  che  :  un  sistema  di  equazioni  lineari  resta  equiva- 
lente a  se  stesso^  se  una  qualunque  delle  sue  equazioni  si  molti- 
plichi per  un  fattore  costante  diverso  da  zero. 

454.  La  caratteristica  di  una  matrice  non  si  altera,  se  agli  ele- 
menti di  una  linea  si  aggiungano  gli  elementi  corrispondenti  di 
una  linea  parallela  moltiplicati  per  un  fattore  comune  costante. 

Si  consideri  infatti  il  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  che 
ha  per  matrice  dei  coefficienti  la  matrice  data.  E  evidente  che  il 
sistema  resta  equivalente  a  sé  stesso,  se  in  luogo  di  una  delle  sue 
equazioni  si  ponga  Tequazione  stessa  sommata  membro  a  membro 
con  un'  altra  qualunque  delle  rimanenti  (anche  moltiplicata,  se  si 
vuole,  per  un  fattore  costante).  Resterà  dunque  inalterata  (art.  451) 
anche  la  caratteristica  della  matrice,  che  ha  appunto  subito  la 
trasformazione  indicata  neirenunciato. 

455.  Affinchè  la  caratteristica  di  una  matrice  non  sia  alterata 
dalla  soppressione  di  una  linea,  è  necessario  e  sufficiente  che  quella 
linea  sia  eguale  alla  somma  di  alcune  delle  altre  linee  parallele 
moltiplicate  per  dei  numeri  opportunamente  scelti.  Per  somma 
(o  prodotto)  di  due  linee  s' intende  una  linea  che  abbia  per  ele- 
menti le  somme  (ovvero  i  prodotti)  degli  elementi  corrispondenti 
delle  due  linee. 

Invero,  affinchè  ciò  accada,  è  necessario  e  sufficiente  (art.  446) 
che  r  equazione  lineare  omogenea  corrispondente  alla  linea  da 
cancellarsi  sia  conseguenza  delle  rimanenti  ;  è  quindi  anche  ne- 
cessario e  sufficiente  (art.  447)  che  il  primo  membro  di  queir  e- 
qaazione  sia  identicamente  uguale  alla  somma  di  altri  primi  membri 
moltiplicati  per  opportune  costanti. 

456.  Se,  aggiungendo  separatamente  ad  una  matrice  certe  nuove 
linee  {tutte  orizzontali  o  tutte  verticali)  j  non  si  altera  la  sua  ca^ 
^(^tteristica,  questa  non  verrà  neanche  alterata  dall'aggiunzione  si- 
multanea di  tutte  queste  linee. 

Infatti,  ciascuna  delle  nuove  equazioni  aventi  per  coefficienti  gli 
clementi  delle  nuove  linee  è,  per  il  supposto  (cfr.  art.  446)  con- 
seguenza del  sistema  lineare  omogeneo  che  ha  per  matrice  la  ma- 
trice proposta.  Aggiungendo  quindi  simultaneamente  a  quel  si- 
stema tutte  le  nuove  equazioni,  si  otterrà  un  sistema  equivalente 
^1  primitivo.  La  caratteristica  del  nuovo  sistema  sarà  dunque  (arti- 
colo 451)  uguale  a  quella  del  primitivo,  e.  d.  d. 

457.  CoROLLAHio.  —  Sia  data  una  matrice  di  n  linee  e  di  m  co- 
lonne, con  m  >  n  ;  e  si  supponga  che  le  prime  n  —  1  colonne  con- 
^^ngano  almeno  un  determinante  di  ordine  n  —  1  diverso  da  zero. 
Per  accertare  che  tutti  i  determinanti  di  ordine  n  contenuti  nella 
Mirice  siano  nulli,  basta  verificare  che  siano  nulli  gli  m  -  n  +  ì 
determinanti  formati  con  quelle  n  —  1  colonne  combinate  successi- 
vamente con  una  qualunque  delle  rimanenti. 

Ove  ciò  accada,  la  matrice  delle  prime  ?i  -  1  colonne  avrà  in- 
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fatti  per  caratteristica  n—  1,  e  tale  caratteristica  non  sarà  alterata 
dall'aggiunzione  di  una  qualunque  delle  altre  colonne. 


Vote  ed  Esercisi. 

1.  Bisolvere  il  sistema  : 

«  -  2y  +  8«  +  4<  -f  6»  =  0 

a;  +  4j/  +  7e  +  2»  =  0 

2aj  +  2y  f  8»  -i  11^  4-  7«  =  0 

Sx  I-  6y  +  8s  -|-18e+  9t>  =  0 

che  si  può  ridurre  a  due  sole  equazioni  indipendenti. 

2.  Bisolvere  il  sistema: 

U,  =  a:-8y+5»  =  0  ,  U,  =  2?-4y  +  2z  =  0  ,  U^sSa?- Uy  +  9»  =  0 

ohe  ha  il  determinante  uguale  a  zero  e  la  caratteristica   ^  =  2;   e   calco- 
lare i  coefficienti  costanti  a^  ,  o^  ,  oc,  della  relazione  : 

a,U,  +  OjUj  +  OjU,  =  0 

ohe  ha  luogo  identicamente  fra  le  tre  funzioni  U^  ,  U,  ,  U,. 

8.  Si  dimostri,  come  conseguenza  dell*  art.  455,  che  :  9e  la  caratteristica 
di  una  matrice  A  non  è  alterata  dalla  9oppre9SÌone  di  una  sua  linea  "L,  non 
verrà  alterata  da  tale  soppressione  neanche  la  caratteristica  di  qualsiasi  ma- 
trice composta  dalla  matrice  A  e  da  altre  nuove  linee  parallele  ad  L. 

Se  ne  deduca  poi  il  metodo,  praticamente  più  semplice,  da  seguirsi  per 
il  calcolo  della  caratteristica  di  una  matrice  data. 

4.  Per  una  matrice  di  m  righe  ed  n  colonne,  si  sappia  essere  diverso  da 
zero  il  determinante  di  ordine  h  formato  dagli  elementi  nei  quali  le  prime  h 
righe  s'incrociano  colle  prime  h  colonne.  Allora^  perchè  siano  nulli  tutti  i  de* 
terminanti  di  ordine  h+1  contenuti  nella  matrice^  basterà  che  siano  nulli  gli 
(m  — h)('n  — h)  determinanti  formati  dagli  elementi  dHnerociamento  delle  righe 
di  posto  1,  2,  8,  .  .  .  ,  h,i  (per  i  >  h)  eolle  colonne  di  posto  1,  2,  8,  .  .  .  ,  h  ,  j 
(per  j  >  h).  Si  dimostri  ciò  come  conseguenza  degli  articoli  456  e  457. 


§  6.0  —  Sistema  di  m  eqaazloni  lineari  non  omoqrenee 
con  n  incognite.  Condizioni  di  compatibilità. 


458.  Teorema.  —  Affinchè  un  sistema  qualunque  di  m  equazioni 
di  lo  grado  con  n  incognite  : 

(1)  

«la  risolubile  con  valori  finiti  delle  incognite^  è  necessario  e  suf- 
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fidente  che  le  due  matrici  : 


(2) 


«u 

a,2  .  .  .  aj„ 

(3)    ■ 

«u 

^12    •    •    •    ^in 

«1 

ftml 

^m2  '   •   •    ^mn 

1 

^       *4ll 

*«2  '    •    •  ^mn 

a» 

aòòtano  eguale  caratteristica. 

Qaesto  teorema  non  dififerisce  sostanzialmente  da  quello,  da  noi 
già  dimostrato,  dell'art.  455.  Infatti,  se  il  sistema  (1)  è  risolubile 
con  valori  finiti  delle  a?i  ,  «g  ,  .  .  .  ,  a?n»  l'ultima  colonna  della  ma- 
trice (3)  è  uguale  alla  somma  delle  colonne  precedenti  rispetti- 
vamente moltiplicate  per  se,  ,  scg  ,  .  .  .  ,  ac^  e  quindi  la  caratteristica 
di  (3)  resterà  la  stessa  (art.  455)  se  si  sopprima  Tultima  sua  co- 
lonna, cioè  coinciderà  colla  caratteristica  di  (2).  Reciprocamente, 
86  le  caratteristiche  di  (2)  e  di  (3)  sono  eguali,  ciò  significa  che 
la  caratteristica  di  (3)  non  è  alterata  dalla  soppressione  dell'ultima 
colonnji,  onde  l'ultima  colonna  sarà  uguale  (art.  455)  alla  somma 
delle  precedenti  moltiplicate  per  certi  numeri  finiti  se,  ,  ajg  , . . . ,  ac„. 
Il  sistema  (1)  sarà  dunque  soddisfatto  da  tali  valori  delle  a:,  , 
3fj , . .  .  ,  «^  ;  ossia  esso  sarà  compatibile  con  valori  finiti  delle  sue 
incognite. 

459.  Se  nelle  equazioni  del  sistema  (1)  si  ponga: 

a;,  —       -         ,  ^2  —  ,  .  .  .  ,  a:,,  —  ,  ^-i; 

essendo  y,,^,  un  numero  diverso  da  zero^  del  resto  arbitrariamente 
fissato,  esse  assumono  la  forma  di  m  equazioni  omogenee  : 

«11^1  +  «122/2  +  •  .  •  +  a^^y^  4-  or^y^+i  =  0 
(5) 

«mlVl  +  «11.22/2  +  •  •  •  +  (^m,»^/n  +  ^.nVn^ri  =  0 

fra  le  n  +  1  variabili  ^i  ,  2/2  ,  .  .  .  ,  y^+i- 

Fissato  un  valore  non  nullo  di  y^,,,  ad  ogni  sistema  di  valori 
bielle  sci  ,  «2  ,  .  .  . ,  «n  corrisponde,  in  virtù  delle  (4),  un  unico  si- 
stema di  valori  delle  2/1  ,  //2  >  •  •  •  ^  ;/„  e  reciprocamente. 

Dunque,  se  1  valori  delle  x  costituiscono  una  soluzione  del  si- 
stema (l),  i  valori  corrispondenti  delle  2/1  ,  ^2  ?  •  •  •  ?  ^n  unitamente 
a  quello  assegnato  ad  y„^^  costituiranno  una  soluzione  del  siste- 
ma (5).  Reciprocamente,  se  un  sistema  di  valori  delle  i/j  ,  y^  ,...,y„, 
ìlnHì  con  y^^j  diverso  da  zero,  soddisfa  alle  (5),  i  rapporti: 

_  Jl_  Vi  Vn 

>  ~~"~  7  •  •  •  > 

2/n+l  2//H-1  2/n+l 

costituiscono  una  soluzione  delle  (1). 

I^ertanto  la  ricerca  delle  soluzioni  finite  di  un  sistema  di  equa- 
2i«ni  lineari  non  omogenee  coincide  con  quella  delle  soluzioni  fi- 
'^itc  di  un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee,  per  le  quali  una 
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incognita  assegnata  deve  avere  un  valore  non  nullo.  Dire  che  il 
sistema  (1)  è  incompatibile  per  valori  finiti  delle  incognite  x^, 
^2  9  ■  •  •  7  ^n  equivale  a  dire  che  il  sistema  (5)  ha  per  conseguenza 
necessaria  y^^^  =  0. 

Hote  ed  Ssercisi. 


1.  Si  ò  usata  Pespressione  :  equazioni  eompcUibili  con  valori  finiti  delle  in- 
cognite,  e  la  qualifica  di  finiti  potrà  ragionevolmente  essere  sembrata  o- 
ziosa,  non  essendosi  mai  parlato  di  quantità  dotato  di  valore  infinito. 
Bensì  nella  pratica  si  dice  talora  che  x  è  infinito  (e  si  scrive  x=.co),  ma 
come  semplice  abbreviazione  convenzionale  di  linguaggio  ;  intendendosi 
con  ciò  di  dire  che  x  è  una  variabile  avente  per  limite  Tinfinito  (cfr.  Ca- 
pitolo VII). 

Noi  però  abbiamo  inteso  a  prevenire  lo  studioso  contro  qualche  dubbio 
che  potrebbe  in  seguito  affacciarsi  alla  sua  mente,  quando  in  moltissime 
questioni  troverà  considerate  come  compatibili  delle  equazioni  che  non  lo 
sarebbero  affatto  secondo  il  senso  naturale  delPespressione.  Gli  è  che  in 
queste  questioni  si  ammette  che  alcune  delle  incognite  possano  assumere 
anche  valore  infinito,  secondo  un  certo  senso  convenzionale  ohe  cerche- 
remo mettere  in  chiaro  con  quanto  segue. 

Punto  di  partenza  ò  V  osservazione,  affatto  ovvia,  che  il  sistema  non 
omogeneo  (1)  è  equivalente  al  sistema  : 

Xi  *  '  *  a?,-        *  "      ^    ^    Xi  Xi      Xi 


J 


(l)' 


M'j  yct  Xi  JCt        «Cj 


semprechò  non  si  considerino  valori  nulli  di  Xi»  Ora  noi  considereremo 
anzi  dei  valori  sempre  più  grandi  di  xi^  supponendo  che  la  Xc,  unita- 
mente ad  alcune  altre  delle  variabili  (che  potremo  ritenere,  senza  nuocere 
alla  generalità  della  questione,  essere  le  a:,  ,  or,  ,  .  .  .  ,  ^^.^i)  tenda  air  in- 
finito, in  modo  però  che  i  loro  rapporti  tendano  a  dei  limiti  finiti  e  di- 
versi da  zero.  Scriveremo  pertanto  (cfr.  Gap.  VII): 

limxj  =  00     ,    lima;^  =  oo ,  . .  .  ,  limx^  =  oo 
IÌmX|  :  cCj  : .  •  •  :  oSj  =  Xj  :  Xg  :  .  .  .  St- 
essendo le  X)  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  X^  dei  numeri  ben  determinati,  finiti  e    diverti  da 
zero.  Quanto  alle  rimanenti  variabili,  non   sarà   necessario   supporre   che 
tendano  a  dei  limiti  finiti  o  infiniti  ;  soltanto  si   supporrà   ohe   sia ,    per 


Xi  =  CD  : 


lim^i  =  0,    lim?^  =  0 .... ,  lim^  =  0  (♦;. 

Xi  Xi  Xi  ^    ' 

In  tali  condizioni  ò  chiaro  che  affinchè  le  (1)  tendano   ad  essere   9oddi- 


(*;  Nel  linguaggio  del  calcolo  infinitesimale  le  ipotesi  fatte  si  esprime- 
rebbero più  semplicemente  dicendo  che:  le  variabili  a?,  t  ^s  >  •  •  •  t  ^t  ^^* 
dono  a  valori  infiniti  dello  stesso  ordine^  nel  mentre  che  le  x^^^  ,  ^^^.a  ,—i  ^n 
tendono  a  divenire  grandezze  di  ordine  inferiore  a  quello  delie  prime. 
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t/atif  col  crescere  indefinitamente  delle  d?|  ,  dr,  ,  .  .  .  ,  rr^ ,  cioè  affinchè  i 
loro  primi  membri  abbiano  per  limite  lo  cero,  sarà  necessario  e  sufficiente 
che  siano  soddisfatte  le  relazioni  : 

(ir 

««l^l  +  «m2^2  +  •  •  •  +  ««Ai  =  0. 

Se  ciò  accade,  noi  potremo  diro  con  una  locuzione  convenzionale,  il  cui  senso 
effettivo  è  quello  testò  spiegato,  che  le  equazioni  (1)',  e  anche  le  stesse  (1), 
sono  soddisfatte  dal  sistema  : 

)  '  I  ^'-^^  =  ò'  ^^+«  =  5  J  •  '  •  >  «n  =  qW 

(  y,  :  a?j  : . . .  :  «1  =  Xj  :  Xg  : . . .  :  Xj 

do7e  coi  simboli  -  intenderemo  delle  quantità  indeterminate  il  cui  ordine 

<ii  grandezza  ò  inferiore  a  quello  delle  i^i  i  ^2  i  .  •  •  ,  dr^  ;  cioè  delle  quan- 
tità finite  che  potranno  fietarsi  ad  arbitrio,  o,  più  generalmente,  delle  quan- 
tità che  poetano  anche  variare,  e  crescere  a  piacere,  ineieme  colie  Xj,  x^,...,x^, 
pwrckè  9Ì  abbia  però:  lim  x<j./,  :  x^  =  0  (h  =  1,  2,  .  .  .)• 

2.  É  manifesto  che,  alla  soluzione  del  sistema  (1)  data  dalle  (4)  corri- 
sponde, pel  sistema  (5),  la  soluzione  : 

y\  =  ^M  ,  ^2  =  ^2  )"'}  Vi  =  h  }  Vm  =  0  >  ^1-^2  =  0  r-»  y/,  =  0  ,  y^+i  =  0. 

K)  reciprocamente,  ad  ogni  cosiffatta  soluzione  delle  (5)  corrisponderà  per 
le  (1)  una  soluzione  che  potrà  essere  rappresentata  dalle  (a),  o  anche  po- 
trà essere  opportunamente  simboleggiata  dalle  stesse  (4) ,  che  prendereb- 
bero la  forma: 

*i  —  ^  >     ^2  —  Q  •  •  •  •  »  ^<  -  Q  >    ^U\  —  Q  >  •  •  •  >  ^11  —  Q  • 

y^  eccettuerò  solamente  il  caso  in  cui  il  sistema  omogeneo  (8)  ammetta  la 
*oìa  ioluzione  jj  =  y,  =  .  .  .  =  y,i  =  y^,.,  z=  0.  lu  questo  caso  il  sistema  (1) 
*orà  incompatibile,  non  solo  con  valori  finiti,  ma  anche  con  valori  infiniti  delle 
^^^ognite. 

Pertanto  (cfr.  art.  445),  si  conclude  che:  affinchè  un  sistema  di  più  squa- 
li lineari  sia  risolubile  con  valori  finiti  o  infiniti  delle  incognite,*  è  necessario 
^  ^^jjiciente  che  la  caratteristica  della  matrice  formata  dai  coefficienti  delle  in» 
ignite  e  dai  termini  noti  non  superi   il  numero  delle  incognite. 

Corollario.  —  Un  sistema  di  equazioni  lineari  è  sempre  risolubile  con  valori 
Miti  0  infiniti  delle  incognite,  se  il  numero  delle  equazioni  non  supera  quello 
'^(lle  incognite. 

3.  Crediamo  utile  aggiungere  qui  un  breve  cenno  della  interpetrazione 
che  si  dà  usualmente  in  geometria  analitica  di  quei  sistemi  di  soluzioni 
^Q  cui  qualche  incognita  assume  valore  infinito  o  indeterminato.  Ci  limi- 
teremo al  caso  di  due  sole  incognite  x  ììd  y,  che  interpetreremo  come  le 
ordinarie  coordinate  cartesiane  di  un  punto  del  piano.  E  precisamente  la 
doppia  (x,  y)  rappresenterà: 

1*)  un  punto  a  distanza  finita,  se  a?  ed  y  hanno  valori  finiti; 
2«) il  pnnto  all'infinito  della  retta  a;  :  y=oii  :  o^ ,  se  x=qo  ,  y=oo  ;  xiyzzoL^^  ;  04 
^^^  &i }  0,  finiti  e  diversi  da  0. 
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3<^)  il  punto  air  infinito  suU'  aiase  delle  y,  se  x  =  x  ,  y  =  -  ; 

4*)  il  punto  air  infinito  suir  asse  delle  y,  se  a;  =  -  ,  y  =  x. 

4.  Ciò  premesso,  sia  data  dapprima  una  sola  equazione:  ax  -^by  4-  e  =  0* 
la  corrispondente  equazione  omogenea  ay^  -f  òy,  -f  cy^  =  0,  ci  da,  per  y-  =  0, 
un  unico  valore  pel  rapporto  y^  :  y^  ,  se  a  e  6  non  sono  entrambi  nulli. 
So  poi  a  .=  ò  =  0  ,  è  soddisfatta  da  valori  qualisivogliano  di  y^  ed  y^. 
Dunque  : 

l»)  se  a  e  6  non  sono  entrambi  nulli,  Inequazione  ox  -f  òy  -f  e  =  0  am- 
mette una  sola  soluzione  composta  con  valori  infiniti  di  x  od  y.  Questa 
soluzione  è  indipendente  dal  valore  di  e.  Geometricamente:  ogni  retta  del 
piano  finito  ha  un  solo  punto  alV  infinito^  che  si  ritiene  comune  a  tutte  le  rette 
ad  essa  parallele. 

2°)  se  0  =  6  =  0,  V  equazione  prende  la  forma:  cost.  =  0.  Essa  si  do- 
vrà considerare  come  risoluta  da  ogni  coppia  di  valori  x,  y  di  cui  almeno 
uno  sia  infinito,  nò  avrà  soluzioni  nel  finito.  Geometricamente:  i  punti  al- 
l'* infinito  di  tutte  le  rette  del  piano  debbono  considerarsi  come  situati  su  un 
unica  retta^  la  retta  ali*  infinito,  avente  per  equazione:  cost.  =  0. 

5.  Si  abbia  ora  il  sistema  di  due  equazioni: 

ax  -{^  by  +  c  =  0        ,         ax  +  f  y  -h  y  ='  0* 

Esisterà  (secondo  il  corollario  della  nota  2*)  almeno  una  coppia  di  valori 
finiti  o  infiniti  di  x  ed  y  che  la  soddisfano.  Geometricamente:  due  rette  del 
piano  hanno  sempre  un  punto  in  comune  (a  distanza  finita,  ovvero  air  infi- 
nito,  se  le  rette  sono  parallele). 

H.  Sia  dato  finalmente  il  sistema  di  tre  equazioni: 

a^x  -^b^y  +  Ci^O  ,  a^x  4-  ò,y  +  Cg  -  0  ,  a^x  f  63^  +  03  =  0. 

Dal  corrispondente  sistema  omogeneo  risulterà  che,  affinchè  esso  sia  sod- 
disfatto da  un  sistema  di  valori  finiti,  o  infiniti,  delle  x  ed  y,  ò  necessa- 
rio e  sufficiente  che  sia 

2  =t  a^ò^rj  =  0. 

Lasciamo  al  lettore  di  trovare,  per  questo  caso  come  per  quello  della  nota 
precedente,  lo  condizioni  additive  da  soddisfarsi  affinchè  le  incognite  ab- 
biano valore  finito ,  ovvero  esista  un  numero  infinito  di  sistemi  di  so- 
luzioni. 


§  7.0  —  Sviluppo  di  an  determinante  per  meczo  di  prodotti 
di  minori  eomplementarl.  —  Regola  per  ii  prodotto  di  due 
determinanti. 


460.  Sia  dato  un  determinante  qualunque  D  =  ^^a^^a^^. . .  a^„. 
In  ciò  che  seguo  indicheremo  per  brevità  con  [i\  ^  tg  ,  .  .  .  ,  1,.  ; 
Ji  7  J2  »  •  •  •  fJr]  Quello  dei  determinanti  minori  di  D  1  cui  elementi  si 
trovano  nc<cli  incrociamenti  delle  orizzontali  di  indice  ì\  >  t ^  ,  . . . ,  v 
colle  verticali  di  indice  /,  ,j^  ,  .  .  .  ,  J^.  Indicheremo  poi  con  [/, , 
1*0  ,  ...  ,  /^  ^  Ji  >  Ja  >  •  •  •  ìJr]  ^^  ^^0  minore  compierne  alar  e^  cioò  quel 
minore  di  D,  di  ordine  ;i  — r,  che  ha  per  matrice  gli  elementi  di 
incrociamento  delle  rimanenti  orizzontali  colle  rimanenti  verHcali. 
La  sua  matrice  ò,  evidentemente,  ciò  che  resta   della  matrice   di 
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Dy  quando  se  ne  cancellino  le  linee  e  colonne  che  hanno  servito 
a  individnare  il  primo  minore. 

461.  Fra  i  minori  di  ordine  r  si  chìsimerk  principale  quello  rap- 
presentato dagli  incrociamenti  delle  prime  r  orizzontali  colle  prime 
f  verticali,  cioè  [1  ,  2  , .  .  .  ,  r  ;  1  ,  2  , . ,  .  ,  r].  Per  questo  si  ha 
evidentemente  : 

[1,2  ,...,»•;  1 ,2,...,r]'=[r-f-l  ,r +  2  ,... ,  n  ;  r+ 1 ,  r  +  2,.. .,  n] 

è  facile  vedere  che  il  prodotto  di  un  minore  principale  per  il 
suo  minore  complementare  rappresenterà ,  quando  lo  si  sviluppi, 
una  parte  dello  sviluppo  dell'  intero  determinante  D.  Infatti  gli 
[r  In  —  r  termini  cosi   ottenuti  coincidono   manifestamente ,  fatta 

astrazione  dal  segno,  con  altrettanti  termini,  tutti  distinti  fra  loro, 
del  determinante  D.  Per  convincersi  poi  che  vi  è  anche  la  coin- 
cidenza dei  segni ,  basta  riflettere  che  ,  se  P  e  P'  sono  due  pro- 
dotti di  elementi  appartenenti  rispettivamente  alle  due  matrici  par- 
ziali, i  segni  con  cui  essi  si  presentano  come  termini  dei  corrispon- 
denti determinanti  sono  dati  da  (-  I)P  e  (—  1)P',  essendo  p  il  nu- 
mero totale  di  inversioni  negli  indici  di  P' ,  e  che  il  numero  to- 
tale di  inversioni  in  PP'  sarà  appunto  p  +  p',  giacché  gli  indici  in 
P,  essendo  tutti  inferiori  agli  indici  in  P',  non  fanno  con  essi  al- 
cuna inversione.  Al  prodotto  PP',  considerato  come  termine  di  D, 
dovrà  dunque  premettersi  il  segno  (—  1)P+P',  che  è  appunto  il  pro- 
dotto dei  due  segni  (-  1)P  e  (-IjP'. 

462,  Si  consideri  ora  un  minore  qualunque  (*)  lì\  ,  ig  , . . . ,  v  ; 
h)hf"fJr]»  È  chiaro  che,  se  nel  determinante  D  si  scambi  la 
orizzontale  ì\  successivamente  con  ciascuna  delle  i^  —  1  precedenti 
fino  ad  occupare  il  posto  della  prima,  poi  la  orizzontale  tg  simil- 
mente con  ciascuna  del  ig  —  2  precedenti  fino  ad  occupare  il  se- 
condo posto  e  cosi  di  seguito,  finché  anche  la  orizzontale  i^  venga 
^^  posto  rw*o;  e  se  si  faccia,  dopo  di  ciò ,  un  analogo  sistema  di 
scambi  fra  \e  colonne,  cosicché  quelle  di  posto  j\  ìj%y  "  ìjr  pren- 
dano rispettivamente  i  posti  della  1»,  della  2»,  ecc.,  la  matrice  del 
minore  considerato  verrà  precisamente  ad  occupare  il  posto  della 
Matrice  del  minore  principale  di  ordine  r,  nel  mentre  che  il  mi- 
nore complementare  del  primo  occuperà  il  posto  del  complemen- 
tare del  secondo.  D'  altra  parte  il  numero  degli  scambi  eseguiti 
essendo  dato  da 

(t,-l)  +  (t2-2).h...  +  (tV-r)-hO\-l) +0-2-2) +  ...+J^-r) 

=  lì  -h  I;  -  2  (1  +  2  -h  . . .  r), 

il  determinante  D  avrà  conservato  il  suo  valore  o  avrà  cambiato 
soltanto  il  segno,  secondochè  sia  pari  o  dispari  la  somma  Ii  +  X;, 


(*)  Ci  è  lecito  evidentemente  di  ritenero  che  sia  tj  <*t <*3 <  j  •  •  mÌi  <it<j^ <  ••• 
Capblli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*   ediz .  2(5 
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Per  l'articolo  precedente,  il  prodotto: 

(■f  \  ^*  T  "v  i**       "  *       *       "  *ir*      •  *•*       *  *!' 

~  1)  1*1  ?  ^2  •  •  •  V  J  .7i  7J2  •  •  •  Jrì  'ih  7  h  ì  •  *  '  >  ^r  ìJi  7  Ji  *  '  '  lr\ 

rappresenterà  dunque  una  parte  del  determinante  D. 

Il  minore  complementare  di  [i\,..,iV;  .Ji ,.., ir]  preso  col  segno 
+  o  — ,  secondochè  sìa  pari  o  dispari  la  somma  i\  + ...+  «V+A  ♦"  •••  +Jr> 
si  chiama  il  suo  complemento  algebrico  0,  più  semplicemente  y  il 
suo  aggiunto\  cosicché  ii  risultato  ottenuto  si  può  esprimere  bre- 
vemente con  dire  che  il  prodotto  di  un  minore  qualunque  pel  suo 
aggiunto  è  uguale  ad  una  parte  dello  sviluppo  delV  intero  deter- 
minante. 

Per  i  minori  di  prim'  ordine  (r=  1),  cioè  per  i  semplici  elementi 
del  determinane  D^  la  definizione  ora  data  di  aggiunto  ricade  evi- 
dentemente in  quella  del  §  3. 

463.  La  somma  di  tutti  i  minori  di  ordine  k,  contenuti  nella 
matrice  parziale  formata  da  certe  k  linee  di  un  determinante  D, 
mqltiplicati  per  i  rispettivi  aggiunti  è  uguale  a  D. 

Supposto  infatti,  per  fissare  le  idee  ,  che  la  matrice  parziale 
sia  quella  formata  dalle  prime  k  orizzontali^  siano  A  ,  B  ,  0,  .  .  . 
i  diversi  minori  di  ordine  k  in  essa  contenuti,  ed  A' ,  B' ,  C , . . . 
i  rispettivi  aggiunti.  Un  termine  qualunque  di  D,  essendo  della 
forma  a^  ,  ^  ^2  »  j  •••  ^*  ?  i*  »  ^a+i  »  i  •  •  •  ;  ^^^  potrà  evidente- 
mente presentarsi  che  in  uno  soltanto  dei  prodotti; 

AA'  ,  BB'  ,  ce  ,  .  . 

cioè  in  quello  che  ha  per  primo  fattore  il  minore  individuato  dalle 
colonne  di  indici  J,  ,^2  >  •  •  •  ?^a  >  ^^  ^"  esso  si  presenterà  (art.  462) 
una  sola  volta  e  col  segno  corrispondente  alla  sua  classe.  Sarà 
dunque  appunto 

D  =  AA'  +  BB'  +  ce  f  .  . . 

464.  È  invece  v gitale  a  zero  la  somma  dei  minori  di  ordine  k, 
contenuti  in  una  stessa  mati'ice  parziale  formata  con  k  linee,  mol- 
tiplicati per  gli  aggiunti  dei  corrispondenti  minori  di  un^  altrd 
matrice  parziale  formata  con  k  linee  jf>ara/?eZe  alle  prime ,  che 
non  coincidano  completamente  con  esse. 

Infatti,  per  Tarticolo  precedente,  la  somma  di  cui  si  tratta,  al- 
tro non  è  che  lo  sviluppo  del  determinante  che  si  otterrebbe  dai 
primitivo  sostituendo  alle  k  linee  della  seconda  matrice  parziale 
le  k  linee  della  prima.  Ora  questo  secondo  determinante  avrà 
evidentemente  almeno  due  linee  uguali,  e  sarà  quindi  eguale  a 
zero. 

465.  Dati  due  determinanti  di  ordine  n: 
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il  loro  prodotto  si  può  porre  sotto  la  forma: 


a 


11 


a 


12 


DD'  = 


a 


21 


a 


a 


ni 


-1 


0 


22 


«/»2 
0 

-1 


0 


0 


«i«     0    0 


a  . 


0 


a 


in 


0     0     .     .     0 


a^„     0    0     .     .     0 


0  òli  òji     .     .  ò^i 


come  segue  immediatamente  dal  teorema  dell'  art.  463,  quando  si 
sviluppi  il  secondo  membro  secondo  i  minori  di  ordine  n  conte- 
nuti nelle  prime  n  orizzontali  ;  i  quali  sono  evidentemente  tutti 
nulli  air  infuori  del  principale,  che  è  lo  stesso  D. 

Ora  senza  alterare,  come  è  noto  (art.  419),  il  valore  del  secondo 
membro,  possiamo  aggiungere  alla  (n  -h  Ijma  colonna  le  prime  n 
colonne  rispettivamente  moltiplicate  per  6,^ ,  ò^g, .  • .  ,  fem,  quindi 
alla  colonna  (n  +  2)™»  le   prime   n   colonne  risp.   moltiplicate   per 

^i  ;  ^2  j  •  •  •  7  ^2»  y  ®  ^^^^  ^^^h  ^"^  ^^  aggiungere  air  ultima  colonna 
le  prime  n  risp.  moltiplicate  per  b,,^  ?  ^n»  »  •  •  • ,  6„„.  Con  ciò  il  de- 


terminante si  trasforma  manifestamente  in 


quest'  altro: 


«u 

«u 

.      • 

«in 

Cu 

Cj2 

"n 

«»» 

• 

•      «211 
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• 
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«n2 

■ 

•      ««« 
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-1       0     . 
0    -1     . 


0       0       0 
0       0       0 
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'211 
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0 
0 


0 


0       0     .     .     -1        0       0 
<Jove  si  è  posto  generalmente: 

Cri  =  «rl^sl  +  «r2^«2  +  •  •  •  +  ^rn^tn' 

Si  ha  dunque,  sviluppando  nuovamente  secondo  i  minori  conte- 
^^ti  nelle  prime  n  orizzontali  : 


DD' =  (-!)'»' 


• 

-1 

0 

0...    0 
-  1  ...     0 

^nl  ^n%  •••  ^nn 

0 

0 ...  -1 

C/il  C/»2  •••  ^H**  ' 
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poiché:  (-  ir-(-  ir  =  (-  l)''('*''i>  =  1,  essendo  n{n  +  1)  un  numero 
pari. 

Siamo  giunti  così  alla  seguente  importante  regola,  conosciuta 
sotto  il  nome  di  regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti: 

Il  prodotto  di  due  determinanti  dello  stesso  ordine  n  si  può 
esprimere  con  un  unico  determinante,  pure  di  ordine  n,  di  cui  Ve- 
lemento  generico  c^, ,  che  occupa  cioè  il  posto  (r,  s),  è  uguale  alla 
somma  degli  elementi  della  r"*^  linea  orizzontale  del  primo  deter- 
minante moltiplicati  risp.  per  gli  elementi  corrispondenti  della  s"*" 
orizzontale  del  secondo. 

466.  La  regola  di  moltiplicazione  data  nell'art,  precedente  può 
dirsi  regola  di  moltiplicazione  per  orizzontali;  ma  si  può  anche 
procedere  in  modo  analogo  eseguendo  le  moltiplicazioni  per  ver- 
ticali, ed  anche  per  orizzontali  e  verticali.  Infatti,  se  nell'  uno  o 
neiraltro  dei  determinanti  D  ,  D',  od  in  entrambi,  si  scambino  le 
orizzontali  colle  verticali,  il  che  non  ne  altera  il  valore  (art.  415), 
e  quindi  si  eseguisca  il  prodotto  nel  modo  già  indicato,  si  otten- 
gono per  Telemento  c^,  altre  definizioni,  cioè  rispettivamente  : 


ovvero  : 


ovvero  : 


Quindi  gli  elementi  del  determinante  prodotto  possono  assumere, 
a  seconda  della  regola  che  si  applica,  forme  e  valori  diversi  ri- 
manendo sempre  lo  stesso  il  risultato.  Per  esempio  : 


a 


e     d 


a    ^ 


V    8 


aa  4-6^    ay  +  63 


ca  +  dp    CY  +  dò 
aoL  +  cP     aY  +  c6 

ba  4-^3     ÒY  +  dò 


aoL  +  &Y    «?  +  ^8 
COL  +  cfY    e?  +  dò 


aa  +  CY    a?  -f-  c8 
ba  4-  ^Y    ^?  +  ^5 


467.  Se  i  due  determinanti  fattori  sono  di  ordini  diversi,  si  po- 
trà prima  ridurli  allo  stesso  ordine,  e  poscia  applicare  la  regola 
di  moltiplicazione. 


Così,  p.  es.  : 
a     b 


e 
e, 


m     n 


a 


a^    6j    Cj 
a^   b^   c^ 


m    n    0 

Wj   rij   0 

0     0   1 


am  -f  bn      am^   +  bn^ 
a^m  -f  b^n     a^m^  -f  b^n^ 
a^m  +  b^n     a^m^  -f  b^n^ 


e 
e, 
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468.  Detto  Aij^  V  aggiunto  di  Off^  nel  determinante  : 


Dc= 


SI  88    •••£*! 


in 


^nl     ^n8  •    •    •    ^nn 


applicheremo  la  regola  del  prodotto  a  calcolare  11  valore  del  de- 
terminante : 


A  = 


A|j     A, 2  .  .  .  Aj^ 


-^wl      ^ni  •    •    •    "^nn 


Se  noi  moltiplichiamo  per  orizzontali  i  due  determinanti  D  e  A 
fra  loro,  gli  elementi  del  determinante  prodotto  verranno  dati 
dalla  formola  : 

^r«  ^  ^»«i  A-i  -\'  a>oA«9  +  •  •  •  +  ^fjiA 


vi-^si 


'rn**8n 


cioè  saranno  nolli  (art.  424)  per  r^s  ^  e ,  per  r  =  « ,  ugnali  a  D 
(art.  423).  Si  ha  dunque  : 


D.A  = 


D     0    0  ...  0 
0    D     0  ...  0 

0     0    0  ...  D* 


=  D'* 


onde  A  =  D'*""^;  cioè:  il  determinante  aggiunto  (cfr.  §  3.^,  nota  6*) 
^^  un  determinante  di  ordine  n  è  uguale  alla  sua  potenza  {n—i)*^^. 


Note  ed  Eserciii. 


!•  Siano  aih  ed  akj  due  elementi  che  non  appartengano  ad  nna  stessa 
figa  0  colonna  del  determinante  D  =  lù^a^^a^^.  .  •  a^n ,  e  si  indichi  con 
^ik,ij  qciel  minore,  di  ordine  n  — 2,  che  ha  per  matrice  ciò  che  resta  della 

Matrice  di  D,  quando  se  ne  cancellino  lo  due  linee  che  sMncrociano  in  ath 
^  le  due  che  s'incrociano  in  akj.  Quella  parte  dello  sviluppo  di  D  che  con- 
tiene il  prodotto  a„  Oj..  sarà  data,  per  quanto  si  ò  visto,  da 

±  (-  lf-''-*^Ja,^a,jA,^  ,  ^j 

dovendosi  prendere  il  segno  -f-  ovvero  il  segno  —,  secondochò  il  prodotto 
^^ajky,  considerato  come  termine  del  minore  [i,  k\  h^j]  è  di  classe  pari  o 
^J8pari.  Cioè,  si  prenderà  il  segno  -f  o  — ,  secondochè  il  numero  (i—kXh-j) 
8ia  positivo  o  negativo. 

^-  In  base  a  ciò  si  potrà  fare  lo  sviluppo  del  determinante  D  secondo 
9^*  dementi  di  una  eerta  orizzontale ,  p.  es.  la  t*»*,  e  di  una  certa  verticaU  , 
P*  es.  la  jB*  ;  poiché  ogni  termine  del  determinante  D  (fatta  astrazione 
^  quei  termini  che  contengono  aij ,  il    cui    insieme    è   rappresentato   da 
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a.,  .A,.)  dovrà  contenere  nn  certo  elemento,  p.  es.  o...  della  verticale 

cioè  appnnto  un  prodotto  a    a   . 

Supposto  per  semplicità  »n:j=l,  si  potrà  dunque  fare  lo  sviluppo  del 
terminante  secondo  gli  elementi  della  prima  verticale  e  della  prima  oj 
sentale  mediante  la  formola  : 


ksn  hszn 


D  =  a„Aji  -J]  2](-  l)*+%fca^iAjfc  ,  ^,. 


*»2   fi=i 


8.  Si  sviluppino,  mediante  questa  regola,  i  determinanti  : 


a    X 


x'  b  0  0 
y'  0  e  0 
z'    0    0    d 


abcd  —  xx^cd 
yy'bd^zz'hc  ' 


a  f  e  u 

f  b  d  V 

e  d  e  w 

u  V  to  0 


ordinando  il  secondo  sviluppo  secondo  i  quadrati  e  i  prodotti    delle 
riabili  u,  v,  w. 

4.  Biconoscere  ebe  il  quadrato  di  nn  determinante^  eseguito  mediante  la 
gola  di  moltiplicazione^  è  simmetrico;  cioè  cbe  risultano  in  esso  eguali  < 
a  due  gli  elementi  conjugati. 

5.  Indicando  con  Dj^  il  minore  principale  di  ordine  k  nel  determina 
D  =  22d:  a^iO^j  *  *  *  ^"n  ^  con  A'j^  il  minore  complementare  del  minore  pr 
cipale  di  ordine  k  nel  determinante  reciproco  A  =  £±  A^jA^,  .  .  .  A„n  i 
può  scrivere  evidentemente  : 


D .  A\= 


^11  ^12  •••  ^m 

m 

1          0  ...     0          0  .  .  .      0 

0          1  ...    0          0  .  .  •      0 

....     0          0  .  .  .     0 

0          0  .  .  .     l          0  .  .  .     0 

^«1  ^nV'^nn 

-^nl          ^ni  •  '   •  ^nfc      -^w  >  fc4l      -^nn 

ed  eseguendo  la  moltiplicazione  per  orizzontali  : 


h 


a 


a 


11 


21 


a 


12 


a 


22 


«2* 


0     0-0 
0    0-0 


«/t 


a 


kS 


.     .     .     a^jt  0     0  •  0 

^/k+i  1 1    ^fc+i  ^  2  •     •     •     ^k+i  m    ^    0     0 

^A  •  2  ?  1      ^*+2  >  2  •       •       •       ^*f{+2  >  A      ^      D  •  0 


a 


ni 


a 


n2 


a 


nh 


0    0  .  D 


=D^.D'»-* 
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Si  ha  danqne  la  relazione:  A'Jk=D/^.D*"*-^  la  quale  seguiterà  ad  essere 
valida,  se  con  D/^  sMnteuda  un  minore  qualunque  di  ordine  k  del  determi- 
nante D  e  con  A'j^  raggiunto  del  minore  omologo  nel  determinante  A.  La 
dimostrazione  si  riconduce  immediatamente  a  quella  del  caso  precedente 
scambiando,  in  modo  identico  a  quello  delPart.  462,  le  righe  e  le  colonne 
di  B  in  guisa  che  il  minore  Dj^  venga  a  prendere  il  posto  del  minore  prin- 
cipale dello  stesso  ordine,  ed  eseguendo  gli  stessi  scambi  anche  nel  deter- 
minaDte  reciproco. 

PoDendo  n—kz=.h,  si  vede  poi  che  al  risultato  ottenuto   si    può    anche 
dare  il  seguente  enunciato  : 
Un  minore  di  grado  h  del  reciproco  è  uguale  all'aggiunto  del  minore  omo- 
jo  del  primitivo^  moltipticaio  per  la  potenza  (h— 1)""  di  esso  primitivo. 


§  8.0  —  Moltlplicasione  delle  matrici. 


46v^.  Date  dae  matrici  simili  (composte  ciascuna  di  n  orizzontali 
e  di  TO  verticali)  : 


se*        ^9    •    •     •    v^Mi 


(1) 


y,    y,  '  •  '  y 


m 


^1       ^2    •    •   •    ^m 


«1 

(2)  )  ': 


si  formi  il  determinante  di  ordine  n  : 


^2    •   •    •   ^m 


^2     •••*«! 


p  = 


a 


w 


a. 


^x  •    •    •   ^x 

Oy        •        •        •         By 


a. 


^j^  cui  r  elemento  generico ,  di  posto  (r  ,  «) ,  è  il  prodotto  della 
'*'^"***  orizzontale  della  prima  matrice  per  la  s*'**"**  della  seconda, 
cioè  : 


^l  determinante  P  cobi  costruito  ha  valore  nullo,  «e  m  <  n.  Se 
poi  m  >  n,  esso  è  uguale  alla  somma  dei  minori  di  ordine  n  con- 
^^nuti  nella  prema  matrice  rispettivamente  moltiplicati  per  i  cor- 
^ponderiti  minori  di  ordine  n  contenuti  nella  seconda. 

Invero,  se  m  <n,  si  immagini  di  rendere  quadrate  le  due  ma- 
trici, coiraggiungere,  alla  destra  di  ciascuna  di  esse,  altre  w— w 
colonne  con  elementi  tutti  nulli.  Il  prodotto  dei  due  determinanti, 
aventi  per  matrice  le  due  matrici  cosi  completate,  sarà  nullo,  ed 
eseguito  mediante  la  regola  di  moltiplicazione  deir  art.  465  riu- 
scirà manifestamente  identico  al  determinante  P.  Resta  cosi  di- 
Diostrata  la  prima  parte  dell'asserto. 

Sia  ora  m^n.  Dobbiamo  dimostrare  che: 

ri<r^<.,.<rn 
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designando  Xr,,r,....,rn  H  minore  formato  dalle  colonne  r^  ,rg,...,r^ 
della  matrice  (1)  ed  Ar,,r,,...,r^il  minore  analogo  nella  matrice  (2). 
In  effetto,  si  vede  dalle  (3)  che  una  colonna  qualunque  del  deter- 
minante P  è  la  somma  delle  m  colonne  della  matrice  (1)  rispet- 
tivamente moltiplicate  per  un  certo  elemento  della  (2).  Il  determi- 
nante P  si  può  dunque  decomporre  (art.  418)  in  una  somma  di 
determinanti  più  semplici  ;  sicché,  raccogliendo  poi  in  ognuno  di 
questi  1  fattori  comuni  alle  diverse  colonne,  si  potrà,  scrivere  : 

essendo  le  f  delle  funzioni  intere  dei  soli  elementi  della  matrice  (2). 
Per  determinare  la  fri,rt,...,rn  basta  pon^e  uguali  a  zero,  nell'iden- 
tità (4),  tutti  quegli  elementi  della  matrice  (1)  che  hanno  indici 
diversi  da  r^  ,  r^  ,  .  .  .  ,  r^,.  Allora  il  determinante  P  si  riduce,  per 
la  regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti,  al  prodotto  dei  due 
minori  Xr,,r,,...,r^  ed  Ar,,r,,...,rn)  °^^  mentre  che  il  secondo  mem- 
bro di  (4)  si  riduce  ad  /r,,r,,...,r^  '^rt,r,,.„,rn'  Dcv'cssere  dunque: 


•^>*i  I  ''1  >•••»  »■»»  "^''x  I  '"i  »•••»  »*«  "  /  »"i  >  ''» »•••»  ^n  "^^t  • 


^r-$^n 


d'onde  si  conclude  appunto:  /'r,,r, r„  =  Ar, , f^ ,.... r^ ,  e.  d.  d. 

Il  teorema  ora  dimostrato,  conosciuto  sotto  il  nome  di  regola  di 
moltiplicazione  delle  matrici^  non  è  che  un'estensione  della  regola 
di  moltiplicazione  dei  determinanti,  colla  quale  viene  a  coincidere 
nel  caso  speciale  di  m  =  n. 

§  9.0— Sostltazlonl  lineari— Rid astone  delle  matrici. 

470.  Al  §  40  del  terzo  capitolo  si  è  discorso  delle  sostituzioni 
fra  un  numero  limitato  di  oggetti.  Nulla  però  impedisce  di  parlare 
anche  di  sostituzioni  fra  un  numero  infinito  di  oggetti.  Per  ca- 
ratterizzare una  infinità  di  oggetti,  basterà  p.  es.  considerare  ogni 
numero  reale  (cfr.  Gap.  VII)  come  un  oggetto  e  riguardare  come 
diversi  fra  loro  gli  oggetti  rappresentati  da  numeri  diversi.  Si  ha  cosi 
una  così  detta  semplice  infinità  di  oggetti.  Si  avrà  invece  una  dop- 
jna  infinità  di  oggetti,  caratterizzando  ogni  oggetto  per  mezzo  di 
due  numeri  (parametri)  (*),  ognuno  dei  quali  possa  assumere  infiniti 
valori  entro  il  campo  di  variabilità  ad  esso  assegnato.  Se,  per  un 
oggetto  qualunque,  sia  x^  il  valore  del  suo  primo  parametro,  Xj 
il  valore  del  secondo  parametro,  l'oggetto  stesso  si  potrà  rappre- 
sentare con  P«, ,»,,  e  due  oggetti  P», ,  », ,  Py» ,  j^i  allora  soltanto  si 
riterranno  essere  uguali,  quando  sia  x^  =  y^  ed  x^  =  y^.  Affatto  ana- 
logamente si  potrà,  mediante  n  parametri  variabili,  definire  un  si- 
stema n  volte  infinito  di  oggetti. 

471.  Consideriamo  un  sistema  n  volte  infinito  di  oggetti  Pxi.«t,....x«» 
potendo  ogni  parametro  assumere  tutti  i  valori  possibili.  Per  definir 


{*)  I  parametri  si  chiamano  anche  tndid^  quando  la   loro    variabilità 
limitata  al  campo  dei  numeri  interi. 


nna  so$HtuBi<me  fìra  questi  oggetti  converrà  trovare  una  certa  legge 
mediante  la  quale  dati  i  parametri  deiroggetto  P«4,a!,,...,acn  >   ^^  P^^- 
Bano  individuare  i  parametri  y^y^r-iyn  dell'oggetto  P8f,,y,,...,yn 
che  lo  deve  sostituire.  Questa  legge  però  dovrà  essere  di  tal  na- 
tura che  a  due  oggetti  distinti  non  venga  sostituito  lo  stesso  og- 
getto. Tutto  ciò  si  suol  esprimere  brevemente  dicendo  che  fra  i 
dtte  sistemi  di  variabili  Xj  ,  Xg  ,  ...  ,  x^  ed  Yi  i  Y^  i  •••  ?  Vn  **  stabi- 
lisce una  corrispondenza  univoca;  tale  cioè  che  ad  ogni    sistema 
speciale  di  valori  delle  ajj  ,  a?g  ,  ...  ,  x^  corrisponda  un  unico  sistema 
di  valori  delle  Pi  ,  t/^  y  ... ,  ^n  >  ®  reciprocamente. 

472.  Fra  le  infinite  leggi  atte  a  definire  una  corrispondenza  uni- 
voca fra  i  sistemi  Xi  ,  x^  ,  ...  ,  x^  e  i  sistemi  t/i  ,  y^  , ... ,  yn  ^^  spe- 
cialissima importanza  quella  fornita  dalle  formolo  : 

«1  =  «11^1  +  «122/»  +  .  .  .  +  a^^y^ 

x^  =  a^iyi  +  Og^y,  +  • .  .  +  (hnVn  (^) 

che  costituiscono  una  cosi  detta  sostituzione  lineare.  In  queste  for- 
inole i  coefficienti  a^  (coefficienti  della  sostituzione)  sono  dei  nu- 
ineri  costanti  fissati  a  piacere,  colla  sola  i  estrizione  che  il  deter- 

niioante  : 

D  =  I  i  ai^a22  .  .  .  «nn  ì 

che  si  chiama  il  modulo  della  sostituzione,  abbia  valore  diverso 
da  zero.  È  evidente  che  le  (1)  danno  per  ogni  sistema  di  valori 
speciali  delle  y  un  unico  sistema  di  valori  per  le  x.  Reciproca- 
Diente,  dati  a  piacere  i  valori  delle  a?,  dalle  stesse  formolo  (1) 
^solute  rispetto  alle  y,  si  ricaverà  sempre,  (art.  427)  per  la  sup- 
posizione fatta  circa  il  modulo,  un  unico  sistema  di  valori,  pari- 
Baemi  finiti,  delle  y. 

473.  Ciò  premesso,  se,  dopo  aver  trasformato  le  aci  ,  a:,  , ... ,  a?„ 
^6^1c  yi  ,  y»  I  ... ,  yn  mediante  la  sostituzione  (1)  ,  si  trasformino 
ulteriormente  le  y^y^  j  —  ?  yn  ^^  ^\ìvq  nuove  variabili  mediante 
la  sostituzione  lineare  : 


che  ha  per  modulo  : 

^1  risultato  sarà  evidentemente  una  sostituzione  lineare  delle  x^ , 

CiPXLLi.  —  Utituzioni  di  analisi  algebrica ^  8.*  edis.  27 


i 


—  210  — 

^2  ;  •  •  *  >  ^n  i^cll^  ^1  1  ^2  9  •  •  •  7  ^n*  ^  precìsameiite,  si  avrà  : 


dove  : 


^ih  =  «il^lfc  +  «i2*2;t  +  .  .  .  +  ai^ànk  }  (4) 

come  facilmente  si  riconosce  sostituendo  nelle  (l)  i  valori  delle  y 
dati  dalle  (2). 
Le  relazioni  (4)  ci  dicono  (art.  466)  che  il  determinante  : 


IX   •— ^^  -*-   C]<Caa    •    •    •    C 


nn 


della  sostituzione  (3)  altro  non  è  che  il  prodotto  dei  determinanti 
D  e  D'  delle  (1)  e  (2).  Cioè  che:  il  modulo  della  sostituzione  li- 
neare ottenuta  come  risultante  di  pUt  sostituzioni  lineari  eseguite 
successivamente  è  uguale  al  prodotto  dei  moduli  delle  singole  so- 
stituzioni  componenti. 

La  risultante  di  più  sostituzioni  lineari  S  ,  T  ,  U  ,  .  .  .  eseguite 
successivamente  si  indicherà  con  STD  ...  e  si  chiamerà  il  pro- 
dotto delle  sostituzioni  S  ,  T  ,  U  ,  .  .  .  .  È  importante  notare  che 
tale  prodotto  non  è ,  in  generale ,  indipendente  dall'  ordine  dei 
fattori. 

In  base  a  questa  definizione,  se  si  rappresenti  brevemente  la 
sostituzione  (l)  col  simbolo  [a,i  ,  «gg  ,  .  .  .  ,  a„„],  la  relazione  fra 
le  sostituzioni  (1),  (2)  e  (3)  verrà  espressa  dalla  scrittura  : 

L^ll  ;  ^22  J  •  •  •  I  ^«nJL^ll  7  ^22  ?  •  •  •  >  ^nti\  —  L^ll  »  ^22  7  *  *  '  >  ^nn\ 

ed  il  teorema  relativo  ai  loro  moduli  dalla  formula  : 

m0di[aj,  ,  «22  ,  .  .  .  ,  «titi][^l  >  ^22  >  •  •  •  >  ^nn]l  = 

=  mod[aii ,  a^j  ,  .  .  .  ,  a„^]-modf6^i  ,  6,2  >  •  •  •  »  KfA- 

474.  Se  i  coefficienti  a^j  della  matrice  di  (1)  sono  tutti  nulli  per 
i  s  J,  e  i  coefficienti  a,i  ,  «22  »  ^ss  ?  •  •  •  ^^^*^  eguali  ad  1,  ad  ecce- 
zione di  af^f^ ,  cui  si  potrà  assegnare  un  valore  qualunque  e,  pur- 
ché diverso  da  zero,  la  sostituzione  (1)  prende  la  forma  sempli- 
cissima : 

Questa  sostituzione,  che  noi  designeremo  per  brevità  col  simbolc^ 
Ej^ ,  ha  evidentemente  per  modulo  lo  stesso  numero  e. 

Se  anche  «7^;^  =  1,  cioè  per  £  =  1,  la  6;^  si  riduce  alla  cosi  dettna» 
sostituzione  identica^  che  lascia  inalterati  i  valori  di  tutte  le   va  — 
riabili.  La  sostituzione  identica  si  chiama  anche  sostituzione  unitc^ 
e  si  designa  conseguentemente  con  1.  Così,  ad  esempio,    T  egua- 
glianza 6/i*(6""0a=  ^  esprimerà  che  la  risultante  di  e^  e  di   (s""^j|^ 
lascia  inalterati  i  valori  di  tutte  le  variabili. 
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È  manifesto  che:  la  matrice  di  un  prodotto  S-f^^  non  differisce 
dalla  matrice  della  sostituzione  S  se  non  in  questo  che  tutti  gli 
elementi  della  h**^  colonna  della  matrice  di  S  sono  stati  moltipli- 
cati per  g. 

475.  Va  poi  rilevata  la  sostituzione  speciale,  che  designeremo 
col  simbolo  ^f^,1^  )  rappresentata  dalle  formoFe  : 

Il  suo  modulo  ha  evidentemente  il  valore  l.^È  poi  facile  rico- 
noscere che  la  matrice  di  un  prodotto  S  •  S^ ,  ^  non  è  altro  che  la 
9tma  matrice  di  S  In  cui  agli  elementi  della  colonna  k'***  si  siano 
aggiunti  i  corrispondenti  elementi  della  colonna  h*"". 
'  Potrà  giovare  di  distinguere  le  sostituzioni  S^^ ,  j^  in  destrorse  e 
mUtrorse  secondochò  sia  h  <k  ovvero  h  >  k. 

476.  Le  sostituzioni  dei  tipi  ^f^  ed  S/^ ,  ^  si  chiamano  elementari j 
perchè,  come  ora  verrà  dimostrato,  ogni  sostituzione  lineare  è  il 
prodotto  di  successive  sostituzioni  lineari  dei  due  tipi  Sf^  ed  S^ ,  J^, 

477.  Per  dimostrare  questo  teorema  basterà  dimostrare  quest'al- 
tro, che  si  può  considerare  come  suo  equivalente  : 

Se  un  determinante  ^^^n!^22  •  •  •  ^«n  ^^^^^  ^  nullOy  la  sua  ma- 
tvice  8i  può  sempre  dedurre  dalla  matinee  (matrice  fondamentale 
di  ordine  n)  che  ha  gli  elementi  della  diagonale  principale  uguali 
dd  l  e  tutti  gli  altri  eguali  a  zero,  mediante  le  seguenti  opera- 
zioni  : 

a)  moltiplicazione  di  una  colonna  per  un   numero   e   diverso 
da  zero; 

b)  aggiunzione  agli  elementi  di  una    colonna    degli   elementi 
corrispondenti  di  altra  colonna. 

Invero,  ove  si  fosse  dimostrato  ciò,  le  successive  matrici  dedotte 
colle  operazioni  a)  e  b)  dalla  matrice  fondamentale  (che  rappre- 
S'-nta  la  sostituzione  identica)  si  presenterebbero  (art.  474  e  475) 
conie  matrici  di  successive  risultanti  di  sostituzioni  dei  tipi  Zj^  ed 
\k  e  la  risultante   finale   sarebbe   appunto   la  sostituzione   [a^i , 

S  >  •  •  •  >  «nnl* 

478.  Venendo  ora  alla  dimostrazione  deirultimo  teorema,  comin- 
ciamo dal  notare  che  gli  elementi  della  prima  orizzontale  del  de- 
terminante dato  1  ±  «11^22  •  •  •  ^nn  ^^^  possouQ  csserc  tutti  nulli, 
che  altrimenti  lo  stesso  determinante  dato  sarebbe  nullo  contro  il 
Supposto.  Per  conseguenza,  se  il  primo  elemento  a,|  fosse  nullo, 
si  potrà  surrogarlo  con  un  numero  diverso  da  zero  aggiungendo 
^ila  prima  colonna  un'altra  colonna  il  cui  primo  elemento  non  sia 
^^llo.  Si  potrà  poi  ottenere  che  gli  altri  elementi  della  prima  oriz- 
zontale diventino  tutti  nulli,  ove  già  non  lo  fossero,  aggiungendo 
^lla  colonna  ^"*^  se  p.  es.  aj^^  non  fosse  nullo,  la  prima  colonna 
inoltiplicata  per  il  rapporto  fra  —  a,^  ed  il  primo  elemento,  che 
è  diverso  da  zero.  Dopo  ciò  il  determinante  dato  avrà  assunto  la 
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forma  : 


«,1    0      0    .  .  .  0 


^21 


^22     ^23 


.    .    .    Ot 


2n 


ed  il  suo  valore  sarà  ancora  diverso  da  zero  ;  cosicché  gli  n  -  1 
elementi  «gg  ,  a^s  ,  .  .  . ,  «2/*  ^^°  potranno  essere  tutti  nulli. 

Se  a^g  fosse  nullo,  lo  si  potrà  dunque  surrogare  con  un  numero 
differente  da  zero  aggiungendo  alla  2»  colonna  una  delle  conse- 
cutive il  cui  secondo  elemento  non  sia  nullo  ;  dopodiché  aggiun- 
gendo alle  w  —  2  colonne  consecutive  la  stessa  seconda  colonna, 
moltiplicata  ogni  volta  per  un  opportuno  fattore,  si  potrà  ottenere 
che  gli  elementi  0^23  ?  *i4  ?  •  •  •  >  ^2n  ^^  riducano  ad  essere  tutti 
nulli.  Si  troverà  con  ciò  il  determinante  dato  ridotto  alla  forma: 


«It 

0      0 

0      ...  0 

ttg, 

«2»     0 

0      ...  0 

•         • 

«3«     «SS 

•             •             • 

«34      ...    «3^ 

con  valore  ancora  diverso  da  zero,  talché  almeno  uno  degli  ele- 
menti «33  I  «34  ,  ...  ,  «3,4  sarà  difiTerente  da  zero. 

Procedendo  allo  stesso   modo    si    perverrà    evidentemente    alla 
forma  : 

0      0      ...  0 


'11 


^21 


^31 


«22     0 
*82     ^33 


'ni 


^ni    ®n3 


0 
0 


"n» 


(5) 


con  le  «11  ,  «22  j  •  •  •  ,  OL^n  *^*^®  differenti  da  zero. 

Ci  resta  a  vedere  come  si  passi  dalla  matrice  fondamentale: 

1     0    0  ...  0 


0     1     0  .  .  .  0 


0    0    0 


(6) 


alla  matrice  (5).  Per  ottenere  ciò,  si  comincierà  dal  moltiplicare 
la  prima  colonna  di  (6)  per  «j^.  Si  aggiungerà  poi  alla  prima  co- 
lonna di  (6)  la  seconda  moltiplicata  per  «21  e  si  moltiplicherà 
quindi  la  seconda  colonna  per  «^g.  In  terzo  luogo  si  aggiungerà 
alla  prima  colonna  la  terza  moltiplicata  per  «3^  ,  alla  seconda  la 
terza  moltiplicata  per  «3,  e  si  moltiplicherà  quindi  la  terza  colonna 
per  «33.  Dopo  ciò  le  prime  tre  orizzontali  di  (6>  si  saranno  can- 
giate nelle  prime  tre  di  (5) ,  restando  le  altre  affatto  inalterate. 
Operando  poi  allo  stesso  modo  sulla  quarta  orizzontale  di  (6)>  la 
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si  cangierà  nella  quarta  di  (5),  e  così  di  segaito  finché  V  intera 
matrice  (6)  si  trovi  cangiata  nella  (5). 

479.  Non  è  senza  importanza  di  notare  che  la  seconda  parte 
della  riduzione,  cioè  la  riduzione  della  forma  (6)  alla  forma  (5) 
è  stata  fatta,  per  quanto  riguarda  1'  operazione  ib)  dell'  art.  477, 
in  modo  che  a  qualsiasi  colonna  si  sono  soltanto  aggiunte  le  co- 
lonne di  indice  più  elevato.  Questa  osservazione  si  traduce  infatti, 
per  quanto  si  è  detto  all'art.  477,  nel  seguente  teorema  : 

Ogni  sostituzione  lineare  del  tipo: 

^2  =  «aiY!  +  «2272 


3^n=  ^nlYl  +  an2y2  ^  •  •  •  +  ^nfiYn 


è  la  risultante  di  sostituzioni  lineari  del  tipo  s^  e  di  sostituzioni 
8^,^  del  tipo  sinistrorso  {in  cui  cioè  h  >  k). 

ITote  ed  Esercisi. 

1-  Se  le  equazioni  (1)  dell'art.  472  si  risolvono  rispetto  alle  y  e  dopo 
ciò  si  considerino  le  y  come  le  variabili  da  trasformarsi  e  le  a  come  le 
^oifomate,  le  formole  cosi  ottenute  rappresenteranno  una  sostituzione  li- 
neare che  si  chiama  la  reciproca  della  (1). 

l^a  reciproca  di  una  sostituzione  S  si  suolo  designare  con  S~^  Bicono- 
•cere  che  S-».8:-l,  e  che: 

S-\  ,  A  =  (-  1)»  S^, .  (-  1),  =  (-  1);,  S,,(-  1)^. 
2.  Dimostrare  che  : 

e  dedarne  che  ogni  sostituzione  destrorsa  S/^  ,  ^  è  la  risultante  di  sostituzioni 
^^  tipo  Si ,  i+^  e  dei  tipo  (- 1),^. 
^'  Stabilire,  per  h  <k^2,  la  f or  mola  generale  : 

in  CUI  : 

T<,y  =  St-,<+i'S,.|.i,jV2  •  •  •  S/-2^>-rS;-i  yj  ,  {i  <j) 

4.  E  importante  di  notare  ohe  lo  scambio  di  due  colonne  in  una  matrice 
*  ^n'operazion^  che  si  può  sempre  considerare  come  risultante  daj,le  due  specie 
»»  operazioni  già  considerate  alVart.  477.  Invero,  si  riconoscerà  facilmente 
^bd  Jo  scambio  fra  la  colonna  di  posto  h  e  quella  di  posto  k  è  uguale  al 
prodotto  operativo  : 

Cft»  •[-!]*•  e,;.  •[-l]*-C;,t.[-lU 

^0^6  C^  significa  aggiungere  la  colonna  di  posto  i  a  quella    di    posto  j, 
®^  [e]ì  moltiplicare  per  £  Ja  colonna  di  posto  i. 

^-  Si  deduca  di  qui  che:  se  S  e  T  sono  dae  sostituzioni  lineari,  le  cui 
'^'^trici  differiscono  soltanto  per  lo  scambio  fra  la  A«»o  e  Ap«»«  colonna,  si  ha: 

8-iT  =  8^,».S-\,;,S,,».(-l)ft  =  T->S. 
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6.  Dimostrare  che:  affinchè  nna  sostituzione  lineare  [a^  «  o^  t  •  •  •  i  a^^' 
sia  permutabile  con  Bf^,Jf,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  a^^^  =  a^k  e 
che  siano  nulli  tutti  quegli  altri  coefficienti  che  hanno  per  primo  indice  k 
o  per  secondo  indice  h. 

7.  Supposto,  per  fissare  le  idee,  n  =  8,  si  interpretino  le  variabili  x^  , 
x^  I  a?3  come  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  qua- 
lunque P  appartenente  ad  una  certa  figura  A  dello  spazio  a  tro  dimen- 
sioni ;  le  i/i  )  y^  I  Vs  come  le  coordinate  di  un  altro  punto  P'  appartenente 
ad  un'altra  figura  A'.  É  chiaro  che  la  sostituzione  lineare  [a^^  ,  a,,  ,  033] 
rappresenterà  una  corrispondenza  fra  le  due  figure  A  ed  A'  tale  che  ad 
ogni  punto  P  di  A  corrisponda  un  unico  punto  P'  di  A*  e  reciprocamente. 
La  stessa  sostituzione  si  potrà  quindi  interpretare  geometricamente  come 
una  trasformazione  o  deformazione  della  figura  A,  cioè  come  il  passaggio 
della  figura  primitiva  A  alla  figura  de/ormata  A', 

Secondo  questa  interpretazione,  la  sostituzione  elementare  (t)^  ci  rappre- 
senta una  cosi  detta  dilatazione  secondo  Vasse  delle  x^.  Ogni  retta  parallela 
all'asse  delle  x^  viene  trasformata  in  se  stessa;  però  ogni  segmento  della 
retta  viene  dilatato  di  una  quantità  proporzionale  al  segmento  stesso,  cioè, 
precisamente  di  una  quantità  eguale  al  segmento  stesso  moltiplicato  pel 
numero  costante  e  — 1,  il  cosi  detto  coefficiente  di  dilatazione. 

Le  sostituzioni  elementari  S/^ ,  ^  rappresentano  invece  i  cosi  detti  scor- 
rimenti. Considerando  la  figura  A  come  Tinsieme  di  tanti  fogli  piani  tutti 
fra  loro  paralleli,  si  chiama  scorrimento  quella  deformazione  che  consiste 
nel  far  scorrere  ogni  foglio  piano  sopra  se  stesso  in  modo  che  tutti  i  suoi 
punti  si  muovano  secondo  una  unica  direzione  fissa  (direzione  dello  scorri- 
mento)^ cosicché  una  retta  qualunque  normale  ai  piani  di  scorrimento 
venga  deviata  dalla  ^primitiva  direzione  di  un  certo  angolo  costante  o  (an- 
golo di  scorrimento).  É  facile  riconoscere  che  una  sifiatta  deformazione  cam- 
bia bensì  la  forma,  ma  lascia  inalterato  il  volume  di  ogni  porzione  della  fi- 
gura A.  Si  riconoscerà  agevolmente  che  Sf^ ,  j^  rappresenta  appunto  uno 
scorrimento  che  ha  per  direzione  la  direzione  negativa  delPasse  delle  Xf^^ 
coi  piani  di  scorrimento  perpendicolari  all'asse  delle  x/^ ,  e  con  un  angolo 
di  scorrimento  di  45°. 

11  teorema  dell'  art.  476  si  traduco  dunque  in  quest'  altro,  assai  impor- 
tante in  meccanica  ed  in  fisica  matematica:  ogni  deformazione  lineare  si  può 
sempre  ottenere  come  la  risultante  di  successive  dilatazioni  e  scorrimenti  aventi^ 
cosi  quelle  come  questi^  le  loro  direzioni  parallele  a  quelle  di  tre  assi  ortogonali 
fissi  ed  essendo  i  piani  di  scorrimento  perpendicolari  alVuno  od  alValtro  di  que- 
sti stessi  assi. 

3.  Si  dimostri  che,  per  ottenere  uno  scorrimento  che  abbia  la  stessa  di- 
rezione e  gli  stessi  piani  di  scorrimento  di  Sf^  yx  ™^  ^^  angolo  di  scor- 
rimento qualsivoglia  9,  basta  considerare,  in  luogo  di  S;^  ,  j^ ,  la  sostitu- 
zione : 

(e"^)fc-8/i  7  »•(£)&  ;  cioè:  .  .  .  ,Xf,  =  yf,-\-eyt,yXf^  =  yf^..  . 

determinando  convenientemente  il  valore  di  e. 

9.  Dna  sostituzione  lineare  [«n  ,  Ogg  ,  .  .  .  ,  ««  J  si  dirà  simmetrica^  se  si 
abbia  a,j  =.  a;,-  per  tutti  i  valori  dogli  indici  i  ed  j. 

La  deformazione  rappresentata  da  una  sostituzione  lineare  simmetrica  equi- 
vale a  tre  dUatazioni  secondo  certi  tre  assi  fra  loro  ortogonali^  e  reciprocamente, 

Lo  studioso,  che  abbia  già  qualche  familiarità  colla  geometria  analitica 
dello  spazio,  riconoscerà  facilmente  che  i  tre  assi  di  dilatazione  corrispon- 
denti alla  sostituzione  simmetrica  [a,,  ,  a^^  ,  OgJ  altro  non  sono  che  i  tre 
assi  della  superficie  di  2^  ordine  che  ha  per  equazione  : 

10.  Nel  definire,  in  modo  generico,  la  deformazione  della  figura  A,  non 
sì  ò  escluso  il  caso  particolare  in  cui,  pur  cambiandosi  le   posizioni    dei 
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singoli  punti  della  fignra,  restino  però  invariate  le  distanze  degli  nni  ri- 
spetto agli  altri.  In  questo  caso  non  vi  è  cambiamento  di  forma,  ma  sol- 
tanto un  movimento«o  meglio  uno  spoatamento  rigido  di  tutta  la  figura.  É 
facile  riconoscere  che  qucdnaai  spoatamento  rigido^  nel  qtuile  però  reati  fermo 
quel  punto  che  ai  trova  nelVorigine  delle  coordinate,  è  sempre  rappreaentato  da 
una  soatituxione  lineare. 

Indicando  in  genere  con  un^unica  lettera  ^  quel  punto  che  ha  le  coor- 
dinate ^j  }  $9  }  $8  '  siano  infatti  x,  a  due  punti  qualunque  della  figura  A  ed 
y,  ^  i  corrispondenti  punti  di  A'.  Dovendo  restare  inalterata  la  distanza 
fra  X  ed  a,  come  pure  la  distanza  di  ciascuno  di  tali  punti  dalP  origine, 
che  resta  fissa,  si  avrà  : 

(x.-a,)«+(x,-a,)*+  (X,-  «,)»=(y,-  ?,)«+(y,-?,)»+(y,  -P,)» 

Xi*  +  Xj*  +  Xj»  =  y,"  +  ys,*  +  y,* 
ai»  +  a,"  +  o,«  =  Pi»  +  p,»  +  p,» 
e  sottraendo  dalla  prima  eguaglianza  le  altre  due  membro  a  membro  : 

A  questa  relazione  se  ne  potranno  aggiungere  altro  due  consimili  : 

a'\x^  +  a'>2  +  a^sorg  =  '{.\y^  +  ^"«y»  +  ^"sS^s 

considerando  altre  due  coppie  di  punti  corrispondenti  a ,  p'  ed  a",  p".  Si 
vede  dunque  che  le  a;j  ,  a;,  ,  x^  sono  legate  alle  y^  ^y^  t  y^  da  tre  relazioni 
lineari,  le  quali,  risolute  rispetto  alle  x,  daranno  appunto  una  sostituzione 
lineare  del  tipo  da  noi  considerato,  e.  d.  d. 

Le  sostituzioni  lineari  rappresentanti  uno  spostamento  rigido    si    chia- 
inano  ortogonali.  Di  queste  sostituzioni  tratteremo  in  seguito  più  diffusa-. 
i^ente.  Per  ora  ci  limitiamo   ad  osservare  che   esse  costituiscono  un  altro 
sottogruppo  {gruppo  ortogonale).  È  infatti  evidente    che  il  risultato  di  due 
successivi  spostamenti  rigidi  è  ancora  uno  spostamento  rigido. 

11.  Se  i  coefficienti  a^j  della  sostituzione  (1)  sono  tutti  numeri  interij  è 
f&cile  riconoscere  che  la  riduzione,  fatta  alP  art.  478,  della  sua  matrice 
'^lla  forma  (5)  si  potrà  effettuare  per  mezzo  di  semplici  addizioni  e  sot- 
azioni  di  colonne,  giacché  con  queste  operazioni  si  potranno  rendere 
liulli  tutti  gli  elementi  della  prima  orizzontalo  a  cominciare  dal  secondo, 
^ipoi  similmente  tutti  quelli  della  seconda  a  cominciare  dal  terzo  e  cosi 
^la.  Dunque  se  una  sostituzione  lineare  ha  tutti  i  coefficienti  interi,  essa  è  la  ri- 
*^ante  di  una  sostituzione  a  coefficienti  pure  interi,  del  tipo  (5)  delVart,  478  e  di 
^»nmcceaaive  sostituzioni  del  tipo  S^^^  od  S"*/tj^. 

12.  Se  i  coefficienti  a^y  sono  numeri  interi,  la  riduzione  fatta  poi  nella 
seconda  parte   dell'  art.  478  si  traduce  nella  formola  : 

o„     0      0  ...  0       "l=(aji)i-Sji*2i(a22)2X 
a,i    a„    0  ...  0  I  X(S3i)*3i(S32Ì*s2(a33)8X 


13.  Dair  insieme  delle  due  note  che  precedono  risulta  il  seguente  teo- 
fania :  ogni  sostituzione  lineare  a  coefficienti  interi  è  la  risultante  di  sostitu- 
^^^ì  del  tipo  ^h  tx  ed  S"\  >  fc  >  «  di  sole  n  sostituzioni  del  tipo  i^  >  P*'*  ^^ 
quali  i  k  un  numero  intero. 
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CAPITOLO  VI.     . 

ELEMENTI   DEL   CALCOLO   DELLE  FUNZIONI   RAZIONALI 

INTERE. 


§  1.0  •—  Il  determinante  delle  dlfferense  e  11  principio 
di  identità  per  le  fansionl  Intere  di  nna  o  più  variabili. 

480.  Sia  a^x**  -f  a^x^'^  +  .  .  .  4-  «n-i^  +  ^n  ^°*  funzione  intera  di 
grado  n  della  variabile  x,  che  designeremo  brevemente  con  f{x). 
Supponiamo,  se  è  possibile,  che  l'equazione  : 

f{x)=0  (1) 

ammetta  un  numero  di  soluzioni  distinte  superiore  al  suo  grado. 
Esisteranno  allora  n+  1  numeri  distinti  ajj  ,  x,  ,  .  . .  ,  ac^+i  tali  da 
aversi  simultaneamente  : 

a^Xj^  +  a^x^^'^  +  .  .  .  +  a„«iXi  +  a^  -  0 


Ora  queste  equazioni,  se  si  considerino  come  conosciute  le  x^  ^ 
^2  ?  •  •  •  >  ^n+i  ®  come  incognite  le  a^  ,  aj  ,  .  .  . ,  a^ ,  altro  non  sono 
che  un  sistema  di  nf  1  equazioni  lineari  ed  omogenee  fra  le  ?i-f-l 
incognite  a^  ,  aj  ,  .  .  .  ,  a^ ,  e  il  determinante  del  sistema  è  : 


A  = 


X,       X\  JC«  •    •    •    £C«  I 

X         SCo  Xa  •     .     •     Xa  I 


^       ^«+1      *^/ii-l        •    •    •   ^n-4-1 


Noi  dimostreremo  fra  poco  che  questo  determinante  è  sempre 
diverso  da  zero,  qualora,  come  si  è  supposto,  i  valori  asj ,  a?2,..-,aj„+j. 
siano  tutti  distinti  fra  loro.  Possiamo  dunque  concludere  (art.  432; 
che  le  equazioni  (2)  non  possono  essere  soddisfatte  cho  per  valori 
nulli  delle  incognite.  Si  avrà  cioè  : 

a^  =  0  ,  ttj  =  0  ,  «2  =  0  ,  .  .  . ,  a^  =  0. 

È  dunque  assurdo  il  supporre  che  l'equazione  (1)  ammetta  pi€i 
di  n  soluzioni,  a  meno  che  i  coefficienti  tutti  della  (lì  siano  eguali 
a  zero,  nel  qual  caso  l'equazione  (1)  sarebbe  evidentemente  sod- 
disfatta da  qualsiasi  valore  di  x  Dunque:  un'equazione  algebrica 
di  grado  n  ad  un'incognita,  i  cui  coefficienti  non  siano  tutti  nulli, 
non  può  ammettere  piii  soluzioni  distinte  di  quanto  è  il  suo  grado» 
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481.  Il  determinante  nel  quale  ci  siamo  incontrati  all'art,  prcc. 
è  della  forma  : 


D=: 


1 

1 

1 

1 

.  .  .  1 

1 

a 

h 

e 

d 

.  .  .  9 

e 

o» 

b* 

e* 

d» 

...g* 

e* 

•         1 

• 

e» 

•          • 

d» 

• 

•           a           • 

e» 

•         • 

(3) 


Ora  noi  possiamo  (art.  419),  senza  alterarne  il  valore,  sottraiTe 
dalla  sua  ultima  orizzontale  la  penultima  moltiplicata  per  a,  fatto 
ciò  dalla  penultima  sottrarre  la  terzultima  moltiplicata  per  a,  e 
così  di  seguito,  finché  per  ultimo  dalla  seconda  orizzontale  sot- 
trarremo la  prima  orizzontale  moltiplicata  per  a.  Ci  è  dunque  le- 
cito di  scrivere  : 


D  = 


11  1  ...  1 

0    6— a     e-  a     ...  e— a 
0    6*— oò  c*-ac  ...  e^—ae 
0    ò^-aò*c^— ac^...  e'— ae* 


&— a      c—a     ...  e— a 
ò*— a6   c*-ac  ...  e^—ae 
b^—ab*  e'— ac*...  e'— ae* 


come  è  chiaro,  se  si  sviluppa  poi  secondo  gli  elementi  della  prima 
orizzontale  ;  e  dividendo  tutti  gli  elementi  della  prima  colonna  pel 
fattore  comune  6- a,  quelli  della  seconda  pel  fattore  comune  e— a, 
e  così  via,  (cfr.  art.  417): 


D  =  (&  -  a)(c  -  a){d  -  a)  ...  (e  —  a) 


1 
b 
b^ 


1 
e 


.  .  .  1 


... 


... 


e 


e' 


(4) 


Il  determinante  nel  secondo  membro  è  ancora  di  forma  affatto 
simile  a  quella  del  determinante  (3)  ;  soltanto  è  di  un  ordine  in- 
feriore di  un'unità.  Si  dimostrerà  quindi  in  modo  affatto  identico 

che: 


11  1  ...  1 
b  e  d  •„  e 
6*  c«  d»   ...  e* 


=  (c-6)(d-ò)...(6-6) 


1  1  ...  1 
e  d  ...  6 
e*   d^  ...  €« 


oiide,  sostituendo  ciò  in  (4),  si  avrà  : 
D  =  (ò  —  a){c  —  a){d  —  a)  ...  (e  —  a) 
(e  -  b){d  -  6)  ...  (6  -  6) 


1     1 

e     d 


.  .  .  1 

•     •     .     Cy 


d^   .  .  .  e2 


Capelli.  —  I$Utuzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz. 


28 


Così  procedendo  si  otterrà  evidentemente  per  il   primitivo   de 
terminante  (8)  l'espressione  : 

D  =  (6  -  a){c  -  a)(d  -  a)  ...  (^  —  a){e  —  a) 

{c-b){d-b)  .  .  .  (g-b){e-b) 

(rf  -  e)  .  .  .  (<7  -  e)  (e  -  e) 


cioè:  il  valore  del  determinante  (3)  è  uguale  al  prodotto  delle  dif- 
ferenze che  si  ottengono  sottraendo  da  uno  qualunque  dei  numeri 
a,  b,  e,  .  .  .  ,  e  uno  qualunque  di  quelli  che  lo  precedono. 

Per  questa  ragione  il  determinante  (3)  è  conosciuto  sotto  il  nome 
di  determinante  delle  differenze,  E  spesso  anche  chiamato  deter- 
minante di   Vandermonde, 

482.  Corollario.  —  Il  determinante^  (3)  non  può  avere  il  valore 
zero,  ad  eccezione  del  caso  in  cui  almeno  due  delle  a,  b,  e  ,  ...  ,  e 
abbiano  valore  uguale.  In  questo  caso  infatti,  e  soltanto  in  questo, 
si  annulla  almeno  una  delle  differenze  di  cui  D  è  il  prodotto. 

Resta  così  dimostrata  Tasserzione  fatta  pocanzi  (art.  480). 

483.  Due  funzioni  intere  f{x)  e  9(0?)  di  una  variabile  x  si  dicono 
identicamente  uguali  quando  esse  prendono  lo  stesso  valore  per 
ogni  valore  speciale  dato  alla  variabile. 

Ciò  premesso,  è  facile  dimostrare,  dopo  quanto  precede,  che  : 
affinchè  due  funzioni  intere  di  una  variabile  sieno  identicamente 
uguali,  è  necessario  e  sufficiente  die  siano  fra  loro  eguali  i  coeffi- 
cienti delle  potenze  omologhe  di  x  nelle  due  funzioni. 

Siano  infatti  : 


(f(x)  =  òo»*"  +  b^x"^-^  -f  b^x'""-^  4-  .  .  .  -f  b^_^x  +  b, 


le  due  funzioni  intere  supposte  identicamente  uguali,  che  noi  po- 
tremo sempre  rappresentare  sotto  la  forma  ora  scritta,  poiché  se 
esse  fossero  di  gradi  differenti  (m  ed  n  <  m),  si  potrebbero  sem- 
pre ritenere  di  egual  grado  m  sostituendo  con  lo  zero  i  coeffi- 
cienti delle  più  alte  potenze  di  x  mancanti  in  una  delle  due  fun- 
zioni. 

Poiché  per  supposto  si  ha  per  ogni  valore  di  x, 

f(x)  =  cp(x) 
si  avrà  anche  : 

f(x)-tf{x)  =  0, 

cioè  si  avrà  per  ogni  valore  di  x  : 

Quest'ultima  equazione,  che  è  di  grado  m,  avrebbe  dunque  infinite 
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soluzioni.  Ora  ciò  non  è  possibile,  se  non  quando  i  coefficienti 
delle  singole  potenze  di  x  siano  tutti  eguali  a  zero  ;  poiché  noi 
sappiamo  (art.  480)  che  un'equazione  di  grado  m  con  coefficienti 
non  tutti  nulli  non  può  ammettere  più  di  m  soluzioni  diflPerenti. 
Dev'  essere  dunque  : 

«0  -  60  =^  0  ;  «1  -  ^1  =  0  ,  .  .  .  ,  a„^  -  6,„  =  0, 

onde: 

come  appunto  dovevasi  dimostrare. 

484.  Più  generalmente  si  dice  che  due  funzioni  intere  f{x^  y,  z, ...) 
e  9(x,  y,  z, ...)  di  più  variabili  sono  identicamente  uguali,  quando 
esse  assumono  egual  valore  per  ogni  speciale  sistema  di  valori 
che  si  dia  alle  variabili. 

Ora  è  facile  dedurre  dalla  dimostrazione  precedente  ,  relativa 
al  caso  di  una  sola  variabile ,  che  affinchè  due  funzioni   intere  : 

=2(x)f  A,,^,...x»yf^z^  .  .  .  ,  c(x)  =2;B^p^...x^yPzTf .  .  . 

fU  più  variabili  siano  identicamente  uguali^  è  necessario   e   suffi- 
ciente che  siano  eguali  i  coefficienti  dei  termini    omologhi    (conte- 
nenti cioè  le  stesse  i>otenze  di  x,  y,  z, ...). 
Cioè  dev'  essere  : 

per  tutti  i  sistemi  di  indici  a,  ?,  7.... 

Consideriamo  p.  cs.  due  funzioni  intere  f{x  ,  y)  e  ^(ac  ,  y)  di  due 
variabili,  che  supporremo  avere  valore  uguale  per  ogni  sistema 
di  valori  di  x  ed  y. 

Ordinando  tali  funzioni  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x  si 
potrà  scrivere  come  nel  caso  precedente  : 

?(«  ,  y)  =  (Zo^*"  +  q^x'""^  +  '  "+qm 

colla  differenza  che  le  j?  e  q  j  anziché  essere  delle  costanti ,  sa- 
ranno ora  delle  funzioni  intere  della  sola  y.  Tenendo  fissa  la  y  e 
facendo  variare  la  sola  x  si  potranno  però  momentaneamente  ri- 
guardare come  costanti  anche  le  p  e  5  ;  onde  si  avrà ,  pel  teo- 
rema dell'art,  prec,  dovendo  le  due  funzioni  di  x  riuscire  iden- 
ticamente uguali  : 

Pi  =  qi- 

Poiché  ora  quest'  uguaglianza  deve  aver  luogo  comunque  sia 
stato  fissato  il  valore  di  ?/,  ciò  significa  che  le  due  funzioni  intere 
di  y  rappresentate  con^,  e  q^  devono  essere  identicamente  uguali; 
onde,  sempre  per  V  art.  prec,  dovranno  coincidere  i  coefficienti 
(Ielle  potenze  omonime  di  y  in  queste  due  funzioni.  Concludiamo 
dunque  evidentemente  che  i  due  termini  omologhi  di  f{x  ,  y)  e 
^(x  ,  y)  contenenti  una  stessa  potenza  di  x  ed  una  stessa  potenza 
di  t/  avranno  necessariamente  lo  stesso  coefficiente  numerico. 
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In  modo  affatto  simile  può  ora  condursi  la  dimostrazione  pc 
il  caso  di  funzioni  di  tre  variabili^  e  co.«»ì  via. 

ITote  ed  Esercizi. 


1.  Dimostrare  che  : 


1 

1 

1 

...     1 

1 

2 

3 

.  •  •  n 

1* 

•           • 

2« 

•     • 

3» 

•         • 

•  .  .  n* 

•  •     .     • 

l»-i  2'»-i  3"-*  .  .  .  »""' 


=  L2[3|4...|n-l. 


2.  Dimostrare  che  : 
1111 

a      p      7      5 

a«     p>     -^2     6« 


a*     p*    7* 


;t4 


=  -  (a  -  ^)(a  -  Y)(a  -  «K?  -  tXP  -  S)(Y  -  i 

X  (a  +  p  +  Y  +  S). 


8.  Verificare  le  identità  : 

ac**  -  1  =  (x  -  l)(aj^-i  +  «**-«  +  .  .  .  +  a  +  1) 

4.  Verificare  T  identità  : 

(aj  -  y)(2j  -  <)  -h  (y  -  z)(x  -  <)  +  (2  -  a:)(y  -0  =  0 
e  dedurne  poi  V  altra  : 

2(x-;?)(ac-<)(y-z)(y-0=(aJ-z)«(y-0'+(aJ-0*(y-«)*-(«-y)*(«-«)*. 

5.  Dimostrare  e  generalizzare  V  identità  : 

{abc)d„  =  (dhc)a„  +  {adc)b^  +  (aòd)c^ 

in  cni  la  parentesi  {abc)  sta  in  luogo  del  determinante  S  d:  ajò^^^s    ®d    < 
rappresenta  la  forma  lineare  a^Xj  +  a^x,  +  ^Va^s* 
G.  Verificare  l' identità  : 

7.  Verificare  T  identità  : 
(a,«+...+a„*)(ò,*+..,+ò„«)-(ai6i+...+a„&J*=(ai-6,)»+...+(a„-6J« 

8.  Verificare  che   — -  — 

[2aBC-cCA-c?BA~eA']'-4aBH6A^-cAB][aC«-dCA-fyA>] 
f26AC-cCA-eBA+rfB»]«  -4fòA»+aB2-  cABJfòC»  -eCB  +^B2] 
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9.  H  prodotto  di  n  fattori  * 

x{x  —  h)(x  -  2^)  ...  (a  -  (n  —  1)^) 

dei  quali  ognuno  differisce  dal  precedente  di  una  costante  h  (detta  diffc' 
reuM),  si  chiama  potenza  fattoriale  n*<>  del  numero  x.  Fissata,  una  volta 
per  sempre,  la  costante  hy  questo  prodotto  si  potrà  designare  brevemente 

conx".  Del  resto,  oltre  al  caso  di  A=0,  nel  quale  si  ricade  neirordinaria 
potenza  n*^  di  a?,  il  solo  caso  importante  si  può  ridurre  a  quello  di  A=— 1; 
pel  quale  si  definirà  : 

Q^  -  x{x  +  l){x  +  2)  .  .  .  (ac  +  n  —  1). 
Si  dimostrerà  facilmente  che,  data  una  funzione  intera  del  grado  n  in    x 
f^x)  =  a<j5c"  +  a{x"~^  +  ...-+-  a^.jX  +  a„, 

si  possono  sempre,  ed  in  un  unico  modo,  determinare  altri  n+1  coefficienti 
Aq  ,  A, , .  .  .  ,  A^  pei  quali  si  abbia  identicamente  : 


f{x)  =  Ao»'*  +  Ajsc'*  '1  +  . .  .  -f  A^_,«  +  A 


M 


cosicché  il  principio  di  identità  seguita  a  $u$8Ì8tere  con  enunciato  affatto  ana^ 
kgo  a  qufUo  già  datOj  quando  le  funzioni  intere  di  x  ti  ordinano  secondo  le 
potenu  fattoriali,  anziché  secondo  le  potenze  ordinarie  della  variabile  x. 

§  2.0  —  11  principio  delle  dlsegaagllanze. 

485.  Introducendo  per  maggiore  comodità  la  notazione  A  =|=  B 
per  esprimere  che  A  non  è  uguale  a  B,  un  sistema  qualunque  di 
disu^aglianze  fra  funzioni  intere  di  ac  ,  y  ,  z  ,  .  .  .  ,  t^  si  può  evi- 
dentemente ridurre  alla  fonna  : 


A(aJ,y  ,2,  ..  .,  0=1=0 
A(«  ,  y  ,  2  ,  .  .  . ,  e)  =1=  0 


(1 


^sendo  le  A  ,  /'j  ,  •  .  . ,  An  simboli  di  funzioni  intere  delle  k  va- 
riabili a;  ,  y  ,  2  ,  .  .  . ,  f . 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  qualunque  sia  il  numero  m 
5^€//€  disuguaglianze  (1)  ed  il  numero  k  delle  variabili  x,  y,  z,...,u 
*'i  cséFC  contenute^  esistono  sempre  dei  valori  {interi  e  positivi)  delle 
^  »  y ,  z  ,  .  .  .  ,  t  per  le  quali  il  sistema  (1)  è  soddisfatto. 

Ben  inteso  s'intende  escluso  il  caso  in  cui  qualcuna  delle  fun- 
zioni /"i  ,  /i  ,  •  •  •  >  Al  fosse  nulla  identicamente  (art.  483);  giacché 
^^  tal  caso  il  sistema  (1)  non  potrebbe  evidentemente,  essere  sod- 
disfatto per  alcun  sistema  di  valori  delle  x  ,  y  ,  z  y  .  .  .  ^u. 

486.  Cominciamo  dal  caso  più  semplice  in  cui  A:  =  1.  Detti  i:^ , 
^;  '  •  •  •  I  Pm  >  gradi  delle  funzioni  intere  f^(x)  ,  f^ix)  ,  .  .  .  ,  fmi^) 
ispettivamente,  è  chiaro  che,  per  soddisfare  il  sistema  di  disegua- 

§Hanze  : 

fii^)  =1=  0  ,  f,{x)  -1^  0  ,  .  .  .  ,  fjx)  -I-  0  , 


basterà  prendere  per  x  un  numero  naturale  clie  non  sìa  radice  di 
alcuna  delle  equazioni  : 

f,{x)  =  0  ,  r^{x)  -  0  ,  .  .  .  ,  f^{x)  ^  0.  (2) 

Ora  ciò  è  possibile,  ed  anzi  in  infiniti  modi,  giacché  i  numeri 
naturali  sono  in  numero  infinito  nel  mentre  che  i  valori  di  x  sod- 
disfacenti l'uno  o  Taltro  delle  (2)  non  può  in  ogni  caso  (art.  480) 
superare  la  somma  Pi  +  p^2  +  •  •  •  +  l^»n  d®i  gradi  delle  singole  equa- 
zioni (2). 

487.  Stabiliremo  ora  il  teorema  generale  enunciato  all'art.  485  col 
metodo  dell'  induzione  matematica,  supponendolo  cioè  già  dimo- 
strato per  i  sistemi  di  diseguaglianze  che  contengono  A:-l  varia- 
bili y  y  z  ^  .  .  .  yU  e  facendo  vedere  che,  in  tale  supposto,  esso  è 
valido  anche  pel  sistema  (1)  che  contiene  le  k  variabili  x,  y,  Zy..yt. 

Invero,  poiché^  per  supposto,  nessuna  delle  m  funzioni /"j^cc  ,  y , 
2  ,  .  .  . ,  w)  è  nulla  identicamente,  si  potrà  scrivere  : 

A(^  ,  y  ;«>•••»  w)  =  ?i-a:  *-f  d/j.x  *       +... 


essendo  9i  ,  ?2  ^  •  •  •  ?  ?m  funzioni  delle  sole  y  ,  z  ,  .  .  • ,  w,  nessuna 
dello  quali  è  identicamente  nulla. 

Per  ripotesi  fatta,  esisteranno  dei  valori   interi  e  positivi  delle 
y  y  z  j  .  .  .  ,  u  pei  quali  sia  : 

c?i-h0,(p2=|=0,...,cp^=l=0; 

e,  determinate  in  questo  modo  le  y  ,  2  ,  •  •  •  ?  w,  si  potrà  poi  sem- 
pre risolvere  il  sistema  di  disuguaglianze  : 

9icc  *  +  ^^x  *       +  . . .  =[=  0 


^m^       +4'm»  +...=1-0 


coirunica  incognita  Xj  precisamente  come  all'art.  486,  giacché  nes- 
suno dei  primi  membri  è  nullo  identicamente  rispetto  ad  x ,  es- 
sendo almeno  i  coefficienti  delle  più  alte  potenze  di  x  certamente 
diversi  da  zero. 


J.  Dimostrare  l'esistenza  di  k  numeri  A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  A„  tali  che  il  si- 
stema (1)  dell'  art.  485  è  soddisfatto  da  ogni  sistema  j;  ,  1/  ,  z  ,  .  .  .  ,  u  pel 
quale  sia  : 
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2.  Essendo  x^  »  ^^  j  •  •  •  t  ^n  dei  nnnieri  assegnati  fra  loro  tutti  distinti, 
dimostrare  che  gli  In  valori  che  può  assumere  la  forma  lineare  : 

a^x^  4-  a^ajj  +  •  •  •  +  ^n!^n 

per  tutte  le  possibili  sostituzioni  fra  le  a;j  ,  a;,  ,  .  .  .  ,  a;^ ,  saranno  tutti  di- 
stinti fra  loro,  purché  si  fissino  opportunamente  i  valori  (interi  e  posi- 
tivi) dei  coefficienti  a^  ,  a,  ,  .  .  •  t  a^^. 


§  3.0  -  Salla  determlnaslone  delle  fansloni  Intere. 

Interpolazione. 

488.  Esiste  sempre  una  funzione  della  variabile  x,  intera  e  del 
grado  n,  ed  una  soltanto^  la  quale^  per  certi  n+1  valori  distinti 
X, ,  Xj ,  .  .  . ,  x,j^i  della  variabile j  assume  certi  n  +  1  valori  prefis- 
sati   Aj   ,  Aj   y   »    ,  ,  y   A„^j. 

Infatti,  perchè  : 

ao»'*  +  a^x*''^  +  .  .  .  +  a,,.,®  -|-  a,, 

sia  la  funzione  richiesta,  è  necessario  e  sufficiente  che  siano  sod- 
disfatte le  condizioni  : 


Sono  queste  n+l  equazioni  di  primo  grado  rispetto  alle  ?i+l  in- 
cognite: a^,  ,,a,  ,  .  .  .  ,  a,^^^ ,  col  determinante  diverso  da  zero  (ar- 
ticolo 482).  E  dunque  sempre  possibile  di  soddisfarle  ed  in  un 
unico  modo  (art.  427). 

489.  È  poi  facile  verificare,  colla  sostituzione  diretta  dei  valori 
speciali  Xi  ,  ocj  ,  .  .  . ,  Xf^^^ ,  che  la  funzione  richiesta  ammette  la 
seguente  espressione  : 

ten-rl 

Questa  formola  notevolissima  è  conosciuta  col  nome  di  formola 
d'interpolazione  di  Lagrange;  giacché  col  vocabolo  interpolazione 
si  designa  in  generale  il  problema  di  determinare  una  funzione 
di  una  o  più  variabili,  la  quale  assuma  valori  prefissati  per  certi 
dati  valori  delle  variabili. 

490.  Passiamo  ora  a  vedere  come  il  teorema  dell'  art.  488  si 
possa  estendere  alla  determinazione  delle  funzioni  intere  di  più 
variabili.  Noi  supporremo,  per  fissare  le  idee,  che  si  tratti  della 
«determinazione  di  una  funzione  intera  f{x  ,  y  z)  di  tre  sole  varia- 
^i^i  K,  y,  z,  la  quale  sia  del  grado  m  nella  ce,  del  grado  n  nella 
yj  e  del  grado  r  nella  z. 
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Se  il  valore  di  x  si  scelga  a  piacere  fra  tn  -f  1  nameri  distir 
dati  a*!  ,  «8  ,  .  .  .  ,  fic^+i  e  così  si  scelga  a  piacere  il  valore  di 
fra  certi  n  +  1  numeri  ^i  ,  ^2  ?  •  •  •  ^  ^n+i  ®  quello  di  z  fra  cei 
r  +  1  valori  speciali  £fi  ,  jer,  ,  .  .  . ,  jef,.^, ,  è  chiaro  che  in  tutto  si  p 
tranne  così  prestabilire  (m  +  l)(n  +  l)(r  +  1)  sistemi  speciali  di  v 
lori  delle  tre  variabili  x,  y,  z.  Ciò  posto:  se  x,- ,  y^ ,  z,  è  una  qu> 
lunque  di  queste  terne ,  ed  A^*  ,^- ,  ^  il  corrispondente  valore  deli 
funzione,  gli  (m  +  l)(n  4-  l)(r  +  1)  valori  A<  .^  ,  ^  si  possono  semp^ 
prefissare  ad  arbitrio;  dopodiché  la  funzione  resterà  completamen 
determinata. 

Sia  infatti: 

9o(a^  yy)'z''  +  9i(a; ,  y) •^'^^  +  .  .  .  +  9^.1(0; ,  y) •«  +  <p^{x  ,  y)     (1 

la  funzione  richiesta,  ordinata  secondo  le  potenze  della  z  ;  cosi 
che  ognuna  delle  9  esser  deve  una  funzione  intera  di  a;  ed  y  < 
grado  non  superiore  ad  m  nelle  x  e  non  superiore  ad  n  nelle 
Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  la   (1)    soddisfi    ; 
problema,  sono  date  dagli  (7n+l)(n+l)  sistemi  di  equazioni  del  tip 

0 

quanti  cioè  se  ne  deducono  da  quello    ora   scritto    scegliendo 
piacere  i  due  indici  i  ed  j  entro  i  rispettivi  limiti. 

Le  equazioni  (2)  risolute  rispetto  alle  cp(ac,. ,  yj)  ci   daranno   pc 
^}J^Xi  j  Xj)j  precisamente  come  all'art.  488,  un  valore  perfettameni 
determinato  che  indicheremo  con  B^-jy^'*^  È  dunque  necessario 
sufficiente  che  ogni  funzione  (ff^{x  ,  y)  soddisfi   alle  (m  +  l)(n  -f  ] 
condizioni  : 

^/»(a^i  ,  yj)  -  B^,>)  ,  i  =  l,2,...,7n  +  l,i  =  l,2,...,n  +  l.     (3 

Il  teorema  da  dimostrarsi  è  così  ricondotto  al  caso  di  funzior 
intere  di  due  sole  variabili;  e  questo  caso  si  ricondurrà  poi  ali 
stesso  modo  a  quello  di  funzioni  di  una  sola  variabile,  cioè  s 
teorema,  già  dimostrato  vero,  dell'art.  488. 

ITote  ed  Esercisi. 

1.  Secondo  Tart.  489  la  fanzione  intera  di  secondo  grado  in  9  che  pa 
i  valori  a,  ò,  e  di  a;  prende  risp.  i  valori  A,  B,  C  ò  data  da  : 

A  (^  -  ^)(^  -  0  ^  3  (a;  -  a){x  -  e)      ^  (ag-a)(a;-6) 

(a  —  6)(a  —  e)  (6  —  a)  (6  —  e)  (e  —  a)(c  —  h)  ' 

Si  identifichi  questa  espressione  con  quella  che  si  otterrebbe  applica 
il  metodo  dell'art.  488.  Per  A=:a,  B=6,  C=c  si  otterrà,  in  particolare, 
identità  : 

(a-6;(6-c)(c-a)=a(6*-cS^)+ò(c2-a«)+c(a»-ò*). 
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9.  Veiifteare  V  identiU  : 

(6-c)(a-a:)(a-y)+(c-a)(ò-x)(6-y)+(a-&)(c-x)(c-y)= 

(a-6)(ò-c)fa-c). 

8.  La  formola  d'interpolazione  di  Lagrange  si  estende  facilmente  al  caso 
di  dna  o  più  variabili.  Se  f(x  ,  y)  è  una  funzione  intera  di  3?  ed  y,  del 
grado  m  in  a;  ed  n  in  y,  la  quale  per  la  coppia  di  valori  : 

«  =  «< ,  y  =  30  ;  »  =  1|  2,  .  .  •  ,  m  +  1  ,  ;  =  1 ,  2, .  .  .  ,  n  +  1 

aMoma  il  valore  A^ ,  e  si  ponga  per  brevità  : 

(j(x)=:(a-aj(aj-a?,)  ...  (x-a:^+i)  ,  <Ky)=(y-yi)(y-ya)  -.  (y-^n+i) 

(applicando  due  volte  di  seguito  la  formola  di  Lagrange,  si  troverà  : 


^can4-l     Ìam4-l| 


y^)' 


^*  La  formola  di  Lagrange  si  può  anche  generalizzare  in  un  altro  senso 

proponendosi  di  trovare  una  funzione  razionale  f(x),  quoziente   di  una  /un- 

'\^  incera  del  grado  m.  e  di  una  funzione  intera  del  grado   n  ,    conoscendo 

^'*  m+  n  +  1  valori  A^  ,  A,  ,  .  . .  ,  A.„+„.i     <^*    ^W    corrispondenti   a    certi 

^  +  n  +  1  valori  distinti  x,  ,  z,  ,  .  .  .  ,  x  deWa  variabile  x.  Questo  pro- 

'^Qia  ò  risoluto  in  generale  dalla  formola  (di  Cauchy)  : 

/^AjAj .  .  .  ii^^j                              .t;                  ~          N 
Va    A  A  (a?  -  x^)[x  -  agg) .  .  .  (a;  -  a;^) 

^Aj  Aj   .    .    .   A^ipJT-  -      —  -  : 

àJ\JK^  ,  .  .  .  ,  x^   ,  a;^41  7  •  •  •  >  **'n+m+l/ 

^  *^«  D(jj  >  j'  I  . . .  ,  r  ;  p'  ,  g'  ,  .  .  .  ,  r')  rappresenta  il  prodotto  di  tutte  le 
^  ^Qrense  che  si  ottengono  sottraendo  una  qualunque  delle  i?  >  9  >  •  •  •  i  r 
^^  tina  qualunque  delle  J»'  ,  g' ,  .  .  .  »  r'  ;  la  prima  sommatoria  dovendo  e- 
I  J^^^dersi  a  tutte  le  possibili  ripartizioni  degli  indici  1,  2,  .  .  .  ,  m  +  n  -f  1 
^   due  gruppi)  l'uno  composto  di  soli  n  4  1  indici  e  l'altro  composto  coi 

^ Manenti  ;  e  analogamente  per  la  seconda  sommatoria. 
>     Bi  verifichi  che  l'espressione  ora  scritta  soddisfa  in   generale    al   prò- 
lenaa.  Si  vegga  poi,  per  quanto  riguarda  l'univocità    della    sua   risolu- 
zione, l'art.  486  delle  Teorie  Jntroduttorie  pubblicate  da  A.   Capelli    e    G. 
^^rbieri  (Padova- Tip.  Sacchetto,  1886). 

&•  Esistono  altre  funzioni  razionali /(x),  oltre  alla  funzione /(x)= , 

se  -f"  1- 
per  le  quali  si  abbia  identicamente  /(«)/(-  x)  =  1  ? 


Capelli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*  cdiz.  '29 
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§  4.0  —  La  regola  di  Raffini.  —  Abbassamento  del  grrado 
di  un'equazione  di  cui  si  eonosea  ana  solasione. 

491.  Se: 

f(x)  =  ttQx''  +  a^z^"^^  +  .  .  .  +  a^-i»  +  a„  (1) 

è  una  fanzione  intera  di  x  del  grado  n,  e  si  dia  ad  x  un  valore 
speciale  qualunque  a,  si  avrà: 

/(a)  =  q^tT  +  a,a'*-i  +  .  . .  +  a^^^a  +  a^  (2) 

e  sottraendo  quest'uguaglianza  dalla  (1)  : 

Poiché  ora,  come  è  facile  verificare,  si  ha  identicamente  : 
x^'-ay-=(x-(i)'\x^'^-\-ax^'^-^ix^x^''^^' ...  +a»*~*aj+a»^'], 
sostituendo  ciò  nella  (3)  si  ha  : 

f{x)  -  f(a)  =  ao(a?  -  a)[x'"'^  +  ax"""^  +  a*x**-»  +  ...  +  a'*-i] 
+  a^(x  -  a)[x*''^  +  ffflc*»-»  -I-  aV*  +  ...  +  a'*"»] 

+  .  .  . 

e  raccogliendo  il  fattore  comune  (x  —  a)  nel   secondo  membro   e 
ordinando  l'altro  'fattore  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x  : 

f{xyf{a)Mx-%)[PoX'''Up,x'"'^p^x'"^h ...  +/?^.J  (4) 

dove  si  è  posto  per  brevità: 

Po  -■  «0 

Pi  =  «o«  +  «1  =  Po^  +  «1 

Ps  =  «0^^  -^-  «l'^^^  +  «2»  +  «3  =  Pi*^  +  «3 

Come  si  vede,  i  cofficienti  ^>,  y  P^  j  Pz  ì  •••  ^^  ottengono  colla  i"' 
gola  semplicissima  che  ogni  coefficiente  p^  è  uguale  al  precedere 
P/-1  moltipllcato  per  a  più  a,.  Questa  regola  è  conosciuta  sott 
nome  di  regola  di  liufflm. 

492.  Applicando  un'  altra  volta  ancora  a  j7„_i  la  regola  di  R' 
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fini,  si  otterrebbe: 

cioè  : 

Pn  =  A^). 

493.  Suppouiamo  ora,  come  caso  particolare;  che  a  sia  una  so- 
lozione  deireqaazione  : 

r(x)  =  0.  (6) 

Si  avrà  allora  f{a)  =  0,  onde  la  (4)  diventa  : 

f[x)  =  (a;  -  a) .  [p^x*"-^  -f  Pix'*"*  +  .  .  .  4-  p^^^^  +  p,,^i]. 

Dunque:  se  a  è  una  soluzione  dell'  equazione  f(x)  =  0,  il  primo 
membro  f(x)  è  divisibile  esattamente  per  la  funzione  (di  primo 
g'rado  in  x);  x-a,  cioè  è  uguale  identicamente  ad  x— a  moltiplicato 
per  una  funzione  intera  di  grado  n— 1  in  x. 

494.  In  questo  stesso  supposto,  potendosi  airequazione  (5)  dare 
la  forma  : 

{X  -  a)(;>o«'*"^  +  Pv^*'"^  +  . .  .  +  Pn-.2^  4-  p^_,)  =  0, 

è  chiaro  che,  ove  essa  ammetta  anche  altre  soluzioni  differenti  da 
a,  quest'ultime  dovranno  soddisfare  alTequazione  di  grado  n—l  : 

P^x""'"^  +  p^x*"-^  +  .  .  .  +  p^,,a;  +  i?;,.i  =  0.  (6) 

La  conoscenza  di  una  soluzione  dell'equazione  (5)  permette  dun- 
que di  abbassarne  il  grado  di  un'unità. 

ITote  ed  Esercizi. 

!•  L^osservazione  deirart.  492  è  di  molta  importanza  pel  calcolo  pratico 
del  valore  che  prende  una  data  funzione  intera  di  x  per  un  certo  valore 
«pcciale  della  variabile. 

Si  calcoli,  ad  esempio,  il  valore  di  8x*-8x*+13x*-llx+20  per  05=7. 

2.  Si  risolva  Inequazione  del  terzo  grado  : 

2x«  -  6a;2  +  5x  -  2  =  0 
che  ammette  la  soluzione  d7  =  2,  e  quella  del  quarto: 

x^  +  3a;3  -  7a:«  -  27x  -  18  =  0 

^^^  ammette  le  soluzioni  a;  =  3  ed  x=-8. 
9.  Abbassare  al  quarto  grado  Inequazione  : 

a?*-3x*-  12x4-40  =  0 
^h<  ammette  la  soluzione  a;  =  2. 
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§  5.0  —  Altra  dlmostraslone  del  principio  d*identltà. 

495.  Sia  f{x)  =  OqX*^  +  a^x**^^  +  .  .  .  una  funzione  intera  di  x  del 
grado  n,  cosicché  a^  =|=  0,  e  supponiamo  che  l'equazione  f{x)  =  0 
ammetta  n  soluzioni  distinte  a ,  ,  ag  , .  .  .  ,  a„. 

Si  ha  primieramente,  secondo  il  precedente  §,  un'identità  della 
forma  : 

f(x)  =  (x-  a,)f,{x\  (1) 

dove  : 

f^(x)  =  a^x"""^  + 1?!»*'"*  +  .  .  . 

è  una  funzione  intera  di  x  annullata  dai  valori  fff  ^  a,  ,  .  . .  ,  a^ 
di  x.  Quindi  poi  un'identità  analoga  : 

f^{x)  =  (x-  a,)(aox'*-*  +  q^x"""^  +...), 
cosicché  sostituendo  in  (1)  si  può  scrivere  identicamente  : 

f(x)  =  (se  -  a,)(a:  -  a^){a^x''''^  +  q^ix^"^  +...)- 
Poiché  1'  equazione  : 

ammette  le  soluzioni  ^3  ,  a^  , . .  . ,  a^ ,  è  chiaro  che,   cosi  proce- 
dendo^ si  giungerà  all'identità: 

f{x)  =  CqÌx  —  a^){x  -  a^HaJ  -  «3)  ...  (a?  -  aj.  (2) 

496.  L'identità  (2)  ci  dice  che  l'equazione  f(x)  =  0  non  può  am- 
mettere altre  soluzioni  all'infuori  di  a^  ,  Og  ,  .  •  .  ,  a^.  Infatti,  ogni 
soluzione  di  f{x)  =  0  deve  soddisfare ,  in  virtù  dell'  identità  (2) , 
r  equazione  : 

aoix  -  a  J(x  -  a^{x  -  «3)  ...  te  -  a  J  =  0 

ossia  anche,  poiché  a^  è  diverso  da  zero,  l'equazione  : 

te  -  ai)te  —  o-^ipc  —  «3)  ...  te  —  «n^  —  ^ 

la  quale  ci  dice  che  x  deve  coincidere  con  l'uno  o  con  l'altro  dei 

numeri  «i  ,  «2  »  •  •  •  >  ®n« 

Abbiamo  ottenuto  con  ciò  una  nuova  dimostrazione  del  principio 
di  identità  per  le  funzioni  intere  di  una  variabile,  giacché  questo 
principio  non  è,  come  già  si  è  visto  (art.  483)  che  un'immediata 
conseguenza  del  teorema  che  qualunque  equazione  non  può  am- 
mettere più  soluzioni  di  quanto  é  il  suo  grado. 

Nota. 

1.  Per  dimostrare  il  principio  di  identità  bastando  far  vedere  che  V  i- 
dentità  : 

a^  +  a,aj  +  a^*  -f  .  .  .  +  a^x^  =  0  (a) 
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fa»  per  conseguenza  necessaria  a^  =  0  ,  a^  =  0  ,  . . ,  ,  0|,  =  0,  può,  a  prima 
yìsÙ,  sembrare  lecita  la  seguente  dimostrazione  semplicissima.  Poichò  la 
(a)  è  per  sapposto  soddisfatta  da  ogni  valore  di  x^  lo  sar&  in  particolare 
d&l  valore  x=0,  onde  dev^essere  intanto  0^=0  ;  cosicchò  la  (a)  si  riduce  ad 

a^x  +  a,»*  +  .  .  .  +  a^as*  =  0 
e,  dividendo  per  dr,  ad 

aj  +  a^  -f  .  .  .  +  «n^J**"*^  =  0.  (g) 

Bipetendo  snllUdentità  (p)  lo  stesso  raziocinio  si  avrà  poi  a,  =  0,  e  cosi 
di  seguito.  Perchè  questa  dimostrazione  non  è  ammissibile? 

In  seguito  (Capitolo  XI)  sarà  facile  di  riconoscere  come  questo  proce- 
dimento dimostrativo  si  possa  rendere  rigoroso  considerando,  in  luogo  del 
valore  nullo,  un  valore  pieeolitsimo  di  x, 

§  6.<>  —  Nuova  dlmostraslone  e  generalizzazione 
della  formola  del  binomio. 


497.  Il  numero  delle  combinazioni  n  ad  n  di  m  +  w'  oggetti  : 
Al ,  A, ,  .  .  .  ,  A„j  ,  B,  ,  Bj  ,  .  .  .  ,  B^  si  può  ottenere  computando 
dapprima  quelle  combinazioni  che  contengono  solo  elementi  A , 
il  cui  numero  è  (art,  216): 


(:)= 


m{m  —  l)(m  -  2)  .  .  .  (m  —  n  +  1) 


COI 


l-2*3  ...  71 

poi  quelle  che  contengono  n  —  1  elementi  A  ed  un  elemento  B,  il 
i  numero  è  (^^i)(^)l  ^^  terzo  luogo  quelle  con  n  -  2  ele- 
menti A  e  due  elementi  B,  che  sono  in  numero  di  (  ^  ^ìi^l)'''  ® 
così  di  seguito.  Si  ha  dunque  la  relazione  : 

(":-")=(:)-(„- .)(7>(»-.)(iv  •••+(:')•  w 

498.  Poiché  i  due  membri  della  (2)  sono  evidentemente  due  fun- 
zioni intere  (del  grado  n)  dei  due  numeri  arbitrari!  m  ed  m\  que- 
sta relazione,  sussistendo  per  tutti  gli  infiniti  valori  interi  e  posi- 
tivi di  m  ed  m\  non  può  essere  (cfr.  §  l^)  che  un'identità  rispetto 
ad  wi  ed  m'.  Sarà  cioè,  qualunque  siano  i  valori  interi  o  frazio- 
^^''n,  positivi  o  negativi,  che  si  attribuiscano  alle  variabili  x  ed  y\ 

(':'')=(»)H«:.)(0^(»-2)(i)*--H»)-  <^' 

499.  È  assai  utile,  in  molti  calcoli  algebrici,  di  considerare,  ol- 
tre alla  potenza  ennesima  ordinaria  di  .-e,  anche  la  potenza  enne- 

«ma  fattoriale^  che  noi  indicheremo  con  x'\  definita  dall'  ugua- 
glianza : 

a?'*  =  x{x  -H  l)(x  +  2)  . .  .  (aj  -f-  n  - 1).  (4) 


t 
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Si  vede  dalla  (1)  che ,  mediante  questa  notazione ,   si  può  ancb 
scrivere  : 


(T) = 


n 


-  ag(~  g  -  1)  (-  g  —  2)...(-  ag  -  n  +  1)  _  ^     ^  ,^ac' 

1  2.3...n  "^      ^  [n'     ^^ 

Pertanto  se  nell'identità  (3)  si  cangia,  come  è  lecito,  a;  in  —  ; 
ed  y  in  — y,  e  se  no  moltiplicano  i  due  membri  per  (— l)'*lji,  ess 
prende  la  forma  : 

che  ci  da  per  la  potenza  fattoriale  ennesima  di  un  binomio  un 
sviluppo  del  tutto  analogo  a  quello  che  si  ha  per  la  potenza  cu 
nesima  ordinaria  (cfr.  art.  219». 

500.  Poiché  la  (6)  è  un'identità,  la  somma  dei  termini  della  pi^ 
alta  dimensione  (cfr.  art.  225)  in  x  ed  y  nel  primo  membro  de 
v'essere  uguale  alla  corrispondente  somma  nello  sviluppo  del  se 
condo  membro.  Uguagliando  queste  due  somme  si  deduce  dalla  (6. 

ix  -h  yr  =  X''  +  (  J)aj'*"'  y  +  (2  j^**^  V  +  . . .  +  y'*  (6 

cioè  l'ordinaria  formola  del  binomio. 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Le  forinole  (6)  e  (6/  non  sono  che  casi  particolari  della  formola  e 
Vandermonde  : 

relativa  alla  definizione  più  generale  di  potenza  fattoriale  ennesima  < 
differenza  h)  : 

x""^^  =  x{x  +  h){x  4-  2/1)  .  .  .  (x  +  (n  -  1)^)  , 

i  casi  particolari  A  =  1  ed  h  =  0.  Del  resto  la  formola  di  Vandermonde  i 

dednoe  immediatamente  dalla  (6)  cangiando  x  ed  y  risp.  in  -    ed    rt  e  mo 

n  A 

tiplicando  poi  entrambi  i  membri  per  h^. 

2.  Come  analoga  generalizzazione  della  formola  dell*  art.  218  si  ha  1' 
dentità  : 

(Xi  +  y  +  l)(x,  +  y  +  2)  . . .  (aj„  +  y  +  n)  =  y^  +  y^]^(«i  +  1) 

+  y^'^i^i  +  l)(a^j  +  2)  -hy'"^2(aj,  +  ì){xj  +  2){x^  +  8) 
+  .  .  .  +  (a?!  +  l)(x^  +  2)  .  .  .  (ac„  +  n) 
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(Ofr.  Soprm  e^rti  99%lupp%  di  determinanti^  nei  Rendiconti  della   B.»  Aooà- 
demia  delle  Scienze  di  Napoli.  Marzo,  1889). 

3.  Se  neir  identità  delP  art.  220,  oltre  a  porre  Buccessivamente  oc  =  1 , 
2 , . . . ,  n  e  poi  sommare  i  risaltati,  si  ponga  poi  anche  successivamente 
2=-l,  — 2, ...,.— n  e  si  sommino  del  pari  i  risultati  membro  a  mem- 
bro, 8i  ottengono  le  due  uguaglianze  ; 

(«+l/«-l=«+(*tl)a. ,  „  +(*+l)o.  ,„+...+  (*+!)«» .  „ 
(-l)V"=„-(*|^)c,  .„+(*J ')«.,„-  . .  .  +(-1)» (*+!)<,,,„ 

dalle  quali  si  deducono  per  via  di  somma  e  sottrazione  le  seguenti  : 

K 


2 


+  2 


1 
2 


cbe  sono  evidentemente  preferibili  alla  formola  delPart.  220  per  il  calcolo 
Bucceasivo  delle  o»  t  <»4  i  <J6  »  •  •  •  ®  delle  <ii  ,  a,  ,  a^,  .  .  .  . 

4.  SMmmaginino  scritte  le  combinazioni  k  +  1  a  A;  +  1  degli  m  +  1    ele- 
^^^iì  Oj  ,  a,  ,  .  .  .  ,  On+i  ^^  modo  che  gli  indici   si    seguano   sempre   nel- 

1  ordine  naturale.  E  chiaro  che  ve  ne  saranno    (?)  che  cominciano  con 
'^i  )  (    jL    j  che  cominciano  con  a, ,  e  cosi  via.  Si  ha  dunque  la  relazione: 

(r:i')=(?)H"r')*("r')+-H') 

che  moltiplicata  per  \k    può  anche  scriversi  : 

1— — i—  =  m-  +  (m  -  1)-  -f  . . .  +  3-  +  2-  +  1-. 
«4-1 

^-  HiconoBoere  come  la  formola  ora  data  si  poBsa  scrivere,  senza  modi- 
^cacioni  essenziali,  sotto  la  forma  : 

-  -  -  T.  W^^ 


1*  +  2*  +  3^»  +  . . .  +  wi*  = 


fc+1 

'"'*'*  ci  da  immediatamente  la  aomma  delle  potenze  fattoriali  k*»<    dei   primi    n 
"^^^^  naturali, 

^'  ^a  tomma  aji  t  n  delle  potenze  ordinarie  k*»«  dei  primi  n  numeri  naturali 
^^^tlte  la  geffuente  eepreeaione: 


n*+i       ^    n*       _    n*-i  n« 


»  in  =  j^  +  ^1  ]^  +  Aj^-j  +  . . .  +  Ajt.iY  "^  ^*" 
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ove  le  A  tono  quei  numeri  {indipendetUi  da  n  e  dipendenti  eoltanio  da  k) 
verificano  l'identità  : 

Ponendo  infatti  successivamente  in  questa  identità  x=l,  2,.  . .  ,  n,  so 
mando  poi  i  risultati  ottenuti  membro  a  membro  ed  applicando  la  f 
mola  delia  nota  precedente ,  si  ottiene  appunto  1*  espressione  di  cui 
tratta. 

7.  Si  riconosca,  mediante  quest'ultima  espressione  di  a^  ,  n,  che: 

l*  +  2*  +  ...  +  n*  1 

lim 


•  ■  • 


n*+i  fc  +  1' 

Quest*  uguaglianca  sussiste  del  resto  per  ogni  valore  reale  di  k ,   ecce 
k=-l.  (Cfr.  il  Messenger  of  mathematieet  XII,  87-88). 

8.  Si  dimostri  la  formola  : 

per  i  intero  e  positivo  minore  di  n. 

9.  Qualunque  sia  Tintero  positivo  «,  si  ha  : 

(?)''-("2)2'  +  (lK--*(»y=(-'>"*'L-'(«  =  l) 

(Cfr.  L*  analisi  algebrica  e  V  interpretazione  fattoriale    delle   potenze^    § 
Giornale  di  Matematiche.  Voi.  XXXI). 

10.  Dimostrare  l'identità  : 

Si  giungerà  facilmente  al  risultato  ponendo  il  prodotto  x^x^  sotto 

forma   a7"*[(a;  +  m)-my,  sviluppando  quindi  col  teorema  di  Vandermo 
e  tenendo  poi  presente  V  identità  : 

§  7.0  —  Legge  di  derlTaxione  —  Sviluppo  di  Taylor. 

501.  Sia  : 

una  funzione  intera,  di  grado  n,  dell'unica  variabile  a:. 

Dando  ad  x  un  incremento  (positivo  o  negativo)  h^  si  avràr 

/'(a;+;i)-ao(a:f  ?ir+aj(a;+A)'»-M-  .  .  .  +a„_i(a;+/i)+a^. 

Sviluppando  ora  le  potenze  contenute  nel  secondo  membro 
teorema  del  binomio  ed  ordinando  il  risultato  secondo  le  potc 
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orescenti  di  h  si  trova: 

+[ ]h^ 

+ 

Si  vede  dunque  che  la  parte  del  secondo  membro  che  non  con- 
tiene h  altro  non  è  che  la  stessa  f(x)\  e  che  il  coefficiente  della 
prima  potenza  di  ^  è  dato  dalla  funzione,  di  grado  n— 1  in  x,  che 
sì  deduce  da  f[x)  portando  in  ogni  termine  di  f{x)  l'esponente 
dì  X  a  coefficiente  e  diminuendo  al  tempo  stesso  T  esponente  di 
u.ii'unità.  La  funzione  dedotta  così  da  f{x)  con  questa  legge,  che 
oliiameremo  legge  di  derivazione,  sì  suole  designare  con  f'\x)  e  si 
cliiama  derivata  di  f{x).  Cosicché^  se  la  f{x)  è  definita  dalla  (1) , 
si   ha: 

f '(x)=naoa?'*"^+(w-l)aix"-«+  .  .  .  +2a„_85c+a„.i.  (3) 

Applicando  la  legge  di  derivazione  al  termine  a^  ,  ossia  in  ge- 
nerale ad  una  costante,  si  ottiene  lo  zero,  poiché  scrivendo  a^=a^'XQ 
sì   ottiene  appunto  come  risultato  0-a,^5c"^  cioè  zero. 

502.  Applicando  alla  nuova  funzione  f'(x)  la  stessa  legge  di  de- 
rivazione si  otterrà  una  funzione  di  grado  n— 2  in  x,  che  si  chiama 
^^  seconda  derivata  di  f(x)  e  si  designa  conseguentemente  con 
/""(ce).  Essa  è  data  da: 

/"(x)=n(?»-l)aoX^-»+(n-^l)(n-2)aiJc'»-3+  .  .  . 

+3.2a^.3a:+2a„.,.  (4) 

^  In  generale  si  indica  con  f^^^{x)  la  funzione,  di  grado  n-fc,  che 
^^  ottiene  applicando  k  volte  successivamente  ad  f{x)  la  legge  di 
^^rivazione. 

Si  avrà  dunque  : 

/^*Kaj)=w(n-l)  . .  .  (w-A;+l)ao2c'*"* 

+(7i— l)(n-2)  .  .  .  (n-fc)ajaj'*"*"'^+  .  .  . 

^ove  ogni  coefficiente  numerico  è  il  prodotto  di  k  interi  consecu- 
^^yi  ;  onde,  dividendo  entrambi  i  membri  per  [k,  si  può  scrivere 
Viti  comodamente  : 


<i>^*r.>'^-' 


u? 

'»  — 2 


+  ("^^)a,x»-*-«+....  (5) 

^crfc-Ti  si  ha  una  semplice  costante: 

/'W(aj)  =  n.n-  1-n  -2  .  .  .  2ao  =  [n-ao, 
^^de  per  jfc  >  n  sarà  poi  sempre  f^^^x)  =  0. 

Cafilu,  —  IttUuxioni  di  anali$i  algebrica,  8.»  ediz.  80 
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503.  Vediamo  ora  quale  sia  in  generale  il  coefficiente  di  h^  ne 
sviluppo  di  f{x  +  h)  secondo  le  potenze  di  h.  Sviluppando  ciasca 
potenza  nel  secondo  membro  della  (2)  col  teorema  del  binon 
si  trova  subito  come  coefficiente  di  h^  respressìone  : 

cioè,  per  la  (5),  precisamente  \l    »  Questo  sviluppo   (detto  s 
luppo  di  Taylor)  sarà  dunque: 

504.  Se  neireguaglianza  (6),  che  vale  qualunque  siano  i  vai 
di  X  e  di  hj  scambiamo  x  con  h,  il  che  non  altera  evidenteme 
il  primo  membro,  si  deduce  altresì  : 

f(x^h)^f{Ji)^xf\h)^x'^-^^^  ...  +x"^^ 

e  facendo  ora  ^  =  0  : 


x* x** 


rW=AO)+xr'(0)+f-r"(0)  +  .  .  .  +  --/'(^)(0). 

505.  Finalmente,  se  nella  eguaglianza  (7),  che  vale  qualun< 
sia  X  j  sostituiamo  x  -  h  in  luogo  di  x ,  essa  ci  dà  rpoi< 
f[(x^h)-{-h]  =  f{x): 

f(x)^/Xh)Hx-h)nh)^x^h/-^ 

Il  [Jl 

formola  di  cui  in  seguito  avremo  a  far  uso  più  di  una  volta. 

506.  Supponiamo  si  voglia  calcolare  la  somma   dei   valori   < 
assume  una  certa  funzione  intera  f(x)  per  gli  n   valori:   x=t 
f+2,  t+3j  .  .  .  ,  t+Hy  cioè  il  valore  di  : 


5]^w  =^nt + i). 


Per  il  teorema  di  Taylor  si  ha  : 

n,..)=n,)Vq2.+'^>«.+...+£5!-'.« 

se  fc  è  il  grado  della  funzione  f(x).  Se  ora  in  questa  identità 
niamo  successivamente  a;  =  1,  2,  .  .  , ,  n,  e  sommiamo  poi  i  ris 
tati  membro  a  membro,  otteniamo  : 


jj       ^2  ?«+•••  +      Ij.       ^*  ?  n 
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dove  le  o,- ,  ^  sono  le  stesse  somme  delle  potenze  t"**  dei  primi  n 
numeri  naturali,  della  cui  valutazione  ci  siamo  occupati  (airart.220). 

507.  Esempio.  —  Si  voglia  valutare  la  somma  S^  dei  primi  n  ter- 
mini della  serie  : 

11-13  +  15. 17-  19.11  4- 

Si  scriverà  : 

S^=V  (7  +  4a)(9  +  4a;)  =  63-71  +  640i ,  ^  +.160,  ,  ^ 

onde: 

g 

S„  =  68«n  +  32-?i(u  +  1)  +-  n(n  +  l){2n  +  1). 


Note  ed  Eseroisi. 

i-  Data  la  funziono  /(J7)=a;*— 3ic*+2x*+I0,  calcolare  i  valori  di 

Ao) ,  AO) ,  no) , . . .  ;  AD ,  r(i) ,  rw ,  •  • .  ;  A-i) ,  f'i-i) ,  r'(-i) 

2*  Calcolare  i  valori  delle  somme  : 

1.3f2.4+3*5+4. 6+5-7+  .  .  .  +n(n  +  2) 
1-3+3-5+5-7+7.9+  .  .  .  +(2n-l)(2n+l) 
1.3.5f3.5-7+5-7-9+  .  .  .  +(2n-l)(2n+l)(2n+3). 

^'  8e,  come  già  si  ò  fatto  altre  volte,  si  ponga  per  brevità  : 

x{x  +  l)(x  +  2)  .  .  .  (x  +  71  -  1)  =  a?" 

^  ^na  funzione  intera  di  s,  del  grado  n,  sia  data  (come  del  resto  è  sempre 
^^ho  supporre)  sotto  la  forma  : 

f{x)  =  Ao»^  +  Aix'*^+  .  .  .  +  A^_ix  +  A,,  (a) 

^^^le  A  sono  coefiBcienti  costanti,  si  potrà  definire  una  nnova  funzione 
•'  (*)  (derivata  fattoriale)  come  seguo  : 

^)  =  n  Ao»^*^  +  (n  -  l)Aiaj'*^  +  .  .  .  +  A^^^. 

rp^i  ha  allora  una  formola  di  sviluppo   affatto   analoga   all'ordinaria  di 
^^ylor,  cioè  : 


^^^  si  dimostrerà  con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  per  la  for- 
cola di  Taylor,  colla  sola  differenza  che  in  luogo  dello  sviluppo  bino- 
^ulo  di  Newton,  si  dovrà  far  uso  di  quello  di  Vandermonde  (cfr.  la  No- 
^  1*  del  §  precedente). 

^'  il  problema  deir  art.  506  si  risolve    in    modo    molto    più    semplice  , 
V^io  bì  parta  dalla  funzione  /(x)  ordinata,  come  nella    (a)    della    nota 
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precedente  : 

f{x)  =  \X^  +  Ai5C*"*  +  .  .  .  +  ^k-1^  +  Afc. 

Si  troverà  infatti,  applicando  la  (^)  e  la  formola  data  nella  nota    7* 
§  precedente  : 

|«,  +  0  =  »««+ »-'f +  »«  +  ...  + ««^g. 

Introducendo  la  nuova  funzione  : 
per  la  quale  si  ha  evidentemente  (cfr.  la  nota  8*): 


Y'{x)  =  f{jc)  ,  W<{x)  =/"(x) ,  F"'(x)  =  /"'(x) , . . . , 
si  potrà  anche  scrivere  : 


5«..<,-'^  +  «'=2.»'-!32.... 


i-i 
onde  si  concluderà  per  la  (P)  : 


U  [2      '  Il 


J]/^(e  +  i)  =  F(«  +  n)-F(«). 


1=1 


§  8.0 — Nuova  dimostrazione  della  forinola 
per  la  potenza  di  an  polinomio 


508.  Le  cose  dette  al  §  6°  si  estendono  senza  difficoltà  in  me 
da  condurre  a  dimostrazioni  affatto  analoghe  per  la  potenza  7i^** 
ordinaria  o  fattoriale,  di  un  polinomio.  ^ 

Invero,  il  numero  delle  combinazioni  n  ad  n  di  x^-^-x^-^-  ...  -4 
oggetti  : 

(essendo  per  ora  scj  ,  scg ,  .  .  ,  ,  sCm  numeri  interi  positivi)  si  pu(> 
tenere  riunendo  in  un  sol  gruppo   tutte   quelle   combinazioni    < 
contengono  lo  stesso  numero  a,  di  oggetti  A,  lo  stesso  nuraerc 
di  oggetti  B,  ... ,  lo  stesso  numero  a^^  di  oggetti  D,  il  cui  num 
è  evidentemente  : 


(«!/(«!)  ••■  G) 
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e  sommando  i  numeri  delle  combinazioni  di  ogni  gruppo.  Poiché 
i  numeri  «j  ,  et,  , .  .  . ,  a^  che  definiscono  ogni  singolo  gruppo  sono 
soltanto  soggetti  alla  condizione  : 

si  avrà  evidentemente  : 

C"-^":-'-)=s(s)te)  ••■&)■     <" 

Questa  formola,  sussistendo  già  per  tutti  gl'infiniti  valori  interi 
e  positivi  delle  x^ ,  .  . .  ,  x^^  non  può  essere^  analogamente  a  quanto 
si  è  osservato  al  §  6°),  che  un'identità  rispetto  alle  stesse  x^y..,x^ 
considerate  come  variabili  affatto  arbitrarie. 

509.  Se  nella  (1)  si  cangiano  le  x^  ,  Xg  >  •  •  •  >  ^n  ^^^P*  ^^  ""  ^i  > 
—  a', ,..,,—  x^  e  si  tien  presente,  come  al  §  6o  che  : 


(r)=(-')"5. 


se   ne  deduce,  moltiplicandone  i  due  membri  per  (—  l)**[n  : 

(x,  +  Xg  +  . . .  -f-  x^)   =  >  ,     ,  7—  a?i     X2     .  ,  .  x^  '*    (2) 

<iioè  la  formola  per  lo  sviluppo  della  potenza  fattoriale  n**^**  del 
poi  inomio  Xj  -f-  x,  +  .  .  .  -f  x^. 

Uguagliando  poi,  dei  due  membri  dell'  identità  (2),  le  parti  di 
svi  lappo  contenenti  le  x,  ,  x^  , .  .  . ,  x^  alla  massima  dimensione 
(cioè  n)  se  ne  trae  immediatamente  l'altra  : 

{x^^X2  +  ...+xJ''=:2j,---.-^---.---X,      X,      ...X^'"(2)' 

^ìoè  la  formola  (cfr.  art.  224)  per  lo  sviluppo  della  potenza  71^*^*»® 
ordinaria  del  polinomio. 


§  9.0  —  DerivaKlone  parziale  —  Sviluppo  di  Taylor 
per  fanzloni  intere  di  più  variabili. 


510.  Sia  f{x  ,  y  j  z)  una  funziono  razionale  intera  di  più  varia- 
gli, per  es.  di  tre  variabili  indipendenti  x  j  y  ,  z.  Se  per  un  mo- 
mento si  imagini  che  di  queste  tre  variabili  una  sola  si  faccia  va- 
riare effettivamente  mantenendo  invece  costanti  le  altre,  è  chiaro 
che  la  f{x  y  y  ,  z)  si  presenterà  allora  come  funzione  intera  dì  una 
sola  variabile,  quella  che  varia  effettivamente,  e  potrà  derivarsi 
colla  regola  ordinaria  rispetto  a  tale  variabile  considerando  le  al- 
tre come  incorporate  nei  coefficienti  costanti.  Si  ottengono  cosi 
^clle  funzioni  derivate  parziali  della  funzione  ^x  j  y  ,  z)  rispetto 
alla  quale  si  fa  la  derivazione. 
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Tali  derivate  si  sogliono  designare  risp.  con  fg^ ,  fy  ,  f\  od  aa 
che  con  JìJ ,  D/ ,  D/. 

Questa  seconda  notazione,  nella  quale  D^  ,  D^ ,  D,  si  possoci 
considerare  come  simboli  operativi  (cioè  come  simboli  di  opers 
zioni  speciali  da  applicarsi  alle  funzioni  cui  si  premettano)  è  sp  • 
cialmente  vantaggiosa  quando  occorra  di  rappresentare  il  risultai 
di  più  derivazioni  parziali  eseguite  successivamente  sulle  f(x,  y,  , 
ora  rispetto  ad  una,  ora  rispetto  ad  altra  variabile. 

Cosi,  ad  esempio,  con 

DJ)J)yDjPyD,D/(x  ,  y  ,  «) 
0,  più  brevemente,  con 

verrà  a  significarsi  quella  funzione  che  si  deduce  da  ;^  derivando 
questa  parzialmente,  prima  due  volte  rispetto  alla  z,  poi  tre  volte 
rispetto  ad  y  e  finalmente  due  volte  rispetto  ad  x. 

Es:  se  f{x  ,y^z)  =  3x^y  —  4x^*2^  —  3z*y  +  4> 

si  avrà  : 

D/  =  3a;«  -  Sx^yz^  -  32* 
D/  =  -  Sx^t/h  -  6zy 

DyDJ  =  6x  -  2ix^yz\  ecc. 

511.  La  funzione  dedotta  da  f  mediante  un  numero  qualunque 
di  successive  derivazioni  parziali  rimane  la  stessa  benché  si  cangi 
in  un  modo  qualunque  Vordine  delle  derivazioni.  Per  dimostrare 
ciò  basterà  evidentemente  di  far  vedere  che 

Invero,  se 
se  ne  deduce  primieramente  : 

onde  appunto  : 

612.  Teorema  di  Eulero.— /S'è  f  è  una  funzione  intera  omogenea 
di  grado  m  di  più  variabili^  la  somma  delle  sue  derivate  parziali 
rispetto  alle  variabili,  moltiplicate  per  le  variabili  stesse,  coincide 
colla  primitiva  funzione  f  moltiplicata  per  m. 

Sia  infatti  per  fissare  le  idee  : 

f=2Aap,cc^i/V^ 
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una  fìuizione  omogenea  del  grado  m  di  tre  variabili  x  y  y  ,  z]  co- 
sicché gli  esponenti  a  ,  ^  ,  y  sono  soggetti  in  ogni  suo  termine  alla 
oondizione  : 

a  H-  ?  +  Y  =  w.  (1) 

Si  ha  come  sopra  : 

e  quindi  moltiplicando  queste   espressioni   risp.   per  x  ,  y  ,  z ,    e 
sommando  : 

ossia  appunto  per  la  (1)  : 

513.  Ci  proponiamo  ora  di  estendere  il  teorema  di  Taylor,  già 
stabilito  (art.  503)  per  funzioni  intere  di  una  variabile,  ad  una  fun- 
^jone  intera  /(x^  ,  a;^  ,  .  .  . ,  sc^)  di  un  numero  qualunque  ?»  di  va- 

Si   tratta,  cioè,  di  sviluppare  f(x^  +  ^i  ,  a;^  +  ^s  >  •  •  •  >  ^n  +  ^n)  se- 
dendo le  potenze  e  i  prodotti  degli  incrementi  h^ ,  h^ ,  . .  .  ,  h^. 
.^oi  giungeremo  al  risultato  in  modo  assai  semplice  applicando 
Pji  v^olte  di  seguite  il  teorema  di  Taylor  pel  caso  di  una  sola  va- 
'''abilc.  A  tale  oggetto  però,  in  luogo  di  scrivere: 

<?(«  +  ?i)  =^  <f(x)  -f  h^'ix)  +  12  9"W  +  .  .  . 
ci  gioverà  scrivere,  secondo  la  nuova  notazione: 

9(x+?i)  =  jl  +  ^+  -^^  +  -^  +  ...[9(0:). 

S©  -an  è  il  grado  di  <f{x)  rispetto  ad  x,  il  numero  dei  termini 
cont^  ^ìuti  nella  parentesi  sarebbe  wi  -f- 1  ;  nulla  però  ci  impedisce 
di  co  ^siderare  una  serie  indefinita  di  termini,  poiché  : 

D^"»+i9(x)  =  DJ^'^'^ix)  =  .  .  .  =  0. 

^^^«iamo  anche  scrivere: 

^^'^-  Sia  primieramente  una  funzione  razionale  intera  di  due  solo 
varia^tiii  ^^j^.^  ^  jp^j^  jl  qj^[  grado  complessivo  in  x^  ed  scj  sìa  m. 
Si  n^  pey  1»  articolo  precedente  : 
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ed 

Ih  D  h  ***!)''*   \ 

d'  onde  segue  : 

f(x^  4  h^  ,  x^  +  ^2)  = 

e  indicando  con  X^  l'insieme  di  tatti  quei  termini  dello  svili 
del  prodotto  delle  dne  parentesi  che  sono  di  uno  stesso  gra( 
di  derivazione  complessiva  rispetto  ad  Xj  e  ad  x,: 

Ajci  +  Al  ,  Xj  +  Aj)  =  11  +  a,  +  Aj  +  .  .  .  +  ^Jf(x^  ,  x^). 

Ma  evidentemente  si  ha  : 

*  [k  [l"     \k-l 

+  "12"    •-l^£2-  +  "-+-lI" 

+  (2)(  AiDx.  )*'*(  A,D^y+ . . .  +  (  A,D=^  j*[ 


=  ifc-f'*»^*.  +  *«I^^]  • 


11 

Posto  per  brevità  :  hj)xi  -h  h^T>Xi  ^  I^»;»  »  resta  cosi  dimosi 
che  : 

515.  Passando  ora  ad  una  funzione  /"(x^  ,  a^g  ,  scj)  di  tre  v; 
bili,  si  avrà  primieramente,  per  quanto  si  è  ora  dimostrato,  (e 
m  il  grado  di  f  in  «1,0:2,  x^)  : 

ID  D"*    ) 

1  +  jI^  +  . . .  H-  J^Y^^i  y^tJ^i 

e  per  T  art.  513  : 

f{x^  +  Al ,  «2  ^-  /la  ,  ajg  +  /13)  =  [  1  +  "|^~  +  •  •  \f{^i  +  ^1 ,  ajg  +  ^2 
onde  : 

1^1+    j^     +...4-    ^      J,^l+  ^    +...+  ^  JAa^i:^:^, 

=  |1  4- Al  +  Ag  +  . . .  +  A^I/'Ca?!  ,  CC3 ,  a?3) 
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dove,  con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  sopra  si  troverà: 


cioè  : 


Se  dunque  poniamo,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  nel  pre- 
cedente articolo  : 

si   ha  il  risultato  di  forma  affatto  simile: 

(        D         D*  D"*    ^ 

noe,  ^h,,x,-}-K,x,  +  h,)=^\l  +  -^-h-^  +...+  -^^j f(x,,x,^,). 

516.  Così  procedendo  si  giungerà  evidentemente   alla   formola 
grenerale,  per  una  funzione  intera,  del  grado  m,   di  n   variabili 

/(«i  +  A,  ,  .  .  . ,  a:,,  +  A„)  =  f{x^  ,  .  .  . ,  a„)  +  D„fc  /'(a:,  ,  . . .  ,  «„) 
(2) 

essendo  l'operatore  D^;^  definito  dall'uguaglianza: 

517.  La  formola  (2)  ci  da  lo  sviluppo  di  f{x^  -h  h^  , ... ,  x^  +  h^ 
giù,  ordinato  secondo  i  gruppi  di  termini  omogenei  rispetto   alle 

Si  ha  infatti,  considerando,  per  fissare  le  idee,  tre  sole  variabili 
^1  ì^% }  JCj. 


/(xi  +  Al , x,  +  Aj ,  a,  +  ft,)  = /•+ ?f-^  + 2^  +  . . . 


(3) 


+  h  ['i*iD*:r./'+  A«jD«„/'+  2/Jj;ÌjD,.D^/' +  . . .] 

"^     •    .     .    • 

Richiamando  la  formola  che  da  lo  sviluppo  della  potenza  di  un 

^-Ai^^LLi,  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  8.»  ediz.  81 
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polinomio  (art.  224);  si  ha  in  generale  : 

^  l»!  [«2  L«8 

Sostituendo  per  ogni  termine  di  (3)  la   corrispondente  espres- 
sione (4),  si  ottiene   dunque   il   completo   sviluppo   di  f{x^  +  \ , 

Xj  +  ^2  ;  ^3  +  '^s)  rappresentato  come  segue  : 

dove  ora  non  è  necessario  imporre  alcuna  restrizione  alla  varia- 
bilità degli  esponenti  «i  ,  «^  ,  a^.  Bensì ,  se  m  è  il  grado  di 
f(^i  ;  ^2  y  x^)  nelle  x^  ,  x^  ,  x^  ,  basterà  estendere  la  sommatoria  ai 
sistemi  di  valori  delle  a^  ;  «2  ,  ol^  soddisfacenti  la  condizione  : 

518.  Se  /"(«!  ,  «2  ,  .  . .  ,  x^)  è  omogenea,  del  grado  m,  nelle  x^  , 
acj  )  •  •  .  ;  2c„  j  si  ha,  come  è  facile  riconoscere  : 

[h,D^  +  .  .  .  +  hj)^jy(x,  ,  .  .  .  ,  x„)  =  jm. A^  ,  .  . .  ,  ^.). 

La  formola  (2)  ci  da  dunque  in  particolare,  se  f{xi ,  Xj , ... ,  xj 
è  una  funzione  intera  omogenea,  del  secondo  grado,  delle  x^, 
X2 ,  .  •  .  ,  x,j  : 

/^(Xj  +  /il  ,  .  .  .  ,  x^  +  hj  = 

=  /'(Xi  ,  .  .  .  ,  X,J  +  V'«i  +  V^  +  -  +  Kf'x^  +  A^l  I  •  •  •  »  ^n)- 

§  10.0  —  Teoremi  sulle  funzioni  glmmetrlehe  intere 

di  più  variabiU. 

519.  Una  funzione  ben  determinata  f(x^  ,  Xj  ,  .  .  . ,  x^)  si  dice 
simmetrica  rispetto  alle  variabili  x^  ,  . .  . ,  x,^ ,  se  rimane  identi- 
camente uguale  a  se  stessa,  quando  si  eseguisca  fra  le  variabili 
una  qualsivoglia  sostituzione. 

Se 


(X.-         X--      .    .    ,    Xi    \ 
) 
X|  Xo      ...    Xm/ 


è  una  "sostituzione  qualunque  (cfr.  art.  228)  fra  le  Xj ,  x^  ,  .  .  .  ,x„, 
il  risultato  di  questa  sostituzione  eseguita  fra  gli  argomenti  della 


I 
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funzione  f  si  suole  rappresentare  con  S/,  cosicché  si  potrà  scri- 
vere brevemente  : 

i       t  '* 

Se  la  funsione  f  è  simmetrica^  dovranno  dunque  verificarsi  le 
[n  identità  : 

corrispondenti  alle  [n  possibili  sostituzioni  S. 

520.  Sarà  però  sufficiente  di  accertare  che  sono  soddisfatte  le 

n(n  -  1)  n(n  -  1) 

—  identità  corrispondenti   alle   -^— — -    trasposizioni    T^ , 

T"g  , ,  . .  (cfr.  art.  238)  fra  le  fiC|  ,  acg  ,  .  .  . ,  «„  ;  poiché  noi  sappiamo 
(5i.rt.  238)  che  ogni  sostituzione  si  può  sempre  riguardare  come  il 
risultato  di  successive  trasposizioni. 

£21.  Del  resto  è  facile  di  riconoscere  che  ogni  sostituzione  fra 
lo  3*1 ,  a?,  , .  .  .  ,  aj„  si  può  ottenere  come  risultante  delle  sole  n— 1 
ti-sisposizioni  : 

^I>portuuamente  combinate.  Quindi,  per  esempio,  per  accertare 
cHc  /'vx  ,  //  ,  z)  è  simmetrica,  basterà  accertare  che  essa  non  è  al- 
terata dalle  trasposizioni  {xy)  ed  {xz\  cioè  basterà  verificare  che 
è     identicamente  : 

^22.  Fra  le  funzioni  simmetriche  intere  delle  n  variabili,  ohe 
^osigneremo  per  maggiore  comodità  con  a  ,  p  ,  y  ,  .  .  . ,  X,  le  più 
semplici  sono  quelle  del  tipo  : 

a*  +  ^*  4-  7*  +  .  .  .  +  X* 

dove  fc  è  un  esponente  intero  e  positivo.  Esse  portano  appunto  il 
nome  di  funzioni  simmetriche  semplici  o  di  somme  semplici.  Noi 
1^  rappresenteremo  brevemente  con  S^. 

Chiameremo  poi  somme  doppie,  triple,  ecc.  (ovvero  a  due,  tre 
indici,  ecc.)  le  somme  del  tipo  : 


dove,  cioè,  S-,^  indica  la  somma  degli  w(n  -  1)  termini,  general- 
mente distinti,  che  si  ottengono  moltiplicando  la  potenza  p*""  di 
^na  variabile  qualunque  per  la  potenza  q'"^  di  un'altra  variabile; 
^sìSp,^,^  la  somma  degli  »(7i  — l)(n  — 2)  termini  che  si  otten- 
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gODO  moltiplicando  la  potenza  p"^  di  una  qualsivoglia  variabile  à 
per  la  potenza  7'"*  di  una  qualsivoglia  variabile  ^  diversa  dalla  a 
e  per  la  potenza  r"**  di  una  qualsivoglia  variabile  if  diversa  da  a 
e  da  p,  ecc. 

Così,  ad  esempio,  per  n  =  3,  si  avrà,  dette  a ,  p ,  7  le  tre  va- 
riabili : 

ed  in  particolare  : 
Inoltre  : 

ed  in  particolare  : 

523.  La  nozione  testé  data  di  somme  multiple  è  specialmente 
importante,  inquantochè:  ogni  funzione  simmetrica  intera  di  piii 
variabili  è  identicamente  uguale  ad  una  somma  di  somme  multi- 
ple rispettivamente  moltijylicate  per  dei  coefficienti  costanti. 

Infatti,  se  A*aP»JP*YP»  sia  p.  es.  un  termine  qualunque  della  fun- 
zione intera  F(7,  g,  7,  S ,  .  .  .  ,  X)  di  cui  si  tratta,  essendo  F  per 
supposto  simmetrica  rispetto  a  tutte  le  a,  ^,  ^ ,  •  .  .  ,  X,  si  dovranno 
trovare,  fra  gli  altri  termini  distinti  di  F,  tutti  quei  termini  di- 
stinti che  si  deducono  da  questo  penuutando  in  un  modo  qualunque 
le  tre  variabili  a,  p,  7  fra  di  loro  e  colle  rimanenti  6  ,  .  .  .  ,  À.  In 
altre  parole  Tinsieme  di  tutti  quei  termini  di  F  che  contengono 
tre  sole  variabili  elevate  agli  esponenti  /?,  ,  P2  ìPst  filtro  non  sa- 
rà che  la  somma  tripla  S;,,  .p».;,,  moltiplicata  per  un  certo  coeffi- 
ciente costante.  Cancellati  per  un  momento  tutti  questi  termini,  i 
quali  già  costituiscono  una  funzione  simmetrica,  ciò  che  resta  sarà 
ancora  evidentemente  una  funzione  simmetrica  intera,  da  cui  si 
potrà  similmente  separare  un'altra  somma  multipla  Sp ,  ^ ,  ^  ,  .  .  . 
moltiplicata  per  un  coefficiente  costante.  Così  procedendo  si  con- 
clude evidentemente  che  l'intera  funzione  F  non  è  che  una  somma 
di  somme  multiple  moltiplicate  per  dei  coefficienti  costanti. 

524.  Ogni  funzione  simmetrica  intera  delle  variabili  a,  %  7,...,'^ 
si  può  esprimere  identicamente  come  tina  funzione  intera^  a  coef- 
ficienti costanti^  delle  somme  semplici  S,  ,  Sg  ,  S3  ,  .  .  .  . 

Dopo  quanto  si  è  visto  testò,  è  chiaro  che  per  istabilire  questo 
teorema,  che  è  d'importanza  fondamentale  nella  teoria  delle  fun- 
zioni simmetriche,  basterà  considerare^  come  ora  faremo,  il  caso 
in  cui  la  funzione  simmetrica  data  sia  una  somma  multipla. 

525.  Una  somma  simmetrica  multipla  si  può  sempre  esprimere 
come  una  funzione  intera^  a  coefficienti  numerici  interiy  delle  somme 
semplici  Sj  ,  Sjj  ,  S3  ,  .  .  .  . 

Cominciamo  infatti  dal  considerare  le  somme  doppie  S^ ,  . 
Poiché  : 
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si  deduce  : 

cioè  : 

e  di  qnl  si  cava  : 

Sp  M  =  SpS^  -  Sp+j  ,  (1) 

onde  si  vede  che  la  somma  doppia  Sp  ^  ^  si  esprime  colie  somme 
semplici  Sp  ,  S^  ,  Sp+^  nel  modo  indicato. 

526.  Venendo  ora  alle  somme  triple  Sp ,  ^ ,  ^ ,  partiamo  simil- 
mente dall'  eguaglianza  : 

Facendo  lo  sviluppo  del  prodotto  dei  due  polinomi  del  secondo 
membro,  si  otterranno  dei  termini  che  appartengono  all'uno  o  al- 
l'altro dei  tre  tipi  distinti  seguenti  : 

lo)  termini  del  tipo  a'^^Y  >  ^^®  ^^  ottengono  moltiplicando  un 
termine  qualunque  a^f;^  dei  primo  polinomio  per  un  termine  Y 
del  secondo  comprendente  una  variabile  diversa  da  a  e  da  p. 

L'insieme  di  tutti  questi  termini  ci  dà  evidentemente  la  somma 
^ipJa  Sp  ,  ^ , ,. 

2o;  termini  del  tipo  a^'^*'^'^ ,  che  si  ottengono  moltiplicando  un 
termine  qualunque  a^'fi^  del  primo  fattore  per  il  termine  a'*  del  se- 
condo che  contiene  la  stessa  variabile  che  sta  sotto  l'esponente  p 
del  primo  fattore.  L'insieme  di  questi  termini  ci  dà  evidentemente 
la  somma  doppia  Sp^.^ ,  ^. 

3o)  termini  del  tipo  a^^"^"^'' ,  che  si  ottengono  moltiplicando  un 
termine  qualunque  a^^''  del  primo  polinomio  per  il  termine  p^  del 
secondo.  La  somma  di  questi  termini  si   vede   similmente   essere 

11  prodotto  dei  due  polinomi  sarà  dunque  uguale  ad 
onde  la  (a)  ci  dà  : 

V  >  T^r  "^^p  }  q  }  r  "^  ^pi  r  }  q^'  ^p  }  q^r  ì 

®  di  qui  8i  deduce  ora 

^py  q  }  r^^p  >  q^r  ""  *^p^r  ì  q       "p  '  g+r*  '^^ 

Questa  formola  ci  esprime  la  somma  tripla  Sp,,,^  per  mezzo 
Jii  somme  doppie  e  di  somme  semplici.  Se  dunque  sostituiamo  in 
luogo  delle  somme  doppie  le  loro  espressioni  già  trovate  : 

^p  ^  7  =  SpS^  -  Sp^.^ 
Otteniamo  appunto  la  seguente  espressione  di  Sp  ,  ^  ,  ^  in  funzione 
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delle  somme  semplici  : 

%7  qy  r=SpS^8^- Sp^^Sy-Sp^.yS^— S^^^8p+2Sp+^4.^.  (3) 

527.  Ed  ora  si  potrà  procedere  in  modo  afifatto  analogo  per  cal- 
colare la  somma  quadrupla  Sp  ,  ^  ,  ^ , ,. 

Cioè^  partendo  dall'  eguaglianza  : 

Sp,,,A=(aPfiY+...)(a'  +  ^'  +  ...) 
si  dedurrà  primieramente: 

^p  1  q  }  r^t  ~  ^p  >  j  »  r  7  «   '    ^pf  «  J  q  i  r  "^  ^p  ì  q+s  ^  r  "^  "p  )  g  >  rf  « 

d'onde  si  conclude  che  Sp ,  ^  ,  ^ ,  ^  si  esprìme  per  mezzo  di  somme 
con  tre  indici  e  di  somme  semplici;  onde,  sostituendo  per  le  somme 
con  tre  indici  le  espressioni  già  trovate,  si  avrà  appunto  un'espres- 
sione, della  forma  voluta,  di  Sp,^,^,,  in  funzione  delle  somme 
semplici. 

E  cosi  procedendo  si  stabilirà  il  teorema  per  qualsiasi  somma 
multipla. 

528.  È  importante  di  notare  che  in  tutte  le  uguaglianze  testé 
scritte  la  somma  di  tutti  gli  indici  delle  S  in  ogni  termine  del 
primo  o  del  secondo  membro  dì  una  stessa  eguaglianza  è  costante. 
Di  qui  segue  che  anche  l'espressione  tinaie  di  una  somma  multipla 
qualunque 

si  comporrà  soltanto  di  termini  nei  quali  gli  esponenti  «i ,  «j  ,  «3  ,... . 
soddisfino  all'  uguaglianza  : 


.  •  •  . 


(7i  +  2^2  4  Sa^  +  4^4  4-  .  .  .  =  i>  +  5  +  r  -h  «  + 
La  somma  «j  -f  2^2  +  3a^  +  ...  è  il  cosi  detto  peso  del  prodotto^ 

OCi         OLf        Al 

letterale  Sj  S^  S3  .  .  .  ,  definendosi  come  peso  di  un  unico  fat- 
tore S,  l'indice  i  da  cui  è  affetto  e,  come  peso  di  un  prodotto,  \slm 
somma  dei  pesi  dei  singoli  fattori. 

Possiamo  dunque  dire,  a  complemento  del  teorema  dell'art.  525^^, 
che  /  termini  che  si  presentano    nélV  espressione   di   tina    somm 
multipla  ^j, ,  q,  rj  •  '  '   ^^  funzione   intera  delle  Sj  ,  S,  ,  S^  ,  . .  . 
sono  tutti  dello  stesso  peso  p  +  q  +  r  -f-  .  .  .  • 

Note  ed  Esercisi. 


1    Si  applichi  la  teoria  esposta  alla  funzione  simmetrica  delle    quattro^ 
variabili  a,  p,  f ,  8  : 

F  :=  (a?  +  ■r8)(aY  +  P«)(«5  +  ?T)  =  ^S, , , ,  ^ ,  i  H-  is, ,  , , ,. 
2.  Riconoscerò  che  : 
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8.  Ci  riserviamo  di  dimostraro  in  luogo  più  opportuno,  cioò  al  Gap.  X 
quando  tratteremo  delle  funzioni   simmetriche  delle  n  variabili   conside- 
rate come  le  n  soluzioni  di  un^equazione,  che  le  infinite  somme  semplici 
8|  ,  8| , .  .  .  si  possono  sempre  esprimere  come  funzioni  intere,  a  coefELcienti 
costanti,  delle  Sj  ,  8,  , .  .  .  ,  S,^. 

4.  Per  accertare  che  f(x,  y,  z ,  .  .  .  ,  u)  è  timmetrica,  batta  verificare  (cfr. 
Cap.  Ili,  §  4<*,  Nota  4*)  che  cesa  non  è  alterata  dalle  due  aoetituzioni  circolari 
(3cyit .  .  .  u)  ed  (yzt .  .  .  u). 

5.  8i    riconosca,    mercè    questo    criterio,    la    simmetria    della    funzione 


§  11.0 ->  FaDiioDi  a  due  o  più  valori. 


629.  Sia  f(x  ^  y  j  z  ,  .  .  .  j  u)  una  funzione  ben  determinata  delle 
»  variabili  x  ,  y  y  z  ,  .  ,  ,  ^  u,  ed  S  una  qualunque  delle  [n  sostitu- 
zioni che  si  possono  eseguire  fra  le  medesime.  Noi  diremo  che  la 
foinzione  f  ammette  la  sostituzione  S  (oppure  anche  che  la  sostitu- 
zione S  lascia  inalterato  il  valore  algehHco  di  f)  quando  la  funzione 
^f  (cioè  la  funzione  che  si  deduce  da  f  eseguendo  fra  i  suoi  argo- 
menti la  sostituzione  S)  è  identicamente  uguale  ad  f  (cioè  prende 
lo  stesso  valore  di  f  per  tutti  i  valori  delle  variabili). 

530.  È  facile  riconoscere  che  le  sostituzioni  ammesse  da  una 
^ata  funzione  f  costituiscono  un  gruppo  (art.  240),  che  si  dirà  il 
9^^ppo  appartenente  ad  f. 

yiano  Infatti  Hj  =  1  ,  Hg ,  .  .  .  ,  H^  quelle  sostituzioni  che  non 
alterano  il  valore  algebrico  di  /".  Avendosi,  per  supposto,  comun- 
que si  scelga  H^,  l'identità:  H,/=:/',  si  avrà  anche,  comunque  si 
scelga  poi  H; ,  l'identità  : 

H/H/)  =  Bjf , 

poiché  è  evidente  che  se  due  funzioni  sono  identicamente  uguali, 
*ono  identicamente  uguali  anche  le  due  funzioni  che  si  deducono 
^<»  esse  mediante  una  stessa  sostituzioìie  (*). 
Ma  era  anche,  per  supposto,  B.j  =  f,  Quindi: 

H,(H/)  ^  r 

Il  prodotto  HyHj  (**;  delle  due  sostituzioni  Hj  ed  H;  soddisfa  dun- 
que all'  identità  : 

(H^H,)/'  ^  f  : 
opperò  la  sostituzione  da  esso  rappresentata  deve  far  parte  delle 


(  )  Qacsto  principio  non  è  più  vero  quando  in  luogo  dei  valori  al^e- 
'•^ci  si  considerino  i  valori  numerici  delle  funzioni,  quando  cioò  le  x,  y, 
')*••,«  non  rappresentino  delle  variabili  arbitrarie,  ma  certi  determinati 
^5'^eri.  Ed  invero  le  sostituzioni  che  lasciano  inalterato  il  valore  nume- 

'^J^^sl  definito,  non  coetituitcono,  generalmente  parlando,  un  gruppo. 

.^  )  Per  maggiore  comodità  intenderemo  d^ora  innanzi  che  le  sostitu- 
"om  ^{  mj  prodotto  si  eseguano  da  destra  verso  sinistra. 
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Hj  , .  .  .  ,  H^.  Si  avrà,  cioè,  per  un  certo  valore  di  r  : 


e.  d.  d. 


HyH,.  =  H^ 


531.  Sia  (H)  il  gruppo  ora  considerato  appartenente  alla  fui 
zione  f.  Il  suo  ordine  h  dovendo  essere  (art.  241)  un  divisore  e 
[uy  esisterà  un  intero  k  (che  si  chiama  V  iìidice  del  gruppo)  tal 
da  essere  /ifc  =  [n,  e  tutte  le  \ji  sostituzioni  fra  le  x^  ,  scj  ^  •  •  •  ;  ^ 
si  potranno  rappresentare  (art.  241)  col  quadro  : 

1  ,  Hj  ,  .  .  .  ,  H^ 

Kg  ,  KjHj  ,  . .  .  ;  KgH^  (1 


essendo  K, ,  K,  ,  .  .  . ,  K,^  certe  sostituzioni  opportunamente  scelt* 
Ora  una  qualunque  delle  (1)^  p.  es.  KjH^^  applicata  alla   fui 
zione  f  dà  per  risultato  : 

(K,.H,)/=K/H/)  =  K/. 

Si  vede  dunque  come  tutte  le  possibili  funzioni ,  algebricameni 
distinte,  che  si  possono  dedurre  da  f{xi  ,  se,  ,  .  .  . ,  x^)  median 
sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti,  debbono  essere  comprese  fra  '. 
k  funzioni  : 

D'  altra  parte  è  facile  riconoscere  che  le  funzioni  (2)  sono  tut 
distinte  ;  poiché  se  fosse  p.  es.  : 

K./  =  K/ , 

se  ne  dedurrebbe,  operando  sui  due  membri  con  K;"^  (cfr.  art 
colo  236): 

onde,  per  un  certo  valore  dell'  indice  r  : 

Ky-  ^K,.  =  H^ ,     cioè  :     K,.  =  KjR^ 

e  le  sostituzioni  del  quadro  (I)  non  sarebbero  tutte  distinte,  coi 
trariamente  a  quanto  si  è  già  detto. 

Concludiamo  dunque  die:  il  numero  delle  funzioni  distinte,  ci 
8i  possono  dedurre  da  una  funzione  ben  determinata  f(x,  ,  Xo  ,...,x, 
mediante  sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti^  si  ottiene  dividendo  [ 
per  V ordine  del  gruppo  appartenente  ad  f. 

532.  Se  r(fi  ,  fj  ,  .  .  .  ,  f^)  è  una  funzione  simmetrica  ben  dete 
minata  dei  k  valori  algebricamente  distinti  che  può  prendere  l 
funzione  f  mediante  sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti  x^ ,  Xg  j—y^, 
p.  es.  se  F  è  la  somma  : 

f  1  +  f g  +  .  .  .  f  f ^ 
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^#a  F  è  anche  una  funzione  simmetrica  delle  x^  ^  x^  ,  .  .  .  ,  x^, 
infatti,  se  S  è  una  sostituzione  qualunque  fra  le  Xj ,  oc,  , . . . ,  ac„  , 
«i  ha: 

s-:p(/^i,;^,,...,A)  =  f(sa,s;^,,.   .,sa).  (3) 

Ha  le  S/i  ;  8/2  ; ...  ;  Sfk  sono  ancora  tutte  distinte  ;  poiché  ,  se 
fosse  p-  es.  Sf^  =  8^^- ,  se  ne  dedurrebbe  S""^(S/',)  =  S~\8fj) ,  cioè 
ft  =zfj.  Esse  coincidono  dunque,  fatta  astrazione  dall'ordine,  colle 
stosse  /"i ,  /i  ;  •  •  •  j  A*  Si  ha  dunque,  per  la  supposta  simmetria 
dì    F: 

^(SA  ;  SA , ... ,  SA)  =  F(A  >  A  >  •  •  •  >  A) 

e    per  conseguenza,  confrontando  con  (3)  : 

S'F(A  >  A  >  •  •  •  ;  A)  =  ^(A  )  A  >  •  •  •  >  A)- 

533.  Come  esempio  importante  per  ciò  che  seguirà,  notiamo  che: 
*^  ^1  >  ^2  >  •  •  •  >  ^»  *^^^  ^  valori  algebricamente  distinti  che  può 
P'f'endere  la  f(Xj  ,  x^  , .  .  . ,  x^)  mediante  sostituzioni  fra  i  suoi  ar- 
gomenti j  il  prodotto  : 

(z-.f,)(z-f,)...(z-f,),  (4) 

ove  z  è  una  nuova  variabile  indipendente  dalle  x,  ,  x,  ,  . .  .  ,  x^  , 
mesterà  inalterato  da  ogni  sostituzione  fra  Ze  x^  ,  x^  , .  .  . ,  x^. 

Saranno  del  pari  funzioni  simmetriche  delle  a;^  ,  aj,  ,  .  .  .  ,  ac^  le 
so  lume  : 

fì"^  fi"^  '  •  '  +fk    )    AA  +  AA  +  AA  +  •  •  •    I    fififs  +  •  •  • 

che  si  presentano  (cfr.  art.  218)  come  coefificienti  del  prodotto  (4) 
sviluppato  secondo  le  potenze  di  z, 

534.  Se  H'i  =  1  ,  H'j  ,  .  .  . ,  H\  ,  sono  le  sostituzioni  di  un  grup- 
po (H')  contenuto  nel  gruppo  [É) ,  appartenente  alla  funzione 
f(Xj ,  Xj  ,  .  . .  ,  x„),  e  l'insieme  di  tutte  le  [n  sostituzioni  fra  le 
^1  , . .  . ,  x^  si  rappresenti  col  quadro  : 

K'2H'j  ,  K  jH'g  ,  .  .  .  ,  K'gH^.  (5) 


^tt  iomma  : 


f  +  K'gf  +  K'jf  +  .  .  .  +  K'fc.f  (6) 

f«>  più  generalmente,  una  funzione  simmetrica  qualunque  di  queste 
*^  finzioni)  è  una  funzione  simmetrica  delle  x^ ,  Xg  ,  .  . . ,  x^. 
Basterà  dimostrare  che  applicando  alle  k'  funzioni  : 

^a  stessa  sostituzione  qualunque  S ,  le  nuove  funzioni   ottenute 
'^on  differiscono  dalle  (7)  che  per  Tordine.  Ora  ciò  sarà  senz'altro 

Capilu.  —  litUuzioni  di  analisi  algebrica^  8.»  ediz.  82 
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evidente,  qnando  avremo  dimostrato  che  le  k'  fuiudoni  (7)  alt 
non  sono  che  le  k  funzioni  algebricamente  distinte  f i  y  ff  »  •  •  •  y 
(dell'art.  531);  ognuna  però  ripetuta  lo  stesso  numero  di  volte. 
Invero,  so  le  sostituzioni  del  grappo  (H)  si  rappresentano,   e 
procedimento  dell'art.  24 1,  col  quadro  : 

1  ,  H  2  ,  .  .  .  ,  H  ^' 


^1  »  ^X^'i  >  •  •  •  ;  ^l^'h 


è  chiaro,  confrontando  col  quadro  (1),  che  le  k'h'  sostituzioni  (5 
coincideranno  colle  k'X'h'  sostituzioni  del  tipo: 

K, .  Lj .  H'e ,  (K^=L,=H\=1]^ 

cosicché;  per  le  k'  sostituzioni:  K',  ;  K'g  , ...  si  potranno  scegliere 
i  k'  prodotti  del  tipo  K,.'L/.  Ora,  di  questi  kX  prodotti,  quelli  che 
hanno  per  primo  fattore  uno  stesso  K,-,  cioè: 

applicati  alla  funzione  /,  danno  evidentemente  per  risultato  la 
stessa  funzione  K/,  giacché  le  L ,  appartenendo  al  gruppo   (H) , 
non  possono  alterare  la  f.  Concludiamo  dunque  appunto  che  le  (7) 
coincidono  colle  (2)  ripetute  ciascuna  X  volte. 
Nel  caso  speciale  della  somma  (6),  è  chiaro  che  si  avrà  : 

535.  Se  mediante  la  funzione  f{x^  »  ^2  i  *  •  •  7  ^n)  ^^  formi  il  com- 
posto razionale: 

Bof  «^  +  B,r-i  +  .  .  .  +  B^,/+  B^ 

che  indicheremo  con  F(a;j  ,  «g ,  .  . .  ,  x„),  in  cui  le  A^  ,  A^  ,  .  .  . , 
Bq  ,  Bj  ,  .  .  .  sono  delle  semplici  costanti,  ovvero  delle  funzioni 
simmetriche  ben  determinate  delle  a:i  ,  asg  , .  .  .  ,  a?„  ,  è  senz'altro 
evidente  che  tutte  quelle  sostituzioni  fra  le  variabili  x^ ,  Xg  ,...,  x,,, 
che  lasciano  inalterata  la  /*,  lascieranno  del  pari  inalterata  la  F. 
Per  con  semenza  il  gruppo  di  F  conterrà  come  suo  sotto-gruppo 
il  gruppo  di  f  (che  potrebbe  anche  coincidere  collo  stesso  gruppo 
diF). 

£  assai  importante  di  dimostrare,    come   appunto    passiamo   a 
fare,  la  verità  della  proposizione  reciproca. 

536.  Teorema  di  Lagrange.  —  Late  le  due  funzioni  F(Xj  >  •  •  •  i  x») 
ed  f(Xj  ,  ...  ,  x^),  affinchè  la  F  si  possa  esprimere  identicamente  come 
un  composto  razionale  della  f,  i  cui  coefficienti  siano  delle  funzioni   -" 
simmetriche  delle  Xj ,  Xg , ... ,  x„ ,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  F non 


--  261  — 

alterata  da  quelle  sostituzioni^  fra  le  variabili  X|  ,  Xj  ,  ...  ,  x„  , 
eHe  lasciano  inalterata  la  f. 

81  è  visto  or  ora  che  la  condizione  enunciata  è  necessaria.  Ci 
resta  a  far  vedere  che  essa  è  anche  sufficiente  ;  cioè  che  è  possi- 
bile un'espressione  di  F  sotto  la  forma  indicata,  quando  il  gruppo 
di  P  contiene  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  di  f. 

Siano  f  yfi  }fz  y  •  '  '  ì  f\'^  valori  algebricamente  distinti  che  può 
prendere  la  f  mediante  sostituzioni  fra  le  a?^  ,  sc^ ,  .  .  .  ,  x^  e  siano 
F^  ,  Fj  ,  Fj  , .  . .  ,  Fjk  i  corrispondenti  valori  di  F  ;  con  che  inten- 
diamo di  dire  che  ì\-  è  quella  funzione  che  nasce  applicando  ad 
F   quella  stessa  sostituzione  che  ha  servito  per  dedurre  da  f  la  /\. 

Se  poniamo  per  brevità  : 

(?(z)  =  (z  -  f){z  -f,){z  ^f,)...{z-  A)  (8) 

ove  z  è  una  nuova  variabile  indipendente  dalle  aj| , .  .  . ,  a?„ ,   il 
prodotto  : 

sarà  una  funzione  delle  a?j  ,  Xg , .  .  • ,  a?^  il  cui  gruppo   contiene 
evidentemente  il  gruppo  di  ^;  cosicché  la  somma: 

0(.)  =  pJP(f>+F,/^  +  ...+F.^  (9) 

z-f  z-f^  ^-fk 

sarà  (art.  634)  una  funzione  simmetrica  rispetto  alle  ^i  ,  se»  >  •••  ;  ^n- 
Sostituendo  in  questa  identità  f  in  luogo  di  2  e  tenendo  pre- 
sente la  (8),  se  ne  ricava  : 

if-mf-ts)--'{f-fKy  ^  ^ 

Intanto,  se  nell'identità  (8j  si  ponga  z-i-h  in  luogo  di  2,  si  svi- 
^^ppino  i  due  membri  secondo  le  potenze  di  Ti  e  si  eguaglino 
ciuindi  i  coefficienti  di  Ti  nel  primo  e  secondo  membro,  si  ottiene 
(art.  501)  : 

d' onde  si  deduce  per  z=:f: 
Se  dunque  introduciamo  le  funzioni  simmetriche  (cfr.  art.  533)  : 


«cosicché  la  (8)  si  può  scrivere  : 

9(«)  =  a*  +  Ai«*-^  +  Ajs'^»  -f  . .  .  +  A;k , 
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abbiamo  : 

Sostituendo  ciò  in  (IO)  veniamo  cosi  a  conseguire  per  Pl'esprefc  s 
sione  della  forma  desiderata,  cioè: 


^  =  -77-r^  =  --fc-i  _^  /r. — TvTTiRn ^^ —  (^   ^ 


Il  teorema  resta  cosi  dimostrato. 


537.  Volendo  precisare  maggiormente  la  funzione  ^^  sì  svolga 
i  quozienti  della  formola  (9)  mediante  la  regola  di  Buffini, 
ci  dà: 


<p(«) 


=  2*"'  +  (fi  +  A,)z^-^  +  (fi'  +  A,fi  -h  A,)2*-»  + 


Introducendo  le  funzioni  simmetriche  di  x^  , . .  .  ^  x^: 

4;,  =  Ff'  +  P/,*  +  Fs/i»  +  .  .  .  +  F,AS  (12:^ 

si  otterrà  cosi: 

(b(z)  =  (J;,«*-i  +  ((II,  +  A^z'^'^  +  (4;,  +  Al*!  +  A.^.^z'^'^  +..., 

onde  la  (11)  si  potrà  scrivere: 

p  _  ^or*"^+(4^»+A,^o)/*-»+((l;,+A,4;,-hA,4;,y*-»4-.,. 
fc/^*-^+(A:-l)A/*-H(fc-2)A/*-3+...+A^.,     * 

538.  Come  applicazione  della  teoria  esposta  ci  occuperemo  Gra- 
della ricerca  di  quelle  funzioni  razionali  delle  variabili  x^yX^y^x^y^ 
che  possono  prendere  due  soli  valori  per  tutte  le  sostituzioni  fraj 
le  variabili.  Ciò  equivale  a  ricercare  (art.  531)  quelle  funzioni  ra- 
zionali il  cui  gruppo  ha  per  ordine  la  metà  di  |_n. 

Conviene  dunque  innanzi  tutto  investigare  se,  oltre  al    gruppo 
alternato  da  noi  già  conosciuto  (art.  245),  che  è   appunto   di    or- 

dine  ^,  possano  esistere  altri  gruppi  di   questo    stesso    ordine, 

composti  con  sostituzioni  appartenenti  al  gruppo  simmetrico  (G), 
formato  da  tutte  le  \n  sostituzioni  fra  le  a;,  ,  .  .  .  ,  x^.  La  rispostSiii 
è  negativa. 
Siano  infatti  : 

Ei  =  1  ,  H2  ,  H3  ,  .  .  .  ,  Hn  (13)i 

In 
le    sostituzioni   di   un  gruppo  (H) ,  di  ordine  N  =  ^ ,   contenuto^* 

nel  gruppo  simmetrico  (Q). 

Esisterà  almeno  una  trasposizione  T  non  compresa  fra  le  (13);; 
poiché  se  il  gruppo  (H)  contenesse  tutte  le  trasposizioni,  dovrebbee 
anche  contenerne  i  prodotti,  cioè  (art.  238)  tutte  le  [n  sostituzionS 
fra  le  aj|  ,  .  .  .  ,  cc^.  Per  conseguenza  il  gruppo  (G),  sarà  costituito- 
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(art,  241)  dalle  N  sostituzioni  (13)  e  dalle  N  sostituzioni  : 

H,T,HaT,H3T,...,HNT  (14) 

^  anche  dalle  sostituzioni  (13)  e  dalle  sostituzioni  : 

THi  ,  THg  ,  TH3  , .  .  . ,  TH:^.  (14)' 

^i  qui  segue  evidentemente  che  le  (14)  coincider  debbono,  fatta 
**strazione  dairordinc,  colle  (14)',  sicché  si  nvrìi  por  ogni  valore 
<ii  i  e  per  un  opportuno  valore  di  j  : 

H,T  =  TH,..  (15) 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  numero  pari  di  sostituzioni 
scelte  fra  le  (14)  darà  sempre  una  sostituzione  appartenente  ad 
H  ;  poiché  se  una  qualunque  delle  (14),  p.  cs.  II^T,  si  moltiplichi 
per  un'altra  qualunque  delle  (14)',  che  sia  p.  es.  TH^ ,  si  otterrà 
coinè  prodotto,  essendo  T^  =  1  : 

Se  dunque  noi  dimostreremo  che  tutte  le  possibili  trasposizioni, 
fra  le  a?i , .  .  . ,  a;„,  si  trovano  comprese  fra  lo  (14) ,  ne  seguirà 
che  tutte  le  sostituzioni  equivalenti  ad  un  numero  pari  di  traspo- 
sizioni faranno  parte  del  gruppo  (H),  il  quale  dovrà  perciò  coin- 
cidere (art.  245)  col  gruppo  alternato,  come  si  ha  in  mira  di  di- 
mostrare. 

Se  sia  p.  es.  (x^Xi)  la  trasposizione  T,  che  già,  per  ipotesi,  fa 
parte  delle  (14),  ci  basterà  dimostrare  che  fra  le  stesse  (14)  è  con- 
tenuta anche  la  {Xj^x^)  ;  poiché  in  modo  simile  si  dedurrà  poi  suc- 
cessivamente che  si  trova  fra  esse  compresa  qualsiasi   altra   tra- 
sposizione. 

Ora,  per  (x^x^)  =■  B,  si  può  scrivere  : 

(ar^Xg)  =  &  T^.  (16) 

Ma,  se  3  appartiene  al  gruppo  H,  e  sia  p.  es.  2r  =  H,- ,  si  ha,  per 
quanto  si  è  già  notato  : 

o^de  la  (arjXj)  farà  appunto  parte  delle  (14).  Se  poi  &  appartiene 
*U«  (14),  e  sia  p.  es.  &  -  H,T,  si  avrà  del  pari  : 

Resta  così  dimostrato  quanto  si  voleva,  cioè  che  esiste  un  unico 
9^ppo  (il  gruppo  alternato),  che  sia  di  ordine  uguale  alla  metà 
^U' ordine  del  gruppo  simmetrico» 

^39.  Ogni  funzione  razionale  delle  variabili  x,  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  x„  che 
**«  ^scettibile  di  prendere  due  soli  valori  algebricamente  distinti, 
P^  ^utte  le  sostituzioni  fra  Ze  Xj ,  .  .  .  ,  x^ ,  è  contenuta  nelVespres- 
none  ^  4.  j)^^  {jf^  cui  (f  e  ^  sono  funzioni  razionali  e  simmetriche 


—  264  — 

delle  Xj  ,  .  .  .  ,  x^  e 

D  =Ì1(^J  -  »<)  (17) 

J>t 

è  il  prodotto  delle   -^— — ^^  differenze  fra  le   variàbili   combinate 

due  a  due. 

Sia  infatti  F  una  funzione  razionale,  a  due  valori,  delle  varia- 
bili a?!  ,  .  .  .  ;  a?^.  Il  suo  gruppo,  dovendo  essere  dell'  ordine  ^  , 

coinciderà  necessariamente  col  gruppo  alternato,  giacché  si  è  or 
ora  dimostrato  essere  questo  V  unico  gruppo  di  quest'  ordine  fra 
Je  X*  ,  X2  f  •  •  •  f  x^« 

D  altra  parte ,  anche  la  funzione  D  sopra  definita  appartiene 
allo  stesso  gruppo  alternato  ;  come  si  vede  chiaramente  prendendo 
per  D  l'altra  espressione  equivalente  (art.  481)  : 


D  = 


•     ■    ■ 


a?i    ajg     .     .     .     ac„ 


(17)' 


la  quale  resta  inalterata  per  un  numero  pari  di  scambi  fra  le  co- 
lonne, cioè  per  le  sostituzioni  equivalenti  ad  un  numero  pari  di 
trasposizioni  fra  le  x^  ,  ...  ,  x^  (il  cui  insieme  è  appunto  il  gruppo 
alternato)  e  cambia  invece  di  segno  per  un  numero  dispari  di 
scambi  fra  le  colonne,  cioè  per  le  sostituzioni  di  classe  dispari 
tra  le  x*  ,  •  ■  •  ,  x^^» 

La  funzione  F  si  può  dunque  esprimere  (art.  536)  sotto  la  forma: 

essendo  le  A^  ,  Aj  ,  .  .  .  ,  B^  ,  B^ ,  .  .  .  funzioni  razionali  simmetri- 
che delle  as^  ^  .  .  .  ,  ac„. 

Ma  la  potenza  D*  è  ancor  essa  una  funzione  simmetrica  delle 
a?i  ,  .  .  .  ,  cc,j ,  se  Tesponente  intero  i  è  pari  ;  e,  se  i  è  dispari,  pe 
es.  1  =  2J+  1,  si  può  scrivere  più  semplicemente: 

dove  A  è  funzione  razionale  e  simmetrica  delle  a?,  , .  .  . ,  a?„. 

Si  può,  per  conseguenza,  prendere  per  F,  in  luogo  della  (18) 
r  espressione  più  semplice  : 

AqD  +  A, 

BoD  +  B, 

e  quindi  anche  : 

Bo*D»  -  B/  ^^  ^ 
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dove: 

AoBoD«^A,B,  ^  A,Bo  ■  ApB, 

^         BoD2-B,«  ^       BoD«-Bi« 

sono  appunto  ftinzioni  simmetriche  delle  x^  ,  . .  .  ,  a?^  ;  e.  d.  d. 

540.  Ghinderemo  questo  §  con  una  proposizione  che  si  può  ri- 
gnardare  come  la  reciproca  di  quella  dell'art.  530^  cioè:  se  U  è 
tti»  gruppo  di  sostituzioni  fra  le  variabili  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  x„ ,  esiste 
sempre  una  funzione  intera  f(Xi  ,  x,  ,  .  .  . ,  x„)  il  cui  valore  alge- 
bilico  resta  inalterato  per  le  sostituzioni  di  É.  ed  è  invece  alterato 
dcL  ogni  altra  sostituzione. 

Invero,  se  «i ,  «a ,  .  .  .  i  «^  sono  n  coefficienti  costanti  fra  loro 
tutti  distinti,  la  funzione  : 

9  =  a^Xi  +  «2^2  +  .  . .  +  a„aj„ 

prenderà  evidentemente  [n  valori  algebricamente  distinti  per  le  [n 
sostituzioni  fra  le  ocj  ,  acj  ,  .  .  .  ,  x^. 

Ciò  posto,  se  <?i  ,  92  ^  - .  .  >  9a  sono  i  valori  che  nascono  da  9 
mediante  le  sostituzioni  di  H,  è  chiaro  che  la  funzione  : 

(P  -  9i)(p  -  ?2)  •  •  •  (P  -  ^h)  (19) 

resterà  inalterata  per  tutte  le  sostituzioni  di  H,  comunque  si  de- 
termini il  parametro  costante  p. 

Perchè  la  (19)  sia  la  funzione  desiderata,  basterà  dunque  esclu- 
dere, dagli  infiniti  valori  che  si  potrebbero  scegliere  per  p,  quei 
valori,  manifestamente  in  numero  finito  (cfr.  art.  480),  per  i  quali 
1*  (19)  resterebbe  altresì  inalterata  da  qualcuna  delle  [n-^h  so- 
stituzioni che  non  appartengono  ad  H. 

§  12.0  ^  Quoziente  di  dae  fanzloni  Intero. 

541.  Siano  : 

f(x)=aoX'*+ajiX*"-i-|-...+a^ ,     e    9(x)=boX'*+biX**-H...+b^ 

^"^fumioni  intere  date  della  variabile  x  e  sia, per  fissare  le  idee, 
™  >  n.  Si  possono  sempre  determinare,  ed  in  un  unico  modo,  due 
funzioni  intere,  Vuna: 

Q(x)  =  qox*^-^  4-  q.x'^^''  +  .  .  .  -h  q,n-n 

^^  grado  m  -  n,  l'altra  : 

R(x)  =  rox^-i  +  r^x'»-»  +  .  .  .  +  r^-i 

««i  grado  n  —  1,  tali  da  avere  identicamente  : 

f(x)  =  Q(x)9(x) -h  R(x).  (1) 

Sfatti,  posto  per  brevità  m  —  n  =  A,  affinchè  sia  soddisfatta  la 
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identità  (1),  cioè  : 

aox"*+...+a^=(&o«'*-i-&i«'"H-...+6^)(^oa^+5iaj^-i+...+5j 

bisogna  che  siano  eguali  nei  duo  membri  i  coefficienti  delle  pò 
tenze  simili  di  x,  cioè  che  si  verifichino  lo  relazioni  : 


«0  —  ^o^o  =  ^ 

«A+2  -  ^/i+23o  -  ^A+l3l  -  ...   -  ^i^A  -♦'1=0 
«m  -  K^h  "  »  n-1  =  0  I 


(2 


(a 


in  cui  s'intendono  avere  valore  nullo  quei  coefficienti  b  il  cui  in 
dice  riuscisse  superiore  ad  n. 

Ora  colle  (2)  si  possono  evidentemente  determinare  successive^ 
mente  ed  in  un  unico  modo  i  coefficienti  ^0  ;  ?i  ♦  •  •  •  della  fuir 
zione  Q(a;),  e  quindi  colle  (3)  si  determinano  dipoi,  del  pari  in  u- 
unico  modo  i  coefficienti  r^  ,  r,  ,  .  .  .  della  R(x). 

Resta  cosi  dimostrato  che  si  possono  sempre  determinare  ed  £1 
un  sol  modo  le  due  funzioni  Q(ac)  ed  B,(x)  che  devono  soddisfai  " 
airidentità  (l).  Esse  si  chiamano  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  delB 
divisione  della  funzione  f{x)  {dividendo)  per  la  funzione  ^{x)  (cT 
vidente), 

542.  Se  il  dividente  <p(ac)  è  una  funzione  di  primo  grado  (cli- 
potremo  supporre  ridotta  alla  forma  x  —  a),  il  resto  sarà  una  fuL 
zione  di  grado  zero,  cioè  una  costante  ;  e  dairidentità  : 

/•(ce)  =  (ce  -  a) .  Q(»)  4.  C 

si  vede,  ponendo  x  =  a,  che  dev'essere  C  =  ^(a). 

Confrontando  qucst'  identità  con    quella   ottenuta   al   §  4.0  eh 
ci  ha  condotto  alla  regola  di  Ruffini,  vediamo   che   i  coefficienC 
(?o  »  'il  »  •  •  •  )  ^m-i  del  quoziente  ed  il  resto  C  si  ottengono  appunl  ^ 
con  quella  regola  ;  cioè  che  : 

543.  Se  il  resto  R(5c)  della  divisione  di  F(cc)  per  <P(a?)  è  ideniS 
camente  uguale  a  zero,  cioè  se  si  ha  identicamente  : 

F(x)  =  Q(cc).*(x), 

si  dice  che  ^[x)  è  un  divisore  di  i\£c),  o    che    Y(x)    è    divisibiP' 
(esattamente)  per  <^(^c). 
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Se  4(x)  è  una  funzione  di  grado  zcrO;  cioè  una  costante  ^  è 
<^biaro  che  essa  potrà  sempre  soddisfare  ad  un'eguaglianza  della 
forma  precedente  ;  cosicché  nella  teoria  della  divisibilità  delle  fun- 
zioni intere  le  costanti  debbono  considerarsi  come  divisori  esatti 
^i  qualsiasi  funzione  intera  F(x),  precisamente  come  nella  teoria 
della  divisibilità  dei  numeri  interi  Tunità  si  riguarda  come  divi- 
Bore  di  qualsiasi  numero. 

Ciò  posto^  due  funzioni  intere  si  dicono  prime  fra  loro  se  esse 
non  hanno  alcun  divisore  comune  variabile.  Si  è  detto  variabile 
per  escludere  il  caso,  che  sempre  ha  luogo,  di  divisori  comuni 
crostanti.  Secondo  questa  definizione,  se  due  funzioni  intere  non 
sono  prime,  esse  avranno  un  divisore  comune  almeno  di  primo 
Rrrado  in  x. 

EsereiBi. 


1.  Trovare  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di  2x^-'lx*-\-Sx^-\-2x-\-S 
per  3P*~2x-kb  calcolando  i  coefficienti  del  quoziente  e  del  resto  col  metodo 
spiegato. 

*2,  Verificare  come  questo  metodo  coincide  in  sostanza  con  quello,  che 
si  tiene  nella  pratica,  fondato  sulla  considerazione  dei  successivi  dividendi 
parziatt.  Il  calcolo  si  dispone  come  segue  : 


23C*  -  7x*  +  3sc^  +  +  2x  4  8  |aj»  -  2a;  -l-  5 

2x^  H  4x«  ~  10x«  2a:«-7x  +  7 


—  Tac*  +  7x»  -  lOoj*  +  2a;  +  8 


7aj8-24a;»-f37aj  +  8 
—  7x^  +  Ux  -  35 

^4cc^ +"5  la  ^7' 
Si  trova  cosi  Q  =  2«"-7fl5  +  7  ,  R  =-24a?>  +  61«~27. 

§  13.0  —  Massimo  ooman  divisore  di  dae  fanzioni  intere. 

^^4.  Date  due  funzioni  intere  f{x)  ed  f]{x)  dei  gradi  rispettivi 
''^  ed  71,  ci  proponiamo  di  trovare  un  procedimento  col  quale  sia 
possibile  di  indagare  se  esse  abbiano  o  no  qualche  divisore  co- 
"^'ine,  oltre  le  costanti  che  debbono  considerarsi  come  divisori  di 
qualsiasi  funzione. 

Suppongasi  che  m  non  sia  inferiore  ad  ?i,  e  si  indichino  con  9 
^^  fi  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  delia  divisione  di  f  per  f^.  Si 
^^rà  identicamente  : 

/^=9A+r,     (1),         onde:         f-^U^fr  (1)' 

Ofa,  se  «J;  è  una  funziono  intera  che  divide  simultaneamente  f 
^^  A  ì  dev'  essere  : 

Caprlli.  —  litituzioni  di  analiti  algebrica,  3.»   ediz .  83 
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con  g  e  g^  fanziohi  intere.  Si  dovrà  dunque   avere ,   sostitue 
nella  (1)',  l'identità: 

la  quale  dice  che  anche  f^  è  divisibile  esattamente  per  ^,  essi 
g  -  ^g^  una  funzione  intera  di  x. 

Similmente  si  vede  dalla  (1)  che  ogni  funzione  intera  che  di 
simultaneamente  f^  ed  /j ,  dovrà  dividere  f.  Dunque  : 

Tutte  le  funzioni  intere,  divisori  comuni  di  due  funzioni 
fi ,  coincidono  coi  divisori  comuni  di  f^  ed  f^  ;  essendo  fg  il  i 
della  divisione  di  f  per  fj ,  supposto  il  grado  di  f  non  infei 
a  quello  di  f|. 

545.  £ssendo  ora  f^  di  grado  inferiore  ad  /\  (al  più  di  gì 
n  — 1),  si  indichino  con  c^  ed  f^  il  quoziente  ed  il  resto  dell; 
visione  di  f^  per  f^  ;  onde  si  avrà  V  identità  : 

dalla  quale  risulta,  come  poco  fa,  che  tutti  i  divisori  comun 
fi  ed  /g ,  e  quindi  anche  i  divisori  comuni  di  /"  ed  /\  ,  coinci< 
coi  divisori  comuni  di  /g  ed  /g. 
Cosi  procedendo  si  possono  formare  successivamente  le  iden 


fr—\  —  9r-lfr  "^  /r+l 

Ir  ~  ?r/ r+1  "^  /rf2  7  /r+2  —  ^ 

nelle  quali,  poichò  le  nuove  funzioni  ottenute  /i  i  /s  ,  A  ,  ... ,  ! 
di  grado  continuamente  decrescente,  si  dovrà  certo  pervenir 
una  funzione  f^^^  di  grado  nullo ,  la  quale  si  ridurrà  quind 
una  semplice  costante. 

Importa  ora  distinguere  il  caso  in  cui  questa  eostante  ò  dh 
da  zero  da  quello  in  cui  essa  ò  uguale  a  zero. 

Nel  primo  caso  le  due  funzioni  date  f  ed  /j  non  possono  a 
alcun  divisore  comune  variabile,  dovendo  tutti  i  divisori  coi 
di  f  ed  /j  dividere  f^^^  9  ^*^^''  P^^*  supposto,  è  una  costante  dì\ 
da  zero.  Dunque  le  due  funzioni  date  sono  prime  fra  loro. 

Nel  caso  invece  che  la  costante  /^.^.g  sia  zero,  Tultima  rei 
ne  (2)  diventa  : 

fr=  9r'fm  f 

la  quale  dice  che  ogni  divisore  di  f^^^  è  anche  un  divisore  e 
e  quindi  ò  un  divisore  comune  di  f  ed  fp  Reciprocamente, 
divisore  comune  di  f  ed  /', ,  dovendo  essere  un  divisore  cor 
di  f^  e  di/*^^j ,  dividerà /*^^i.  Di  qui  segue  che  tutti  i  divisori  coi 
di  f  ed  /",  coincideranno  col  divisore  della  f^^^.  Quest'ultima 
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2ione,  che  non  è  una  costante,  si  chiama  perciò  il  massimo  comun 
d^^Uore  di  f  ed  fj.  In  entrambi  i  casi  può  dirsi  che  : 

Tutti  i  divisori  comuni  di  f  ed  f|   coincidono    coi   divisori   del 
dissimo  comun  divisore  delle  stesse  f  ed  f^. 


546.  Se  una  funzione  intera  ^7  divide  il  prodotto  di  due  fun- 
'oni  F  e  ^  ed  è  prima  con  una  di  esse,   deve  dividere  necessa- 
£éimente  l'altra. 

Infatti,  se  la  funzione  T  è  prima  con  F^  applicando  il  metodo  . 
esposto  per  la  ricerca  del  massimo  divisore  comune^  si  hanno 
delle  identità  della  forma  : 

F  =  (?V  +  Fi 
V  =  (piFj  +  F, 

Fi  =  92^2  +  ^3 


Fr-i  =  ?rFr +  ^^4-1 


con  C  costante  diversa  da  zero.  Moltiplicando  ora  i  primi  ed  i  se- 
condi membri  di  queste  identità  per  Ò  si  hanno  le  identità  : 

4)F  =  c)*V  +  OFi 
OU^  -  9i .  a>Fj  +  OFg 

(DF,._,  =  9,.*F^  +  5l)F^,i 

d'onde  segue,  poiché  ^  divide  per  ipotesi  il  prodotto  OF,  che  V 
deve  dividere  i  prodotti  : 

(t>h\  ,  *F, ,  .  .  .  ,  4)F,^.i  ,  C(P 

l'ultimo  dei  quali,  fatta  astrazione  dal  fattore  costante  C,   è  ap- 
punto la  funzione  0.  Dunque,  ecc. 


Sfote  ed  Ssercisi. 

!•  Trovare  il  massimo  comun  divisore  delle  due  funzioni  intero  : 

«»  + 2a7»-a?-2         ed        a;* +  2x^-8. 

.  2*  Nel  calcolo  del  massimo  comun  divisore  di  due  funzioni  hanno  grande 
Importanza  pratica  le  seguenti  osservazioni  che  hanno  per  iscopo  di  evi- 
**^8  i  numeri  frazionarli. 

^'^)  Una  delle  due  funzioni  di  cui  si  cerca  il  massimo  comun  divisore, 
**  può  moltiplicare  per  un  fattore  costante  arbitrario  purché  diverso   da 
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zero.  Con   ciò  il  massimo  comun  divisore  non  si  viene  ad  alterare  < 
un  fattore  costante,][il  ohe  non  ha  importanza. 

2.^)  Se  durante  la  divisione  di  due  funzioni,  fatta  col  metodo  d 
videndi  parziali  (Y.  Esercizi  del  §  prec.)  si  moltiplica  nn  dividendc 
ziale  per  un  fattore  costante  arbitrario  diverso  da  zero  e  si  prosog 
divisione,  il  quoziente  verrà  ad  essere  alterato,  ma  il  resto  non  si  ali 
che  di  un  fattore  costante.  Perciò  questa  modificazione  dei  calcoli  é 
pre  permessa  nella  ricerca  del  massimo  comun  divisore. 

Dimostrare  tutto  ciò  e  riconoscere  su  un  esempio  come,  con  quest 
dificazioni,  si  possano  eliminare  tutte  le  frazioni  di  mano  in  mano  ( 
presentano. 


CAPITOLO  VII. 


OPERAZIONI   CON    NUMERI    REALI. 


§  1.0  —  Problemi  che  condacono  alla  Introdazlone 

del  namerl  Irrazionali. 

547.  Oltre  alle  quattro  operazioni  fondamentali  esistono  altre 
operazioni,  di  natura  essenzialmente  algebrica,  le  quali  non  si  po- 
rrebbero sempre  effettuare  qualora  il  campo  degli  enti  aritmetici 
^i  volesse  limitare  ai  soli  numeri  razionali.  Così  p.  es.  l'operazione 
^eir  estrazione  di  radice  quadrata  da  un  numero  razionale  posi- 
tivo p,  espressa  dal  simbolo  s]p ,   sarebbe   possibile   soltanto   nel 

m 
^-aso  in  cui ,  messo  p  sotto  la  forma   —   con  m  ed  n  interi  posi- 

n 

rivi  primi  fra  loro,  ciascuno  dei  numeri  interi  m  ed  n  fosse  un 
<^uadrato  esatto  ;  poiché  nel  caso  contrario  (cfr.  art.  398)  non  esi 
sterà  alcun  numero  razionale  che  elevato  a  quadrato  riproduca  p. 
Intanto,  se  indichiamo  con  A  il  complesso  di  tutti  i  numeri  ra- 
zionali a,  ,  a^  ,  ag  ,  .  .  .  il  cui  quadrato  ò  minore  di  />,  e  con  A'  il 
complesso  di  lutti  i  rimanenti  numeri  razionali   a\  ,  a'^  ,  a'3  ,  .  .  . 
il  cui  quadrato  è  maggiore  di  p^  queste  due  classi  di  numeri  go- 
dono delle  due  proprietà  seguenti  : 

1.*  Ogni  numero  contenuto  nella  classe  A  è  minore   di  ogni 
numero  contenuto  nella  classe  A'. 

2.»  Data  una  quantità  positiva  e  scelta  piccola  ad  arbitrio , 
esisteranno  sempre  due  numeri  a,- ,  a'j ,  il  primo  della  classe  A  e 
il  secondo  della  classe  A',  tali  che  la  loro  differenza  a'j  —  a^  sia 
più  piccola  di  6. 

I^i  queste  due  proprietà  la  prima  è  senz'altro  evidente.  Per  di- 
"lostrare  la  seconda  si  considerino  i  successivi  numeri  razionali 
positivi  : 

6      2£      3e      4s  nz  e 

2   '  "2"  '  "2"  '    2  '  *  '  '  '  ^  '  ^^  "^    "^  2  '  *  '  *  ' 

^  8ia-^  il  primo  fra  essi  che  abbia  il  suo  quadrato  maggiore  di 

P-  Questo  numero   -—  dovrà  trovarsi  necessariamente  ,   poiché    i 

successivi  termini  della  progressione  aritmetica  (1)  diventano  sem- 
P'^^  P^^  grandi  floo    a   superare    qualunque   numero    assegnabile 
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UE 


grande  quanto  si  voglia.  Poiché  allora  il  numero  —   ^  i^   pri) 
termine  per  il  quale  si  ha  : 


( 


6 


è  chiaro  che  il  termine  precedente  (n  —  1)-  darà 
Esisteranno  dunque  nelle  due  classi  A  ed  A'  rispettivamente 

E  £ 

due  numeri  a,- =  (n  — !)•-  ed  a'j-^^n^-  la  cui  differenza  sarà 

2  ^ 


'^-a,  =  n.--(n-l)-  =  - 


a'i- 


cioè  appunto  più  piccola  di  e. 

La  seconda  delle  due  proprietà  ora  menzionate  si  può  anc 
enunciare  dicendo  che  fra  le  due  classi  A  ed  A',  benché  com 
ste  di  elementi  differenti,  vi  può  essere  un  avvicinamento  ind 
nito.  Ciò  nonostante  é  facile  di  riconoscere  che  non  esiste  ale 
numero  razionale  determinato  il  quale  rappresenti,  per  così  di 
l'elemento  di  separazione  delle  due  classi,  cioè  un  numero  det 
minato  il  quale  possa  essere  avvicinato  indefinitamente  (*)  sia  e 
numeri  della  classe  A  che  con  numeri  della  classe  A'. 

Supponiamo  infatti,  se  é  possibile,  che  esistesse  un  certo  num( 
razionale  a  il  quale  segnasse  la  separazione  precisa  delle  e 
classi  A  ed  A',  cosicché  allora  le  differenze  a- a,-  ed  a'^— a  si 
trebberò  rendere  piccole  a  piacere  scegliendo  opportunamente 
elementi  «,•  ed  a'j.  Il  numero  a^  non  potendo  essere  uguale  a 
ammettiamo  p.  es.,  per  fissare  le  idee,  che  sia  maggiore  di  p,  e 
che  sia  : 

a^  =  ^  4-  £ 

dove  e  indichi  un  certo  numero  positivo  diverso  da  zero.  Se  ( 
prendiamo  un  numero  qualunque  a  della  classe  A,  sarà  per  si 
posto  a*  <  p  e  quindi  sostituendo  in  (2)  si  avrà  : 

a*  >  a*  -h  e 
d'  onde  : 

a*  —  a^  >  6  ; 
e  poiché  : 

a^  --  a*  =  (a  -f-  a)(a  —  a), 

si  potrà  scrivere  anche  : 

(a  +  «)(«  —  a)  >  e 


(*;  Ove  un  siffatto  numero  esistesse,  è    chiaro    che    esso    dovrebbe 
sere  ^  di  tntti  i  numeri  di  A  ed  ^  di  tutti  quelli  di  A'. 
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e    dividendo  per  (a  +  a)  : 


a  -  a 


a  +  a 


Se  ora  nel  denominatore  del   secondo   membro   sostitaiamo  in 
iTiogo  di  a  il  numero  maggiore  a ,    esso    crescerà   e    per    conse- 

erxienza  diminuirà  il  valore  della  frazione  riducendosi  al  va- 

a  +  a 

lore  più  piccolo  —.  Si  avrà  dunque  a  fortiori] 

£ 

a  -  a  >  ---. 
2a 

Qal  il  secondo  membro  rappresenta  una  quantità  determinata, 
indipendente  dalla  scelta  del  numero  a;  perciò  questa  disagua- 
S^  ianza  ci  dice  che,  comunque  si  scelga  il  numero  a,  la  differenza 

Qt — a  non  potrà  rendersi  mai  più  piccola  del  numero  —.  Questo  nu- 

niero  rappresenta  dunque  un  limite  inferiore  dell'  avvicinamento 
fra  a  e  gli  elementi  della  classe  A.  È  dunque  assurdo  l'avere  sup- 
posto che  a  potesse  essere  avvicinato  indefinitamenre  dai  numeri 
di  ciascuna  delle  due  classi  (*). 

Se  invece  si  potesse  ammettere  V  esistenza  di    un    nuovo    ente 

aritmetico  a  il  cui  quadrato  fosse  precisamente  p,  è  chiaro  che  a 

dovrebbe  definirsi  come  un  numero   maggiore   di   tutti   i  numeri 

di  A  e  minore  di  tutti  i  numeri  di  A';  esso  sarebbe  allora  Tcle- 

mento  di  separazione  delle  due  classi. 

La  necessità  algebrica  di  introdurre  un  nuovo  ente  il  cui  qua- 
drato sia  p  si  viene  cosi  a  confondere  con  quella  di  introdurre 
^n  nuovo  ente  che  sia  l'elemento  di  separazione  delle  due  classi 


(*)  Besterebbe  a  considerare  il  caso  di  a'  <  p.  In  questo  caso  si  potrà 
porre  a*  — p  — s  essendo  e  positivo,  o  si  troverà  con  procedimento  affatto 
simile  a  quello  tenuto  : 

o'  -  a  >  -~.  (1) 

a-\-  a 

^  questo  punto  si  osserverà  che,  se  8,  è  un  numero  fisso  scolto  a  piacere 
Isella  classe  A',  si  avrà  a  fortiori  qualunque  sia  a  : 

a  +  0 

Ciò  è  evidente  se  a  <  8.  So  poi  sia  a  >  B,   la   (1)    darà    ponendo    S    in 

'^ogo  di  a  : 

t 

S  -  a> 


^  <)nde  seguirà  ancora  la  (2)  a  fortiori^  essendo  per  supposto  : 


a'  —  a  >  S  —  a. 


I 
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A  ed  A'.  Ora  noi  prenderemo  come  punto  di  partenza  precis 
mente  quest'  ultimo  concetto,  che  ci  permetterà  di  introdurre  a 
dirittura  nel  calcolo  i  numeri  irrazionali  in  tutta  la  loro  genei 
lità,  anziché  introdurli  di  mano  in  mano  che  occorra  di  rende 
risolvibile  il  tale  o  il  tal  altro  problema  algebrico. 


§  2.0  —  DeflnlKlone  del  nanierl  irraslonall. 


548.  Se  in  un  modo  qualunque  siano  state  determinate  due  clas 
di  numeri  razionali  A  ed  A',  le  quali  godano  delle  due  proprie 
fondamentali:  lo)  che  ogni  numero  della  classe  A  sia  minore  (od  = 
di  ogni  numero  della  classe  A',  2^)  che,  presa  a  piacere  una  qua 
tità  positiva  £  (diversa  da  zero),  esistano  sempre  almeno  due  n 
meri,  l'uno  appartenente  alla  classe  A  e  l'altro  alla  classe  A', 
cui  differenza  sia  minore  di  s,  si  possono  presentare  due  casi. 

1.0  Caso  -  Esiste  un  numero  razionale  detcrminato  a  maggi oi 
(od  =)  di  tutti  i  numeri  della  prima  classe  A  e  minore  (od  =)  • 
tutti  i  numeri  di  A'.  In  tal  caso  noi  diremo  che  a  è  l'elemento 
separazione  delle  due  classi  A  ed  A',  e  scriveremo  a  =  (A  ,  A' 
cioè  col  simbolo  (A  ,  A')  designeremo  lo  stesso  numero  a  in  quan 
è  individuato  dalle  due  classi  A  ed  A'. 

2.0  Caso  —  Non  esiste  alcun  numero  razionale  a  maggiore  (od  = 
di  tutti  i  numeri  di  A  e  minore  (od  =)  di  tutti  i  numeri  di  A 
Allora  noi  diremo  che  le  due  classi  sono  separate  Tuna  dall'alti 
per  mezzo  di  un  numero  irrazionale  a  che  introdurremo  nel  ca 
colo  come  un  nuovo  ente  aritmetico ,  per  il  quale  si  ammeitei 
per  definizione  che  sia  maggiore  di  tutti  i  numeri  di  A  e  minoi 
di  tutti  i  numeri  di  A',  e  scriveremo   analogamente   al    lo   case 

a  r.  (A  ,  A';. 

L  chiaro  che  in  quest'ultimo  caso  Vaffermare  resistenza  del  n- 
mero  a  altro  non  significa  in  sostanza  che  affermare  Inesistenza  i 
due  classi  A  ed  A'  che  godono  delle  due  proprietà  fondamentaì 

Prima  di  passare  oltre  gioverà,  premettere  alcuni  esempi. 

549.  Fra  gli  infiniti  modi  che  si  potrebbero  escogitare  per  r 
guardare  uno  stesso  numero  razionale  h  come  V  elemento  di  8< 
parazione  di  due  classi,  vanno  specialmente  notati  i  due  segueni 

a)  Si  formino  le  due  classi  A,  A'  mediante  un  unico  element 
eguale  ad  uno  stesso  numero  razionale  h.  Si  ottiene  cosi  coni 
caso  specialissimo  il  simbolo  (/i ,  /i),  il  quale  altro  non  rappresent 
se  non  che  lo  stesso  numero  razionale  h,  E  questo  evidentemcnt 
il  solo  caso  in  cui  ogni  numero  di  A  è  uguale  ad  ogni  numero  di  A 

b)  Si  pongano  nella  classe  A  tutti  i  numeri  razionali  minoi 
di  A  e  nella  classe  A'  tutti  i  numeri  razionali  maggiori  di  h.  L 
due  classi  A  ed  A'  così  ottenute  soddisfano  evidentemente  ali 
prima  proprietà  fondamentale.  Ma  esse  soddisfano  anche  alla  8< 
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conda^  poiché,  preso  nn  numero  e  piccolo  a  piacere,  si  troverà 
certamente  fra  i  numeri  di  A  il  numero  h  -  -  e  fra  i  numeri  di 

4 

S  £ 

A  '  il  numero  h+  -\  la  diflFerenza  di  questi  due  numeri  è  -  ,  cioè 

4  ^ 

è   più  piccola  di  6.  Si  potrà  dunque  scrivere  :  /i  -  (A  ,  A'). 

550.  Per  avere  un  altro  esempio  semplice,  si  potrà  procedere 
come  segue.  Dato  il  numero  razionale  h,  si- formi  la  classe  A  coi 
numeri  : 

^  la  classe  A'  coi  numeri  : 

^ìoè  si  pongano  in  A  tutti  i  numeri  della  forma  h ed   in   A' 

ttitti  quelli  della  forma  h-\-  -,  dove  n  può  essere  un  intero  posi- 
tivo qualunque.  È  facile  vedere  che  le  due  classi  così  formate 
Soddisfano  alle  due  proprietà  fondamentali.  Infatti  gli  infiniti  nu- 
meri contenuti  in  A  sono  tutti  minori  di  Ti  e  quelli  di  A'  tutti  mag- 
giori di  h.  Inoltre,  se  consideriamo  nella  classo  A  il  numero  h  -  - 

1  2 

^d  in  A'  il  numero  h  -\-  -,  vediamo  che  la  loro  diflFerenza  ò  -  ,  quan- 

n  n 

^ità  che  può  rendersi  piccola  a  piacere,  purché  si  scelga  n  abba- 
stanza grande.  Si  potrà  dunque  scrivere  : 

551.  Come  ultimo  esempio,  indichiamo  con  A  il   complesso   di 
tutti  i  numeri  razionali  il  cui  quadrato  è  minore  di  2,  e   con  A' 
il  complesso  di  tutti  quelli  il  cui  quadrato  ò  maggiore   di   2  ;   le 
due  classi  A  ed  A'  soddisferanno,  come  già  si  ò  notato  (art.  547) 
alle  due  proprietà  fondamentali.  In  questo   caso   però   il   numero 
a  =  (A  ,  A')  sarà  irrazionale,  poiché  abbiamo  dimostrato  sopra  (ar- 
ticolo 547)  non  esistere  alcun  numero  razionale  determinato  ^  di 
tutti  i  numeri  di  A  ed  §  di  tutti  i  numeri  ài  A\  Finora  non  pos- 
siamo affermare  che  il  quadrato  di  a  sia  proprio  eguale  a  2.  Ciò 
8i  verrà  a  riconoscere  soltanto  in  seguito,  dopo  che   avremo  ve- 
^^to  in  qual  modo  si  debbano  definire  le  operazioni  fondamentali 
con  numeri  razionali  ed  irrazionali. 

552.  Appena  introdotto  nel  calcolo  un  numero  irrazionale  a=(A,A') 
W  mezzo  di  due  classi  A,  A',  resta  con  ciò  stesso  definito  senza 

Caprllt.  — /f £»(usu>n*  di  analiaì  algebrica,  8.*    ediz.  84 
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ambigaìtà  quali  siano  i  numeri  razionali  da  ritenersi  minori  di 
e  quali  siano  quelli  da  ritenersi  maggiori  dì  a.  Sfa  infatti  e  un  n  ^^m 
mero  razionale  qualunque.  Si  verificherà  necessariamente  uno  ^ 
questi  due  casi:  o  esisterà  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e,  <^  i 
vero  esisterà  in  A'  un  numero  sl*  minore  di  e;  poiché,  se  non  i 
verificasse  né  Tuno  né  l'altro  di  questi  due  casi,  ciò  signiftcherebl 
essere  e  >  di  tutti  i  numeri  di  A  ed  ^  di  tutti  i  numeri  di  A', 
allora  sarebbe  lo  stesso  e  il  numero  di  separazione  delle  due  cL 
A  ed  A',  ed  il  simbolo  (A  ,  A')  rappresenterebbe  un  numero 
zionale  contrariamente  al  supposto.  Se  ora  esiste  in  A  un  num^  x 
a  maggiore  di  e,  essendo  già  a  per  definizione  maggiore  di  a^  i 
numero  a  dovrà  a  fortiori  definirsi  maggiore  di  e;  e  similmen'C:'^ 
se  esiste  in  A'  un  numero  a'  minore  di  Cj  il  numero  a,  che  {>^ 
definizione  é  minore  di  a*,  dovrà  definirsi  a  fortiori  minore  di     e 

553.  Corollario  1.^  —  Se  un  numero  razionale  e  è  minore  {^mc^^f- 
giove)  di  un  numero  irrazionale  a,  ogni  numero  razionale  fnin(^'^^ 
(maggiore)  di  e  sarà  del  pari  minore  di  a.  Sia  infatti  il  numei^^ 
razionale  e  minore  dell'  irrazionale  (A  ,  A').  Esisterà,  per  V  art; 
prec,  in  A  almeno  un  numero  razionale  a  maggiore  di  e.  Og^} 
numero  razionale  minore  di  e  sarà  allora  minore  di  a  e  quindii 
per  Io  stesso  art.  prec,  minore  di  (A  ,  A'),  e.  d.  d. 

554.  Corollario  2.o  —  Se  un  numero  razionale  e  è  minore  {mct^- 
giove)  di  un  numero  ivvazionale  a,  ogni  numevo  razionale  mci^' 
giore  (minore)  di  a  sarà  anche  maggiore  (minore)  di  e.  Sia  infantiti 
e  <  a  e  supponiamo,  se  è  possibile,  che  un  numero  razionale  d":^^ 
non  fosse  maggiore  di  e.  Sarebbe  allora  c^^c  ^  quindi  per  l'art, 
prec.  minore  di  a,  contro  il  supposto. 

555.  Dopo  aver  così  definito  quali  siano  i  numeri  razionali  m£»g 
giori  0  minori  di  un  dato  irrazionale  a,  ci  resta  ancora  a  stabili ^ 
il  criterio  per  il  para^^one  dei  numeri  irrazionali   fra   loro   stess 
Si  presenta  cioè  la  seguente  questione:  definiti  per  mezzo  di  clas 
due  numeri  irrazionali  : 

a=(A,A')     e     p  =  (B,B'), 

quale  di  essi  dovrà  definirsi  maggiore  dell'altro  ed  in  quali  cj 
dovremo  ritenerli  eguali  fra  loro  ?  Noi  partiremo   dalla   seguer 
definizione:  due  numeri  irrazionali  sono  uguali  tutte  le  volte  < 
ogni  numero  razionale  minore  delVuno  è  anche  minore  delVah 

Questa  definizione  equivale  evidentemente  a  quest'altra:  due 
meri  irrazionali  sono  uguali  tutte  le  volte  che  ogni  numero  ra 
naie  maggiore  delVuno  è  anche  maggiore  delV altro. 

Come  terza  definizione  equivalente  ad  entrambe  si  potrebbf 
anche  dire  più  semplicemente:  due  numeri  irrazionali  sono  u^ 
seviprechè  non  esista  alcun  numero   razionale   compreso   fra 
(cioè  maggiore  dell'uno  e  minore  dcH'altro). 

556.  Due  numeri  irrazionali  uguali  ad  un  terzo  sono  ugu( 
loro.  Siano  infatti  i  tre  numeri  irrazionali  a,  ^,  y,  e   suppc 
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:a  a=.')f  e  p=*]f.  Poiché  01=7 ,  ogni  nnmero  razionale  minore  di  a 
irà  anche  minore  di  y  (art.  555),  e,  poiché  Y=P,  ogni  numero 
izionale  minore  di  y  sarà  anche  minore  di  ^  ;  quindi  ogni  nu- 
lero  razionale  minore  di  a  sarà  anche  minore  di  ^,  e  similmente 
dimostrerà  che  ogni  numero  razionale  minore  di  ^  è  anche  mi- 
)re  di  a.  I  due  numeri  a  e  ^  sono  dunque  uguali,  e.  d.  d. 

557.  8e  due  numeri  irrazionali  a  e  ^  sono  disugualiy  esisterà 
Tt.  555)  almeno  un  numero  razionale  compreso  fra  essi.  Allora, 

a  è  un  cosiffatto  numero  razionale ,  e  sia  p,  és,  e  >  a ,  e  <  ?  , 
mi  altro  numero  razionale  compreso  fra  a  e  ^  sarà  del  pari 
aggiore  di  a  e  minore  di  f.  Supponiamo  infatti,  se  è  possibile, 
le  un  altro  numero  razionale  e'  compreso  fra  a  e  p  fosse  minore 

a.  Essendo  e'  <  a  ed  a  <  e,  sarà  allora  (art.  554)  e'  <  e  ;  ed  es- 
ìndo  e'  <  e  e  e  <  g,  sarà  poi  (art.  553)  e'  <  g.  Il  numero  e'  sarebbe 
inque  simultaneamente  minore  di  a  e   p  ;    epperò    non    sarebbe 
>mpreso  fra  a  e  p,  contro  il  supposto. 
In  base  a  questo  teorema  ci  è  ora  evidentemente  lecito  di  porre 

seguente  definizione:  di  due  numeri  irrazionali  disuguali  si  dirà 
te  il  primo  è  maggiore  del  secondo  (e  quindi  il  secondo  minore 
l  primo)  tutte  le  volte  che  esista  un  numero  razionale  minore 
U  pHmo  e  maggiore  del  secondo. 

558.  I  numeri  razionali  ed  irrazionali,  cioè  in  generale  tutti  i 
imeri  definibili  per  mezzo  di  classi,  verranno  d'ora  innanzi  de- 
gnati complessivamente  col  nome  di  numeri  reali. 

Dagli  articoli  552  e  557  emerge  chiaramente  che:  se  a  e  ^  sono 
te  numeri  reali  e  sia  a  <  p,  esiste  sempre  qualche  numero  razio- 
2le  maggiore  di  a  e  minore  di  (^,  e  reciprocamente, 

559.  Corollario  1 .0  —  Due  numeri  reali  sono  uguali,  se  non  esi- 
5  alcun  numero  razionale  compreso  fra  essi. 

560.  Corollario  2.o  —  Se  a  e  i^  sono  due  numeri  reali  disu- 
tali,  esistono  sempre  infiniti  numeri  razionali  compresi  fra  essi, 

561.  Se  fra  tre  numeri  reali  hanno  luogo  le  disuguaglianze  : 
<  g  e  g  <  Y,  ne  segue  che  a  <  y.  Infatti  dalle  due  prime  disugua- 
lianze  segue  (art.  558)  resistenza  di  due  numeri  razionali  e  e  e' 
ei  quali  si  abbia  : 

a<c<p    ,     p<c'<Y. 

^a  dairessere  e  <  g  e  p  <  e'  segue  (art.  554):  e  <  c\  e  dall'essere 
*  <  e  e  e  <  e'  segue  (art.  553)  :  a<  e'.  Si  ha  dunque  a  <  e'  <  y  , 
onde  (art.  558)  sarà  appunto  a  <  y» 
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Sfote  ed  Sserclsi. 


1.  Dimostrare  che  (A,  A')  è  certamente  razionalOi  se  fra  i  numeri  di  A 
ve  ne  sia  uno  masiimo  (maggiore  di  tutti  gli  altri),  ovvero  fra  i  numeri 
di  A'  uno  minimo  (minore  di  tutti  gli  altri). 

2.  Dedurne  come  corollario  che  il  numero  (A,  A')  ò  certamente  razio 
naie,  se  una  delle  due  classi  A,  A'  si  compone  di  un  numero  finito  di  eie 
menti. 

8.  Dimostrare  che,  se  (A,  A')  ò  un  numero  irrazionale,  le  due  classi  / 
ed  A'  non  cesseranno  dMndividuare  lo  stesso  numero  quand'anche  si  tolg: 
da  esse  un  numero  qualunque,  purché  finito,  di  elementi.  Sotto  quali  con 
dizioni  è  lecito  fare  ciò  anche  per  (A,  A')  razionale? 

4    Biconoscere  che: 

/l         1         1  l^l  \«n 

V   2  '  ~8'  ~4 '•••'2'  3  '  4*"7"" 


e  che  : 


/l     2     8  3     4     5  \ 

V2  '  8  '  4  ""'^  *  8  '  4''*7"^' 


§  3.0 — Criterll  per  riconoscere  l'agaasrlianza  o  dlsagaagllan: 
di  dae  numeri  definiti  per  mezzo  di  classi. 


562.  Dalle  definizioni  e  proprietà  stabilite  nel  §  prec.  circa  Z 
uguaglianza  e  disuguaglianza  dei  numeri  reali  dedurremo  ora  ix 
criterio  affatto  generale  per  riconoscere  se  due  numeri  qualunqc 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  uguali  o  disuguali,  senza  che  sia  nece 
sario  fare  alcuna  distinzione  di  razionalità  od  irrazionalità,  e  sens 
che  si  abbiano  a  prendere  in  considerazione  altri  numeri,  airii 
fuori  di  quelli  che  compongono  le  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B'. 

Premetiiamo  a  tale  oggetto  il  seguente  lemma:  affinchè  un  hb 
mero  razionale  e  sia  minore  del  numero  reale  (A  ,  A') ,  è  nece^ 
sarto  e  sufficiente  che  e  sia  minore  di  qualche  numero  della  class 
A  ;  e  similmente:  affinchè  il  numero  razionale  e  sia  maggiore  e 
(A  ,  A'),  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  maggiore  di  qualcP 
numero  di  A'. 

Invero,  nel  caso  che  (A  ,  A')  sia  irrazionale,  il  lemma  ora  enur 
ciato  non  è  che  una  ripetizione  di  quanto  si  è  già  stabilito,  pe 
definizione,  all'art.  552.  Sia  dunque  (A  ,  A')  uguale  ad  un  nume* 
razionale  a,  e  supponiamo^  per  fissare  le  idee,  e  <  (A  ,  A').  PoicL 
fra  i  numeri  di  A  deve  sempre  esisterne  qualcheduno  che  diflT 
risca  da  a  per  meno  di  una  quantità  assegnata  ad  arbitrio,  vi  safl 
fra  essi  un  numero  a  che  differisca  da  a  per  meno  di  quanto  l 
differisce  e.  Tale  numero  essendo  allora  compreso  fra  e  ed  a  sa* 
appunto  maggiore  di  e,  come  d,  d. 

563.  Affinchè  due  numeri  reali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  uguaé 
è  necessario  e  sufficiente  che  ogni  numero  di  A  sia  ^  di  ogni  n'^ 
mero  di  B'  ed  ogni  numero  di  B  sia  <  di  ogni  numero  di  A'. 

Supponiamo  infatti  che  i  due  numeri  (A  ,  A')   e   (B  ,  B')   sia» 
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usuali,  cosicché  (art.  559)  ogni  numero  razionale  minore  dell'ano 
s^^rà  anche  minore  delTaltro.  Ogni  numero  a,  appartenente  ad  A, 
essendo  ^  di  (A  ,  AO^  sarà  allora  anche  ^  di  (B  ,  B')  e  quindi  an- 
celle §  di  ogni  numero  di  B',  giacché  (B  ,  B')  ò  §  di  ogni  numero 
di  B'.  Similmente  si  dimostrerà  che  ogni  numero  di  B  deve  essere 
^  di  ogni  numero  di  A'. 

Reciprocamente^  se  sono  soddisfatte  le  condizioni  enunciate  nel 
teorema,  dico  che  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  uguali, 
Ammettiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  ciò  non  fosse;  cioè  che  esi- 
stesse (art.  559)  un  numero  razionale  e  che  fosse  p.  es.  maggiore 
di  (A  ,  A')  e  minore  di  (B  ,  B').  Allora,  poiché  e  é  maggiore  di 
(A  ,  A'),  esisterà  in  A',  secondo  il  lemma  premesso,  almeno  un  nu- 
mero a'  minore  di  e.  Ma,  per  supposto  é  a'  5  ^ì  ogni  numero  di 
H  ;  onde  sarà  anche  e  5  di  ogni  numero  di  B.  Ora  ciò  è  in  con- 
traddizione coiripotesi  fatta  che  e  sia  minore  di  (B ,  B');  giacché, 
se  e  é  minore  di  (B  ,  B'),  deve  e  essere  minore  di  qualche  numero 
<iì  B,  come  si  é  visto  nel  lemma. 

564.  Afflnchè  (A  ,  A')  »ia  maggiore  di  (B  ,  B';,  è  necessario  e  suf- 
floiente  che  un  numero  di  A  sia  maggiore  di  un  numero  di  B'. 
Invero,  se  (A  ,  A')  >  (B  ,  B'),  dovrà  esistere  (art.  558)  un  numero 
^azionale  e  minore  di  (A  ,  A')  e  maggiore  di  (B  ,  B').  D'altra  parte, 
essendo  e  <  (A ,  A'),  deve  esistere  (art.  562)  in  A  un  numero  a 
maggiore  di  e,  ed,  essendo  c>  (B  ,  B'),  deve  esistere  in  B'  un  nu- 
'nero  b'  <  e.  Si  avrà  dunque  a  >  b',  cioè  appunto  un  numero  di  A 
Maggiore  di  un  numero  di  B'.  Reciprocamente,  se  esistono  in  A 
^  B'  risp.  i  due  numeri  a  e  6',  pei  quali  sia  a>b',  essendo 
(A  ,  A')  5  a,  sarà  a  fortiori  (A  ,  A')  >  b'.  D'altra  parte  6'>  (B  ,  B'). 
^arà  dunque  (A  ,  A')  >  (B  ,  B';. 

Sfote  ed  Ssercizi. 

1.  Affinchè  i  due  numeri  irrazionali  a  =  (A  ,  A')  e  ^  =  (B  ,  B')  siano  uguali^ 
^  neeeasario  e  sufficiente  che  ogni  numero  di  A  sia  superato  da  qualche  nu- 
mero di  B,  ed  ogni  numero  di  B  sia  superato  da  qualche  numero  di  A. 

Cominciamo  dal  supporre  che  i  due  numeri  a  e  ^  siano  uguali  e  consi- 
deriamo un  numero  qualunque  a  della  classe  A.  Poiché  a  è  per  definizione 
inferiore  ad  a  e  quindi  anche  a  p,  dovrà  esistere  un  numero  b  della  classe 
B  che  superi  a.  Similmente  si  vede  che,  preso  ad  arbitrio  un  numero  di 
B,  ne  dovrà  esistere  uno  più  grande  in  A. 

Supponiamo,  reciprocamente,  che  per  ogni  numero  di  A  (e  di*  B)  ne  o- 

BÌsta  sempre  uno  più  grande  in  B  (od  in  A).  Se  e  ò   uno    qualunque   dei 

numeri  razionali  minori  di  a,  esisterà  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e  ; 

0  poiché  a  ò  a  sua  volta  superato  per  supposto  da  un  numero  6  di  B,  sarà 

^fortiori  c<bj  onde  e  sarà  minore  di  p.   Similmente   si    dimostrerà    che 

ogni  numero  razionale  minoro  di  ^  ò  anche  minore  di  a.  I  due  numeri  a 

e  P  sono  dunque  uguali,  poiché  tutti  i  numeri  razionali  minori  delP  uno 

sono  anche  minori  dell'altro  (art.  555). 

2.  Biconoscere  come  questo  criterio  sia  anche  necessario  e  sufficiente 
per  Vaguaglianza  di  due  numeri  qualisivogliano  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  sem- 
prechè  però  fra  i  numeri  di  A  e  di  B  non  ve  ne  sia  uno  massimo, 

Se  o  è  un  massimo  di  A,  è  chiaro  che  sarà  (A  ,  A')  =  a,  e  allora  il  cri- 
terio per  ^uguaglianza  di  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  consiste  semplicemente  in  ciò 
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che  il  numero  a  dev^essere  >  di  tutti  i  numeri  di  B  ed  ^  di  tutl 
meri  di  B'. 

8.  Dimostrare  che  :  affinchè  due  numeri  reali  (A  ,  A')   e   (B  ,  B')   m 
gualij  è  neeesaario  e  Bufficiente  che  ogni  numero  razionale  minore  di 
numeì'O  di  A  aia  anche  minore  di  qualche  numero  di  B,  ed  ogni   num 
zumale  minore  di  qualche  numero  di  B  sia  anche  minore  di  qualche  numeì 

4.  Enunciare  i  tre  teoremi  analoghi  ai  tre  precedenti,  che  si  ott 
in  modo  affatto  simile,  considerando  però  le  seconde  classi  A',  B'  ii 
de]le  prime. 

5.  Sia  dato  un  numero  reale  (A  ,  A')  pel  quale  si  supponga  non  e 
né  un  massimo  degli  elementi  di  A,  nò  un  minimo  degli  elementi 
Sia  H  la  classe  formata  dai  numeri  ottenibili  come  medie  aritmet 
geometriche)  degli  elementi  di  A  combinati  due  a  due  (ovvero  tre  a  tr 
H'  la  classe  dedotta  analogamente  da  A'.  Si  dimostri  che(À.,  A';=( 
Si  riconoscerà  dapprima  che  le  due  classi  H  ,  H'  individuano  un  n 
e  si  farà  poi  vedere  come  questo  numero  coincida  con  (A  ,  A')  appi 
il  criterio  delPart.  568. 

Ne  seguirà  poi  senz'altro  che  sarà  anche  :   (A  ,  A')  =  (H  ,  A')  =  U 

6.  Nella  nozione  di  classe  non  è  affatto    prosupposto    che    gli    el 
^1  )  ^8  )  ^8  <  *  *  *  ^^^  ^^  compongono  vengano  dati  secondo  un  ordine  e 
nato.  Accadrà  però  spesso  di  definire  A  mediante  una  successione 
niti  elementi  (positivi)  : 

<*!  <  flj  <  «3  <  «4  •  •  •  . 
In  tale  presupposto,  riconoscere  che  : 

(a     a      a  A')  -  (^^L±^      ?»_±J?*      ?L±5« .  a'\ 

=  (  \^Oia8  »    V«s«4  »    Voft^©  >  •  •  •  ;  -^'l- 

§  4.0  —  Operazioni  fondamentali  con  nameri  reali 

565.  Dobbiamo  ora  vedere  in  qual  modo  le  quattro  oper 
fondamentali  di  addizione,  sottrazione,  moltiplicazione  e  divi 
delle  quali  ci  sono  già  note  le  definizioni  e  le  regole  per  i 
di  numeri  razionali,  si  possano  estendere  mediante  opportui 
finizioni  al  campo  più  vasto  dei  numeri  reali,  cioè  (art.  5 
campo  formato  da  tutti  i  numeri  razionali  ed  irrazionali.  I 
che  segue  noi  non  considereremo  che  numeri  definiti  per  i 
di  classi;  giacché  ove  occorra  considerare  dei  numeri  razi 
questi  si  possono  sempre,  al  pari  degli  irrazionali,  rapprese 
col  siml^olo  (A  ,  A'),  p.  es.  col  simbolo  (a  ,  a)  in  cui  in  enti 
le  classi  A  ,  A'  non  si  ha  che  un  unico  e  medesimo  numer 
zionale  a  (cfr.  art.  549). 

Dopo  aver  definito  l'operazione  di  somma  o  di  prodotto  fr 
numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  converrà  accertare,  affinchè  la  ( 
zione  data  possa  ritenersi  come  utile  e  legittima: 

1°)  che  il  risultato  deiroperazione  resta  invariato,  se  in 
delle  due  classi  A  ,  A'  si  assumano  altre  due  classi  E  ,  E',  ta 
sia  (E  ,  E')  =  (A  ,  A')  ;  e  similmente  per  le  classi  B  ,  B'. 

2o)  che,  se  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  entram 
zionali,  il  risultato  è  quello  stesso  che  già  è  dato  nella  teor 
numeri  razionali. 
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f^)  che  per  le  operazioni,  cosi  estese  al  campo  dei  numeri 
POftliy  segaiteranno  a  sassistere  inalterate  quelle  proprietà  fonda- 
mentali cbe  già  si  avevano  nel  campo  dei  numeri  razionali;  come, 
p.  Ù8.J  che  il  risultato  di  un  prodotto  è  indipendente  dall'  ordino 
iì  fattori,  ecc. 


566.  Addizione.  —  Incominciamo  dal  vedere  che  cosa  si  debba 
intendere  in  ogni  caso  per  somma  di  due  numeri: 

a  =  (A,A')     ,     p  =  (B,B') 

definiti  per  mezzo  di  classi.  Noi  designeremo  i  numeri  della  classe 
A  con  cii  }  <^i  f  cLs  }  ^4  r-  (*)  ®  quelli  di  A'  con  a\  ,  a'^  ,  a'j  ,  a\  ,...; 
similmente  con  b^  ,  b^  y  b^  y  bi  ,  ,  .  .  i  numeri  della  classe  B  e  con 
h\  ,  6'j  ,  ò's  ,  6'4  ,  .  .  .  quelli  della  classe  B'.  Poiché  i  numeri  di  A 
e    JB  sono  razionali,  noi  già  sappiamo  che  cosa  significano  le  somme 

che  si  ottengono  aggiungendo  ad  un  numero  qualunque  a,-  di  A 
un  numero  qualunque  bj  di  B.  L' insieme  di  tutti  questi  numeri 
della  forma  a^  +  bj  sarà  da  noi  considerato  come  una  nuova  classe 
<ìi  numeri  che  dinoteremo  brevemente  con  A  -f  B.  Similmente  de- 
noteremo con  A'  +  B'  rinsieme  dì  tutti  i  numeri  che  si  ottengono 
<^ome  somma  di  un  numero  della  classe  A'  con  un  numero  della 
<5las8e  B',  cioè  il  complesso  di  tutti  i  numeri  della  forma  a\  4-  b'/^. 

Ciò  premesso,  è  facile  riconoscere  che  le  due  classi  A  -f  B   ed 
A.'-f-B'  sono  atte  a  definire  un  nuovo  numero; 

(A  +  B  ,  A'  +  B') 

^ioè  che  anche  le  due  classi  A  +  B  ed  A'  +  B'  soddisfano  alle  due 

Pi*oprietà  fondamentali.  Invero  dalle  disuguaglianze  : 

« 

che  sussistono  per  ipotesi  qualunque  siano  gli  indici  i,  j,  h^  k,   si 
deduce  : 

ai-\-bj^a\-\-b\, 

eioè  che  ogni  numero  della  classe  A+B  è  ^  di  ogni  numero  della 
alasse  A'  +  B'.  Se  poi  facciamo  la  diff'erenza  : 

(«'*  + 6  »)-(«<  + y  (l) 

fra  un  numero  qualunque  a\  +  b\  della  classe  A'  +  B'  ed  un  nu- 
Kiero  qualunque  a^  +  bj  della  classe  A  +  B,  vediamo  che  essa  può 
Miche  scriversi  identicamente  cosi  : 

{a\  -  Gì)  -f  {b\  -  bj). 

^*)  per  ipotesi,  la  diflFerenza  a\  -  a^  può  rendersi  piccola  a  pia- 


0  Avvertiamo  espressamente  che  con  ciò  non  intendiamo  stabilire  fra 
^^  0  alcun  ordine  di  successione  o  di  grandezza. 
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cere  scegliendo  opportunamente  gli  indici  h  ed  t,  e  lo  stesso 
casi  della  differenza  h\  -  bj  ;  quindi  anche  la  loro  somma,  cioi 
differenza  (1),  può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  oppoi 
namente  gli  indici  /,  j,  h,  k.  Pertanto  le  due  classi  A+B  ed  A'- 
soddisfano  anche  alla  seconda  proprietà  fondamentale. 

Il  sìmbolo  (A  +  B  ,  A'  -h  BO  rappresenta  dunque  un  numero  < 
noi  definiremo  come  somma  dei  due  numeri  a  e  ^^  scrivendo 

(A  ,  A')  +  (B  ,  BO  =  (A  -h  B  ,  A'  +  B'). 

567.  Per  legittimare  questa  definizione  dobbiamo  innanzi  te 
dimostrare,  secondo  quanto  si  è  già  osservato  all'art,  prec,  che 

(E,E')  =  (A,AO, 
sarà  anche  : 

(E  +  B^  E'  4-  B')  =  (A  +  B  ,  A'  +  B'). 

Ciò  si  riconosce  immediatamente  applicando  il  criterio  deir 
ticolo  563.  Indicando  infatti  risp.  con  e,-  ,  e\  numeri  di  E  ed 
segue  dalla  (3)  : 

«,•  <  «  i     >     «r  §  ^'«  } 
d'onde  evidentemente,  qualunque  siano  i,  j,  r,  s,  h,  k\ 

e.  d.  d. 

568.  In  secondo  luogo  dobbiamo  verificare    che,    se   (A  ,  A'^ 
(B  ,  B')  sono  rispettivamente  uguali  a  due  numeri  razionali  a  e 
il  risultato  della  somma  espresso  dalla  (2)  coincide  con  a-f-^. 
vero,  potendosi  scrivere  : 

(A,A')  =  (a,a)    ,     (B  ,  B')  =  (?  ,  P)  , 

si  ha  appunto  per  l'art,  prec.  : 

(A  ,  A')  +  (B  ,  B0  =  (a  ,  a)  +  (?  ,  P)  =  (a  ^  P  ,  a-f  ?)  -  a  -f-  ?. 

Finalmente  è  senz'altro  evidente  che ,  posta  per  l'addizione 
definizione  (2),  seguiterà  a  sussistere  per  tutti  i  numeri  reali 
proprietà  fondamentale  che  la  somma  di  più  addendi  è  indip 
dente  dall'ordine  di  somraazione,  ecc. 

569.  Sottrazione.  —  Dato  un  numero  qualunque  (A  ,  A')^  se 
dichiamo  con  —  A  e  con  —  A'  le  stesse  classi  di  numeri  clic  i 
m«no  A  ed  A',  presi  però  con  segno  contrario,  si  vede  subito  < 
le  due  classi  —  A  e  —  A'  soddisfano  del  pari  alle  due  propri 
fondamentali,  cosicché  esisterà  il  numero  (—  A' ,  —  A).  Sommai 
questo  numero  col  precedente,  si  avrà  per  la  regola  di  addizi( 

(A  ,  A')  4-  (-  A'  ,  -  A)  =  (A  -  A'  ,  A'  -  A). 

Ma  ogni  numero  della  prima  classe  A  —  A' ,  essendo  della  foi 
ai  —  a'j  ,  sarà  negativo,  ed  ogni  numero  di  A'  —  A  sarà  invece 
sitivo.  Il  numero  0  è  dunque   maggiore    di    tutti    i   numeri   d- 
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prima  classe  e  minore  di  tutti  quelli  della  seconda^  onde  si  avrà  : 

(A-A',  A'-A)  =  0, 
epperò  : 

(A,A')  +  (-A',-A)  =  0. 

esiste  dunque  un  numero  che  sommato  con  (A  y  A')  produce 
zero.  Questo  numero  si  indicherà  anche  con  ^  (A  y  A'};  ed  il  suo 
valore  è  dato  da  (—A',— A). 

Ciò  premesso,  se  (A  j  A')  e  (B  j  B')  sono  due  numeri  qualunque, 
esisterà  anche  11  numero  : 

8  =  (A,A')  +  [-(B,B')]  (6) 

che  sommato  con  (B  ,  B')  darà  evidentemente  (A  ,  A').  Questo  nu- 
mero risolve  dunque  il  problema  di  sottrarre  da  (A  ,  A')  il  numero 
(B  ,  B*),  e  si  scriverà  : 

(A,A')-(B,B')  =  S. 

Ma  la  (5)  può  anche  scriversi  : 

8  =  (A,A')  +  (-B',~B) 

^  per  la  regola  di  addizione  : 

8  =  (A-B',A'-B). 

Il  problema  della  sottrazione  è  dunque  risoluto  in  ogni  caso 
^alla  formola  : 

(A  ,  AO-(B  ,  B')  =  (A-B' ,  A'-B).  (6) 

570.  Moltiplicazione.  —  Vediamo  ora  che  cosa  si  debba  inten- 
^^re  per  prodotto  di  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B').  Cominceremo 
^al  supporre  che  questi  due  numeri  siano  entrambi  positivi  e 
^ixiindi  anche,  come  è  sempre  lecito,  che  le  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B' 
^i  compongano  di  soli  numeri  positivi. 

Se  indichiamo  con  A-B  T  insieme  di  tutti  i  numeri  della  forma 
^t'hj,  che  si  ottengono  moltiplicando  un  numero  di  A  per  un  nu- 
'^ero  di  B,  e  similmente  con  A'-B'  il  complesso  di  tutti  i  numeri 
^ella  forma  a'f^'b\  ,  si  riconosce  facilmente  che  le  due  classi  A  B, 
^^  A'-B'  individuano  un  nuovo  numero. 

Invero  dalle  disuguaglianze  : 

«i  <  «'/*  y  h  <  ^'n 
»^  deduce: 

cioè  un  numero  della  classe  A«B  è  minore  di  ogni  numero  della 
classe  A'B',  Se  poi  formiamo  la  differenza: 

a\h\  -  a-ibj , 

fediamo  che,  scegliendo  opportunamente  gli  indici  Ti,  A:,  t,j,  potrà 
rendersi  piccola  a  piacere  ;  poiché  essa  può  anche  scriversi  iden- 
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ticamente  sotto  la  forma  : 

e  questa  quantit{\  è  evidentemente  minore  di 

•       a\{h\^bj)-\-h\{a\^a,) 

dove  ciascuno  dei  fattori  h\  —  bj  ed  a\  —  a^  può  rendersi  picco" 
a  piacere  per  supposto,  senza  aamentare,  ma  soltanto  diminuend 
ove  occorra,  i  valori  degli  altri  due  fattori  a\  e  6\. 

Esiste  dunque  il  numero  (AB  ,  A'B'),  che  noi  definiremo   coi 
prodotto  dei  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  scrivendo  : 

(A,AO-(B,BO  =  (AB,  A'BO. 

571.  Anche  qui    dobbiamo    legittimare   questa    definizione 
strando  primieramente  come  dall'  uguaglianza  : 

(E  ,  E')  =  (A  ,  A')  -^^ 

segua  necessariamente  V  uguaglianza  : 

(EB  ,  E'B')  =  (AB  ,  A'B').  d  ^ 

Invero  si  ha  (art.  563)  per  la  (8)  : 

d'onde  segue,  qualunque  siano  gli  indici  i,  j,  r,  Sy  h,  k: 

e.  d.  d. 

572.  Nel  caso  particolare  in  cui  (A  ,  A)  e  (B  ,  B')  siano  rispet- 
tivamente uguali  a  due  numeri  razionali  a  e  ^,  si  potrà  dunque 
scrivere  * 

■  (A  ,  A')-(B  ,  B')  =  (a  ,  a).(?.^)  =  («^  ,  a?)  =  af 

d'onde  appare  che  il  prodotto  dei  due  numeri  secondo  la    defini- 
zione (7)  ò  precisamente  il  numero  razionale  a^. 

573.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  senz'  altro  clic  il 
prodotto  di  due  o  più  numeri  reali  è  indipendente  daW ordine  di 
moltiplicazione  dei  fattori. 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  la 
unità  è  il  numero  stesso,  poiché  si  ha  : 

(A  ,  A0-(1  ,  1)  =  (A  X  1  ,  A'  X  1)  =  (A  ,  A') 

e  che  //  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  è  uguale  a 
zerOj  poiché 

(A  ,  A'j-(0  ,  0)  =  (A  X  0  ,  A'  X  0)  =  (0  ,  0)  =■•  0. 

Reciprocamente  si  vede  che:  se  un  prodotto  di  due  numeri 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B')  è  nullo,  dovrà  essere  tale  almeno  uno  dei  fat- 
tori. Infatti  dall'  uguaglianza  : 

(A  ,  AO-(B  ,  B')  =  (AB  ,  A'B')  =0 
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sì  deduce  evidentemente  che  gli  elementi  di  AB ,  per  supposto 
tatti  positivi,  dovranno  essere  tutti  nulli.  Ma  a  tale  oggetto  si  ri- 
cbiede  necessariamente  che  siano  nulli  tutti  gli  elementi  dell'  una 
o  dell'altra  delle  due  classi  A  e  B,  cioè,  che  è  lo  stesso,  che  sia 
nullo  l'uno  o  l'altro  dei  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'). 

574.  Finalmente  è  facile  riconoscere  che  anche  la  proprietà  di- 
sii'iòntiva  della  moltiplicazione  seguita  a  sussistere  del  pari  inal- 
terata nel  campo  dei  numeri  reali.  Si  ha  infatti: 

[(A  ,  A')  +  (B  ,  B')](C  ,  C)  =  (A  +  B  ,  A'  +  B^C  ,  C) 
=  (AC  -f-  BC  ,  A'C  +  B'C)  =  (AC  ,  A'C)  +  (BC  ,  B'C) , 
cioè   appunto  : 

[(A  ,  A')  +  (B ,  B')](C  ,  C)  =  (A  ,  A'XC  ,  C)  +  (B  ,  B'XC  ,  C). 

575.  Se  i  due  numeri    (A  ,  A')  e  (B  ,  B')    non    sono    entrambi 
positivi,  sarà  sempre  lecito  supporre  che  ognuno  di  essi  sia  defi- 
nito  per  mezzo  di  numeri  tutti  positivi  ovvero  tutti  negativi,   do- 
podiché non  si  avrà  che  estendere  ai  numeri  reali  la  nota  regola 
dei  segni  per  ricondurre  la  definizione  di  prodotto  dei  due  numeri 
^  quella,  data  pocanzi,  di  prodotto  di  due  numeri  positivi. 

576.  Divisione.  —  Dati  due  numeri  reali  positivi  qualisivogliano 
^  ^  v',  dividere  il  primo  per  il  secondo  significa  cercare  un  terzo 
^^^mero  x  che  moltiplicato  per  il  secondo  riproduca  il  primo.  Do- 
^'endo  soddisfarsi  all'  uguaglianza  : 

^x  -  aj 

8Ì  vede  primieramente  che,  se  il  numero  p  ò  zero  senza  che  sia 
zero  a,  non  può  esistere  alcun  valore  finito  di  x  che  rappresenti 
il  quoziente  di  a  per  fJ,  e  che,  se  a  e  p  sono  entrambi  nulli,  ogni 
numero  sostituito  per  x  soddisferà  all'uguaglianza,  e  potrà  quindi 
considerarsi  come  quoziente  di  a  per  p. 

577.  Noi  supporremo  dunque  che  dei  due  numeri  : 

a  =  (A,A'),?  =  (B,B') 
il  secondo  (B  ,  B')  sia  diverso  da  zero;  cosicché,  se  indéchiamo  con 

e 

h'       h'      7)' 

^li  elementi  di  B  e  di  B',  potremo  ritenere  che  le  b^  ,  b^  ,  63, ...  sian 
tutte  positive  e  maggiori  di  un  certo  numero  0  diverso   da   zero. 

Designiamo  ora  con  -=r  la  classe  formata  dai  numeri  t~  >r"  >  7--  •  •  ^ 

B  b^    O2    O3 

con  ^  quella  formata  dai  numeri  —  ,  77-  >  -  •  •  • 
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È  facile  riconoscere  che  queste  due  classi  individuano  un  nuo\ 
numero  fz^^  ;  — ì.  Infatti  dalla  disuguaglianza: 

si  deduce  : 

JL       ^ 

cioè  ogni  numero  di   ~  è  minore  di  ogni  numero  di  — -.   Inol« 

13  S 

la  differenza: 

può  rendersi  piccola  quanto  si  vuole,  rendendo  sufflcientemev 
piccola  la  differenza  h\  —  6^ ,  poiché  il  denominatore  5^  è  un  ■: 
mero  fisso  diverso  da  zero. 

Se  ora  facciamo  il  prodotto  di  ^  pel  nuovo  numero  : 

otteniamo  per  la  regola  di  moltiplicazione  (art.  570)  : 

w=(i-..i)='.        (> 

poiché  i  numeri  della  prima  classe,  essendo  essi  della  forma  -/  , 

essendo  per  supposto  h^  <  h\  ,  saranno  tutti  minori  di  1  e   siin 
mente  quelli  della  seconda  tutti  maggiori  di   1.   Il  numero   ^^ 
dunque  il  cosi  detto  reciproco  di  p. 
Sia  ora  x  il  quoziente  cercato  di  a  per  ^  ;  si  dovrà  avere  : 

P«x  =  a  (1 

e  quindi  anche  : 

ossìa  per  la  (10): 

e  questo  numero  soddisferà  evidentemente  alla  (11),  cioè  sarà, 
quoziente  dlrcato. 

Esso  può  esprimersi  più  semplicemente.  Si  ha  infatti  per  la  % 
gola  del  prodotto  : 


X 


=  (l^.^)-(A'->  =  (è.|') 


A  d- 

dove  -^f  é  il  complesso  di  tutti  i  numeri  -f  che  si  ottengono  € 

videndo  un  elemento  qualunque  di  A  per  uno  qualunque  di  H 

A' 
e  similmente  per  — . 
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Il  quoziente  della  divisione  di  dt  per  ^,  che  abbiamo  dimostrato 
esistere  ed  essere  perfettamente  determinato,  si  indica  col  simbolo 
d 
r.  Il  problema  della  divisione  è  danqae  risolato   dalla  formola  : 

(B,B')      VB'  '  B/'  ^^''^ 

a 
57H.  Dalla  formola  che  definiva  il  simbolo  ^  : 


Kl)=" 


si  deduce  moltiplicando  i  due  membri  per  y  : 


(13) 


*(?)= 


Segaita  danqae  a  sussistere,  anche  pei  numeri  reali,  la  formola: 
S®  poi  si  somma  la  (13)  membro  a  membro  con  V  analoga  : 


»i  ottiene  (art.  674)  : 


KS= 


p-(i+l)=«+T^ 


*!'  onde  r  altra  formola  fondamentale  : 

Per  mezzo  delle  (14)  e  (15)  si  ha  poi  : 

P  "^  5  ■"  f  5  "^  6?  p6      *  ^  ^ 

^  dunque  ormai  chiaro  che  tutte  le  regole  e  proprietà  fondamen- 
tali del  calcolo  colle  prime  quattro  operazioni  si  mantengono  inai- 
^Tate,  quando  dai  numeri  razionali  si  passi  al  campo  più  esteso 
^ei  numeri  reali. 

579,  Estrazione  di  radice  ad  indice  intero  e  positivo.  —  Es- 

*^ndo  p  un  qualsiasi  numero  reale  e  positivo,  il  numero   (A ,  A') 

^^e  ha  per  seconda  classe  tutti  i  numeri  razionali  la  cui  potenza 

^     (n  intero  e  positivo)  è  superiore  a  p,  e  per  prima  classe  tutti 

*  ^manentif  soddisfa  alVequazione: 

X'*  =  p.  (17) 


Invero,  scrivendo  come  al  solito  : 

(A  ,  A')  =  («1  ,  «2 ,  cfg  .  .  .  ;  a\  ,  a',  ,  «'3  .  .  .) 
si  ha,  supponendo  per  fissare  le  idee  n  =  3: 

(A  ,  Ay  =(...,  ctiaja^  ,...;...,  a\a\a'j  ,...)•  (  t  8) 

Ma  dalle  disuguaglianze  presupposte  : 

si  deduce  :  _^  __ 

(a,-aj«a^)*<p'    ed     a^'aj-a^^p. 

Il  numero  p  è  dunque  >  di  tutti  i  numeri  che  compongono  la 
prima  classe  del  simbolo  (18),  e  similmente  si  riconoscerebbe  es- 
sere <  di  lutti  i  prodotti  a\'a\'a'j.  È  dunque  p  il  numero  ohe 
separa  le  due  classi,  cioè  si  ha  appunto  : 

(A  ,  Ay  =  p. 
580.  Non  esiste  alcun  altro  numero  reale  positivo   che  soddisfi 


n 


alla  stessa  equazione  (17)  ;  cosicché  il  simbolo  Vp  ^«)  nel  cam^^ 
dei  numeri  reali  positivi^  il  significato  di  un  unico  numero  ^^^ 
determinato,  che  si  chiamerà  la  radice  n*"°  aritmetica  di  p. 

Infatti,  se  X  ed  y  siano  due  soluzioni  della  (17),  si  avrà  evidoH; 
temente  a;'*  =  y'*.  Ora  quest'eguaglianza  è  inconciliabile  coU'ipotesi 
che  i  due  numeri  positivi  x  ed  y  siano  differenti,  poiché,  se  fos^^ 
p.  es.  X  <y,  ne  seguirebbe,  a  fortioriy  elevando  alla  potenza  en- 
nesima :  x"  <  y^. 

581.  Dopo  quanto  si  è  visto,  non  vi  è  ora  alcuna  difficoltà  a 
stabilire  il  significato  del  simbolo  h^,  qualunque  sia  il  numero  reale 
positivo  h  e  qualunque  sia  il  numero  razionale  a. 

Partendo  dal  concetto  che  il  significato  di  A*  debba  stabilirsi 
in  modo  da  far  sussistere  poi  senza  eccezione  la  regola  fonda- 
mentale espressa  dalla  formola  : 

/i».;i*'  =  7è***'  (19) 

si  scorgerà  facilmente  che  il  significato  aritmetico  di  h^  non  può 
definirsi  che  in  un  unico  modo.  Cioè,  se  a  è  dapprima  un  numero 

razionale  pcfsitivo ,  vale  a  dire  della  foma   — ,  dove  m  ed  n  sono 

n 

interi  e  positivi,  si  dovrà  porre  come  definizione  di  h^: 

m       n 

h^'  =  yjh"'  (a) 

e,  se  a  è  un  numero  razionale  negativo  : 

Jl        l  i 

^  "  =  -UT  =ir^^  ih) 

h*'         'sjh"' 
Poste  queste  definizioni,  alle  quali  deve  aggiungersi  ancora  il 
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CASO  particolare  : 

h^=l,  (e) 

è  facile  verificare  che  la  formola  fondamentale  (19)  seguiterà  a 
sussistere  per  tutti  i  valori  razionali  degli  esponenti  a  ed  a'. 

582.  Chiuderemo  questo  §  con  alcune   proprietà   fondamentali 
delle  disuguaglianze  fra  numeri  reali. 
Si  ha  primieramente  che  :  dalle  disuguaglianze  : 

a§?    ed    a'?^' 
fra  quattro  numeri  reali  positivi,  segue  necessariamente  : 

Questo  princìpio  (di  cui  abbiamo  implicitamente  fatto  uso  all'ar- 
ticolo  580j,  ò  un  corollario  immediato  dei  criterii  di  eguaglianza 
6  di  disuguaglianza  dati  agli  articoli  563  e  564. 

583.  Dalla  definizione  (a)  segue  che  :  se  a  è  un  esponente  posi- 
^m  (per  ora  anche  razionale),  la  potenza  h*  avrà  un  valore  mag- 
giorBj  uguale  a  minore  di  1,  secondochè  sia  maggiore  eguale  o  mi- 
nore di  1,  il  numero  h. 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee,  ^  >  1  ;  e  supponiamo,  se  è  pos- 
sibile, che  si  avesse  (m  ed  n  essendo  interi  e  positivi)  : 

h''^^  1. 
Elevando  alla  potenza  n"^  se  ne  dedurrebbe  (art.  582): 

Ora  ciò  è  assurdo,  poiché  dal  supposto  h>ì  segue  (art.  582 j  h^>l. 

584.  Si  vede  invece  che:  se  ol  è  un  esponente  negati vo^  la  po- 
tenza h*  sarà  rispettivamente  minore,  uguale^  o  maggiore  di  1,  se- 
coijdochè  h  sia  maggiore,  uguale  o  mimo  re  di  1. 

E  questa  una  conseguenza  immediata  del  teorema  precedente, 
se  si  consideri  che,  per  la  definizione  {b},  h"^  è  il  numero  reci- 
proco di  h\ 

ITote  ed  Esercizi. 


1.  La  definizione  di  somma  data  alTart.  56G,  oltre  ad  essere,  come  si  ò 
dimostrato,  legittima  ed  opportuna,  è  altresì  necessaria.  Non  sarebbe,  cioè, 
possibile  di  dare  por  la  somma  un^altra  definizione  che  non  fosse  ad  essa 
equivalente. 

Sia  infatti  x  il  numero  che  si  voglia  definire  come  somma  di  a  e  di  ^. 
Dalle  disuguaglianze  : 

che  hanno  luogo  per  lo  definizioni  date  di  a  e  di  ^,  si  dove  poter  dedurre: 

ai-\-hj^(i-Vf^^a\-\-h\ 
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6  quindi  anche  : 

Il  numero  x  dovrà  danqne  essere  ^  di  tutti  i  numeri  della  classe  ^  -l-B 
e  ^  di  tutti  quelli  della  classe  A'  +  B'.  Esso  rappresenterà  dunque  i  'M  Da- 
merò di  separazione  delle  due  classi,  cioè  sarà  appunto  ^=(A-f  B,  A' — ^B'). 

2.  Un^  osservazione  affatto  analoga  si  deve  fare  a  proposito  della  <]efi- 
nizione  di  prodotto  data  alPart.  570. 

Volendo  infatti  definire  un  certo  numero  reale  x  come  valore  del  'pro- 
dotto a^,  dalle  disuguaglianze  fondamentali  : 

si  dovrà  poter  dedurre  : 

afij  ^  aj  ^  a\6'fc. 

Il  numero  x  dovrà  dunque  essere  maggiore  di  tutti  i  numeri  della  classe 
A.B  e  minore  di  tutti  quelli  della  classe  A'.B',  cioò  dovrà  essere  f^P" 
punto:  X  =  (AB  .  A'  B'). 

8.  Essendo  dati  due  numeri  positivi  : 

a=(ai  jG^ja^ ,...  ;  a\  ,  a', ,  a'3 ,...),  P=(&i ,  &2  >  ^3.1—  ?  ^'i  f  ^'2  7  ^'s  v^ 


e  supponendo  disposti,  ove  ciò  sia  possibile,  i  numeri  delle  prime  cla^^^ 
in  modo  da  formare  una  progressione  crescente  ed  infinita   e   quelli   del  ^  ^ 
seconde  in  modo  da  formare  una  progressione  infinita  e  decrescente,  òìm^^ 
strare  che  : 

a  -f  p  =  (a^  +  ^1  ,  a,  +  62  >  •  •  •  ;  a\  +  ò'^  ,  a',  +  ft'j  ,  .  .  .) 
ed 

Ciò  ha  molta  importanza  pratica,  poichò  in  questo  modo  le  classi  eh 
definiscono  la  somma,  ovvero  il  prodotto,  assumono  forma  più  semplice^^ 
ottenendosi  i  loro  elementi  come  somme,  ovvero  prodotti,  dei  eoli  elemen^^^ 
corrispondenti  dello  classi  corrispondenti. 


§  5.0  —  Limite  di  una  saccessione  (progressione)  infinita 

di  numeri  reali. 


585.  Consideriamo  una  successione  di  un  numero  infinito  di  nu- 
meri ^1  ,  ^2  ,  «8  ?  ^4  >  •  •  •  »  ^*i  >  •  •  •  ^^^®  c^^  ^d  ogni  valore  deirin- 
dice  n  corrisponda  un  valore  ben  determinato  di  a^.  Si  dice  che 
una  siffatta  successione  ammette  il  limite  a  (od  anche  che   tende 
al  limite  a  col  crescere  di  n  airinfinito)  quando  la  differenza  fra 
a  ed  uno  qualunque  dei  termini  di  indice  abbastanza  grande  sia 
più  piccola  di  una  quantità  assegnata,  piccola  ad  arbìtrio.  In  altri 
termini  :  se  e  è  un  numero  positivo  piccolissimo  da  fissarsi  a  pia- 
cere, si  potrà  sempre  determinare  11  in  modo  che  tutti  i    numeri 
della  successione  a  partire  da  a^  differiscano  da  a  per  meno  di  e. 
Cioè  si  dovrà  avere  in  valore  assoluto  : 

a  -  a^  <  6    ,    a  —  a^^.^  <  s    ,    a  -  a^^^  <  e  , .  .  . 

contemporaneamente  per  lo  stesso  valore  di  e. 
Si  dice  anche  talora,  con  locuzione  più  semplice  ma  meno  ri- 


iél\ 


1 

— r-  - 


Sierosa,  che  i  numeri  di  una  successione  tendono  ad  a  quando  col 
crescere  degli  indici  essi  si  avvicinano  indefinitamente  ad  a. 
8e  una  successione  d' infiniti  numeri  : 


^j  »  ^i  >  ^8  ;  •  •  •  )  ^n  •  • 


ammette  un  limite  a,  ciò  s' indica  colla  scrittura  : 


lima^  =  a 


ir  Ili  :i 


rime 
,^*Ii:  il 


:a**i 


r.  -" 


ìniu 


e  spesso  più  semplicemente  con  lima^=3t;  sottintendendo  per  n=oo  . 

Esempio  l.o  —  Poiché  col  crescere  deir indice  n  i  numeri: 

1111 
'2  '  3  '  4  '"•'  ^' 

diventano  sempre  più  pìccoli,  fino  a  differire  dallo  zero  di   tanto 
poco  quanto  si  voglia,  si  avrà  : 

lim-  =0. 

n=QO  ^ 

Esempio  2.o  —  Sia  la  successione  : 

2  3      4      5  1  +  71 

3  '  4  '  6  '  6''"2T7l'"-- 

Per  questa  successione  si  ha  : 

lim =  1. 

n=oo2  +  n 

Per  verificare  ciò  formiamo  la  differenza  fra  il  limite  presunto  1 
^  un  termine  qualunque  a^. 
8i  trova  : 


1- 


1+n     2  +  n-(l:+n) 


2  +  n 


2  +  71 


2  +  n 


ed  è  evidente  che  la  frazione 


2  +  n 


diviene  più  piccola  di   ogni 


quantità  assegnabile  col   crescere  indefinitamente  dell'  indice  n. 
Dunque  ecc. 

586.  Data  una  successione  indefinita  di  numeri  : 

si  tratta  ora  di  stabilire  un  criterio  per  riconoscere  so   essa  am- 
metta, 0  pur  no,  un  limite  detcrminato. 
Noi  dimostreremo  a  tale  oggetto  il  seguente  : 

Teobema.  —  La  condizione  necessaria  e  sufflcienfe  affinchè  una 
guceesBwne  di  infiniti  numeH  ammetta  un  limite,  si  è  che,  per  ogni 
Capelli.  — >  IttUuaioni  di  analisi  algebrica,  8.*  odiz .  86 
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quantità  piccola  quanto  si  voglia  6,  esUta  un  vettore  finito  deWin- 
dice  n  tale  che  la  differenza  fra  il  numero  a^  ed  uno  qualunque 
dei  successivi  sia,  in  valore  assoluto,  minore  di  e.  Si  deve  cioè 
avere  (♦): 

contemporaneamente  per  A;=l,2;3y.... 

Cominciamo  col  dimostrare  che  questa  condizione  ò  necessaria. 
Invero^  ammettiamo  che  della  successione  data: 

il  limite  ci  sia,  e  sia  A.  Presa  allora  una  quantità  6  piccola  ad 
arbitrio,  si  potrà  sempre  prendere  poi  n  abbastanza  grande  perchè 
si  abbia: 


ed  inoltre 


onde: 


|A  -  «ni  <  I 


|A-a„+fc|<  ;;    ,    fc  =  l,2,3, 


•  • 


|A  -  a^\  +  |A  -  a^+j|  <  e 
e  ancora  a  fortiori  (♦♦)  : 

l(A  -  a^+fc)  -  (A  -  «n)l  <  Si 

cioè  appt^nto  : 

Dunque,  se  la  successione  ammette  il  limite,  la  condizione  è  ve- 
rificata; epperò  è  necessaria  per  l'esistenza  del  limite. 

587.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che  questa  condizione  è  anche 
sufficiente  ;  ammetteremo  dunque  che,  per  ogni  quantità  positiva  ^ì 
fissata  piccola  ad  arbitrio,  si  possa  sempre  determinare  n  in  moà^ 
da  avere  : 

l«n+*-«nl<e        ,         A;  =  l,2,3,... 

e  dimostreremo  che  allora  esiste  necessariamente  un  limite  p^^ 
la  successione  data. 

Immaginiamo  di  avere  una  successione  di  quantità  positive  ^^' 
verse  da  zero  e^  ,  e^ ,  Sj  ,  .  .  .  ,  e^  , . .  .  tale  che  sia  lim6^=^0.  IT^* 

siffatta  successione  si  può  sempre  costruire  in  infiniti  modi  ;  p  ^^ 

esempio  basterà  prendere  6^=  -.  Presa  una  qualunque  di  que^  ^® 

Tv 

quantità  e,- ,  si  potrà  sempre,  per  ipotesi,  determinare,   corrìspc^^' 


(*;  D^ora  innanzi,  per  designare  il  valore  assolato  di  una  quantità,  r  '^' 
chiuderemo  la  quantità  stessa  fra  duo  parentesi  quadre. 
(**)  Poiché,  se  a  e  p  sono  due  numeri  reali,  si  ha  sempre  : 
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^^teinente  ad  essa,  un  certo  valore  n^  dell'indice  n  tale  da  avere: 

l«n,+k  -  «nj  <^i (0 

In  corrispondenza  delle  quantità  Si  ^  s^  >  Ss  9  -  -  -  avremo  dunque 
altrettanti  indici  n^  ^n^  ,n^  ,  .  . .  per  i  quali  saranno  verificato  1© 
Qisaguaglianze  : 

K,^k  -  «n  I  <  fi 
*  1 

\^n^+k  "  ^nji  <h  }        A;  =  1,  2,  3,  .  .  . 

«n.+fc  -  «#,  I  <  £3 

»  8 

CiC>  premesso,  indichiamo  con  A  la  classe  formata  dai  numeri: 
e  con  A'  quella  formata  dai  numeri  : 

l)ico  che  queste  due  classi  individuano  un  numero  (A  ,  A')  =  a 
e  che  questo  è  appunto  il  lìmite  della  successione  data. 

Consideriamo  infatti  un  elemento  qualunque  a^.  —  s^-  della  classe 
A  ed  uno  qualunque  a„.  +  Sj  della  classe  A'.       * 
i^obbìamo  dimostrare'' primieramente  che: 

0  che  è  lo  stesso  : 

Ora  ciò  riesce  manifesto  se  si  riflette  che,  nel  caso  di  rij  >  n^ ,  si 

ba  per  le  (1)  : 


e 


)  nel  caso  di  uj  <  n^ ,  si  ha  per  le  stesse  (1)  : 


«n,.-%l<ei 


onde  in  ogni  caso  sarà  : 

«^  a  foHioH  : 

««,  -  %  <  ^i  +  2^- 

^Q  secondo  luogo  dobbiamo  dimostrare  che  la  differenza  : 
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può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  opportunamente  gli  in- 
dici i  ed  /.Ed  invero  a  tale  oggetto  basterà  prendere  7=»,  poiché 
allora  questa  differenza  si  riduce  a  2Sj  che ,  per  supposto ,  può 
rendersi  piccolo  a  piacere  prendendo  Tindice  i  abbastanza  grande. 
•  Ora  io  dico  che  il  numero  a  =  (A  ,  A')  cosi  determinato,  è  ap- 
punto il  limite  della  successione  a^  ,  a^  ,  ag  ,  .  .  . .  Infatti,  poiché  a 
é  compreso  fra  i  numeri  di  A  e  quelli  di  A',  si  ha  : 

«n,  -  e,.  <  a  <  a^^  +  e,. 

e  anche  cambiando  i  segni  a  tutti  i  membri  : 

e<-%>-a>-«i.^-6,. (2) 

Inoltre,  per  le  (1),  si  ha: 

«n..  +  6<  >  «n.+fc  >  %  -  Si     y     A:=l,  2, (O 

Se  ora  sommiamo  membro  a  membro  la  (2)  con  la  (3) ,  otte- 
niamo : 

2e<  >  «n^+fc  -  a  >  -  26,      ,        fc  =  1,  2, .  .  . 

cioè  : 

h-«n,.+*l<2e<        ,        fc=l,  2, (^) 

Basterà  dunque  prendere  Tindice  m  di  a^  maggiore  di  n^  per- 
chè a^  differisca  da  a  per  meno  della  quantità  piccolissima  26,- 5 
e  ciò  esprime  appunto  che: 

lima^  =  a. 

tn -00 

588.  Come  applicazione  del  teorema  ora  dimostrato  vogliamo  f^^ 
vedere  che  :  una  successione  infinita  di  numeri  positivi  crescenti  • 

*i  ?  *2  §  *3  ?  *4  •  •  •  (P' 

(i  cui  valori  non  divengono  infinitamente  grandi  col  crescere  dt^^' 
Vindice  n)  tende  sempre  ad  un  limite  determinato. 

Dire  che  i  valori  (5)  non  possono  divenire  infinitamente  grao^^^ 
col  crescere  delTindice  n  significa  esistere  un  numero  positivo  ^ 
tale  che  si  abbia  sempre  : 

«n  <  ^ 

comunque  grande  si  voglia  prendere  l' indice  n. 

Ciò  premesso,  si  immagini  fissata  a  piacere  una  quantità  po^^ 
tiva  6,  anche  piccolissima  purché  non  nulla,  e  si  consideri  la  p  ^^ 
gressioue  aritmetica  : 

0  ,  s  ,  2£  ,  Ss  ,  4s  ,  .  .  .  . 

Per  mezzo  di  questi  termini  l'intervallo  compreso  fi*a  0  e  A;  ^ 
verrà  a  suddividere  in  un  numero  finito  di  intervalli  più  picc-  ^^ 
(cioè  p.  es.  da  0  ad  e,  da  e  a  26,  .. .  da  me  a  Xc,  se  A;  è  compra  ^ 
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fira  me  ed  (m  +  1)  s).  Si  immagini  ora  conosciuto  quello  di  questi 
intervalli  che  è  V  ultimo  in  cui  possa  trovarsi  compreso  qualche 
namero  della  successione  (5).  Esso  potrà  essere  Tintervallo  estremo 
fth  mz  e  kj  o  più  generalmente  un  intervallo  qualunque  fra  [jle  e 
(ìi  +  l)s.  Sia  allora  a^  un  elemento  di  (5)  compreso  in  esso.  Per 
ipotesi  tutti  i  numeri  della  successione  a,  ,  a^^^  ,  .  .  .  saranno  in- 
feriori a  (pi  +  l)s,  d'altra  parte  essi  sono  per  le  (5)  superiori  od  al 
più  eguali  ad  a^  ;  quindi  essi  si  troveranno  tutti  compresi,  al  pari 
dia,-,  neir intervallo  fra  j/e  e  (;x  +  l)c.  Si  avrà  quindi  evidente- 
mente : 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  resistenza  del  limite 
resta  cosi  verificata. 

589.  Per  trovare  il  limite  di  una  successione  infinita  di  numeri^ 
si  fa  spesso  uso  del  seguente  teorema  : 

Se  SL^  e  h^  tendono  ad  uno  stesso  limite  a  col  crescere  dell*  in- 
dice n  e  c^  è  un  numero  sempre  compreso  fra  a^  e  h,^ ,  esso  pure 
avrà  per  limite  a  col  crescere  di  n  alVinfinito, 

Infatti,  poiché  c^  è  compreso  fra  a,j  e  6„ ,  la  differenza  e,,  —  a 
sarà  compresa  fra  a^  -  a  e  ò^  —  a.  Ma ,  essendo  a  per  supposto 
limite  di  a^  e  di  6^ ,  ciascuna  delle  differenze  a^  —  a  e  6,^  —  a  , 
per  la  definizione  di  limite,  diventerà  piccola  a  piacere  purché  si 
prenda  V  indice  n  abbastanza  grande.  Lo  stesso  accadrà  dunque 
«  fortiori  della  differenza  c,^  —  a  il  cui  valore  algebrico  è  com- 
preso fra  quelli  di  queste  due;  cioè  c„  tenderà  del  pari  allo  stesso 
limite  a  col  crescere  di  n  air  infinito. 

Esempio  :  Se  lima^  =  1,  è  anche  lim>/a„  =  1. 
Invero,  a  seconda  del  valore  dell'indice  n,  il  numero  a^  potrà 
essere  maggiofe  o  minore  di  1.  Ora  si  ha: 

per  a^^ì:  l§v/a^§a^ 

per  a^^l  :  l^v'a^^a^ 

come  si  riconosce  subito  elevando  tutti  i  membri  alla  potenza  in- 

tera  e  positiva  q.  In  ogni  caso  il  numero  v/a,^  è  dunque  compreso 
fra  i  due  numeri  1  ed  o^ ,  che  hanno  lo  stesso  limite  1  ;  come 
bastava  dimostrare. 

590.  Se  il  numero  a^  finisce  per  diventare,  in  valore  assoluto, 
PJ^  grande  di  qualsivoglia  quantità  assegnabile  col  crescere  infi- 
nitamente di  n,  si  dice  qualche  volta  che  a^  ha  per  limite  Vinfl- 
^ito  e  si  scrive  : 

lima   =00. 

Se  inoltre  col  crescere  deirindice  «,  il  numero  n  finisce  per  a- 
^pre  sempre  lo  stesso  segno  positivo  (o  negativo),  si  dice  più  spe- 
c^ficatanaente  che  a^  ha  per  limite  l'infinito  positivo  ovvero  l'in- 
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finito  negativo,  scrivendosi  a  seconda  che  ha  luogo  l'uno  o  l'altro 
caso  : 

lima^  =  +  00 ,  ovvero  :  lima^  =  —  co . 

A  schiarimento  di  queste  definizioni  si  considerino  i  seguenti 
esempi  : 

,.     2  +  « 

lim — ---  4-  -f-  00 

n=ao       ^ 


lim- 

f-  n 

00 

n=ao 

2 

lini- 

+  (-ir 

•  n 

fio 

ilXU  ~~ 

f}=:oo 

2 

«A/  • 

Chiuderemo  questo  paragrafo  con   alcuni   altri   esempi -di  fre- 
quente applicazione. 

591.  La  somma: 

1+^+]  +  ...  +  ^  .    (^> 

diviene  infinitamente  grande  quando  n  cresce  cUVinflnito. 

Invero,  se  da  un  valore  qualunque  di  n  si  passa  al  valore  dop* 
pio  2n,  la  somma  (6)  si  viene  ad  accrescere  della  quantità  : 


n  +  1      71  +  2  271 

che  è  maggiore  di  -  ;  poiché,  sostituendo  in  luogo  di  ogni  termi  t^^ 

di  (7)  il  più  piccolo,  cioò  --,  si  ha  evidentemente: 

^n 

11  1        1       J^  1   _     1   _1 

n4:i"^7r+^"^'--^27i^2;i'^2/i'^*"'^2;i-'*2^~2' 

È  dunque  chiaro  che  raddoppiando  successivamente  e  indefir^  ^7 
tamente  il  valore  di  n,  la  somma  (6)  si  verrà  ad  accrescere  ^-^\ 
un  numero  di  mezze  unità,  che  potrà  essere  grande  a  piacere  ^ 
onde  la  somma  stessa  potrà  rendersi  grande  a  piacere. 

592.  Piii  generalmente^  si  Tia,  qualunque  sia  il  numero  positivo  ^' 

^^^  (;rrT  ^  ;rrr>  +  •••"*■  wzi)  =  +  *^  •  (»^ 

»i=»\a  +  l      a-f  2  a  4-71/ 

Infatti^  se  7^  è  l'intero  immediatamente  superiore  ad  oe,  si  ha: 

11  ,111  l 

+ 7.  +  . . .  +ì— :   -  >  ,— :  + +  .  . .  + 


a  +  l^a4.2^'^^a  +  7i     A  +  1      7^+2  /i  +  n 

ed  è  chiaro  che  il  secondo  membro  cresce  indefinitamente  col  ere* 
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seere  di  n,  poiché  la  somma  : 

(  1  +  jr  +  .  .  .  +  r-")  +  (7-— 7  +  7 i;  +  .  •  .  +  £ ") 

\        2  hj      \h -\-  l      h+2  h  +  nj 

diviene,  per  l'art,  prec,  infinitamente  grande  por  n  =  w . 
593.  Se  a  e  ^  sono  due  numeri  positivi,  si  ha,  per  a  <  ^  : 
lim^°^  +  l)(a  +  2)(d  +3)  .  . .  (a  +  n)  ^  ^ 


u=»(p  +  l)(?  +  2)(p+3)..,(?+n) 
Si  può  scrivere  infatti  : 


(jj-lXg-h2)...(g-ni)      /,  .  P-a\/,   .  P-a\      f.  ,  g-ax 
(a  +  l)(a  +  2)...  (a  +  n)"  V  "^  STlA    "*■  a +  2/' ••V"*"a  +  n;- 


)  ritenendo  soltanto  una  parte   dei   termini    che   niiscerebbero 
Giallo  sviluppo  del  secondo  membro,  si  ha  evidentemente  : 

V      a+l/V       «+2/      \       a+M/  »+l      a+2  a+n  ' 

onde: 

(a +  l)(a  +  2).  .  .(a  + n)  ^  ^  "^  ^'*~*M^"Ì      <»  +  2  ■^"•■*' a +  «  • 

ti'  asserto  è  così  dimostrato^  poiché  il   secondo   membro   diviene 
(^rt.  592)  infinitamente  grande  per  n  =  00 . 

ITote  ed  Esereisi. 

1.  Il  quoziente  -^ si  chiama,  come  è  noto,  la  media  aritme- 

n 

iicQ  dei  numeri  Oj  ,  a,  , .  .  .  ,  a^.  Se  a  0  p  sono  rispettivamente  il  minimo 

&<i  il  massimo  fra  i  valori  algebrici  di  a^  ,  a,  ,  .  .  . ,  a^ ,  dallo  uf^uaglianze: 

a  §  a,        ,        «2  <  ? 


*'  dedace  sommando  membro  a  membro  e  dividendo  per  n  : 

a< <fj, 

cioò:  Iq  media  aritmetica  di  pia  numeri  è  compresa  fra  il  valore  più  piccolo 
ra  U  valore  piiìt  grande  dei  numeri  stessi. 

2*  8e  la  successione  a|  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  tende  al  limite  finito  A,  si  può  sempre^ 
data  una  quantità  positiva  e  piccola  a  piacere,  determinare  Vindice  n  in  modo 
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che  la  media  aritmetica  di  un  numero  qualunque  di  termini  della  tuceeetione^ 
scelti  fra  quelli  che  vengono  dopo  a^ ,  differisca  da  A  per  meno  di  t. 

Ricordando  la  defìuizione  di  limite  si  vedrà  che  ò  questo  un  semplice 
corollario  del  teorema  precedente. 

8.  8e  la  euccessione  a,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  tende  al  limite  A,  anche  la  media  arit- 
metica, M|^ ,  dei  primi  n  termini  tende  allo  atesso  limite. 

Sapponiamo  dapprima  A  =  0.  Fissata  a  piacere  e  si  potrà,  pel  teorema 
precedente,  fissare  (x  in  modo  da  avere  : 


a 


V-H 


+  «JA4.2  +  .  .  .  +  O) 


|t4-n| 


n 


<6 


per  tutti  i  valori  di  n.  Potendosi  scrivere  : 


^V-l-n  = 


«t  +  ^2  +   •  •   •  +  ^» 


a^i  +  a^^-a  +  .  .  .  +  0^4.,^ 


si  avrà  dnnqne  : 


|M 


V-  +  n  IJi  +  n 


Ji+n 


+  6. 


Ma,  per  valori  di  n  abbastanza  grandi,  si  ha  evidentemente  : 

a,  4-  «2  +  .  .  •  +  flit 
-i f »*  <  6. 

IJL  +  n 
Sarà  dunque  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  : 

Con  ciò  resta  appunto  dimostrato  che  : 

limM,.  =  0. 

Se  A  è  diverso  da  zero,  la  successione  «j  — A  ,  a,  — A  ,  .  .  .  avrà  an oofa 
por  limite  zero.  Si  ha  dunque  pel  caso  precedente  : 

lim^'^^  -  A)  +  (gg  -  A)  4-  . .  .  +  (a^  -  A)  ^  ^ 


cioò  appunto  : 


lim 


(aj  +  a 


2 


+  . . .  4-  o 


n 


^*-aUo. 


4.  Se,  per  n  =  co  ,  lim  a^  =  A  e  lim  b„  =  B,  si  ha  anche  : 

l.^^^-nzi  =  A.B. 


lim^i^^jL^*.^"-!  +  •  •  •  +  "»^i  _ 


«=00 


n 


Posto  infatti  :  a„  =  A  -f  a^  ,  &/i  =  B  +  p,^ ,  cosicché  lima^^  =  0  ,  limg, 
si  può  scrivere  : 


fcm 


5](A  + a..)  (B +  ?„_,) 

^l^n  +  ^2^«-l  +  •  •  •  +  a,fii  _  ^1 


71 


n 


=  AB4-B — ^+A-^4-- 


H 


91 


n 
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Poiché  già  sappiamo  (Nota  8*)  ohe  : 


n  n 


ci  resta  soltanto  a  dimostrare  che  : 


fan 

lim^5]a,p^.,  =  0.  (1) 


Ora,  tendendo  a^  e  ^n  al  limite  zero,  i  loro  valori  assolati  non  possono 
creacere  indefinitamente;  onde  esisterà  un  numero  positivo  fisso  Q  tale 
da    aversi  per  tutti  i  valori  di  i  : 

Kl  <  Q      ,      \h\  <  Q- 

Bsisterà  inoltre,  per  ogni  numero  positivo  e  fissato  a  piacere,   un  valore 
di  (a.  tale  che  sia  : 

l«.l<e        ,        |P.1<6 

per  tutti  i  valori  di  i  superiori  a  (x.  Se  dunque  prendiamo  n>2|jL,  avremo: 

l«.f„-/l<8-T 

poiché,  se  i  sia  ^{i,  sarà  invece  n— 1>  ^  Si  potrà  dunque  scrivere,   per 
n>2iji: 


'"  1=1  ^ 


<l'onde  segue  immediatamente  la  (1). 
^*  Si  applichi  il  teorema  delPart.  589  a  dimostrare  che  : 


sino; 
lim-— =  1, 

a=0   X 


o;  X    r     ,  .        sin  Xq      sinx,       sinx, 

^'oe  che  la  tuecessione  ,  ,    —  ,  .  .  .  ha  per  limite  1,  quando 

In  '  *0  *l  ^« 

p*  »ucee88Ìone  Xq  ,  x,  ,  z,  ,  .  .  .  ha  per  limite  zero.  Serviranno  a  quest^  uopo 
^  diseguaglianze  : 

sinoc  <x  <  tgx 

^Q  è  assai  facile  stabilire  geometricamente. 
6.  Essendo,  come  alPart.  598,  a  <  p,  riconoscere  che  : 

(a-hl)(a+2) .  .  .  (a-f  n)  _  1 . 2 •  3  .  .  .  n 

(g+l)(r+2)-r.V(?+n)  <  /p-«        N/p-«^     N       /^a        V 

Vl+a        /^Ha        /      \l-fa        / 

«  •  Dimostrare  che:  lim  ^  =  0. 


n=oo7i'* 
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8.  Dimostrare  che  si  ha  anche,  più  generalmente: 

lim|n*.m=0 


comunque  si  fissi  Tesponento  k. 


§  6.0  —  Operasioni  fondamentali  sa  limiti  finiti. 


594.  Se  a^  e  b„  tendono  rispettivamente  ai  limiti  finiti  A  e  B, 
la  somma  a^  +  h^^  avrà  per  limite  A  +  B,  e  to  differenza  a^  -  b„ 
avrà  per  limite  A  —  B. 

Per  dimostrare  che  iim(a„  +  6 J  =  A  +  B,  basta  far  vedere  che 
per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  si  può  avere  : 

|(A  +  B)-.(a,  +  0|<6, 

£  essendo  una  quantità  positiva  piccolissima  fissata  ad  arbitrio. 
Ora  questa  disuguaglianza  può  anche  scriversi  : 

|(A  -  aj  +  (B  -  b^)\  <  e 

e  sotto  questa  forma  si  vede  chiaramente  che  essa  sarà  soddisfatta 
per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  ;  poiché,  essendo  per  sup- 
posto lima,j  =  A  e  lim6„  r=  B,  ciascuna  delle  differenze  (A  — a^)  e 
(B  —  6^),  e  quindi  anche  la  loro  somma,  diventa  piccola  a  piacere 
per  n  abbastanza  grande. 

Per  dimostrare  poi  che  lim(a^  -  6^)  =  A  -  B,  si  procede  in  modo 
affatto  simile  considerando  che  la  differenza: 

(A  -  B)  -  (a^  -  bj 

può  scriversi  identicamente  sotto  la  forma  : 

(A-aJ-(B-^J. 

595.  Se  a^  e  b^  tendono  risp,  ai  limiti  finiti  A  e  B,il  prodotto 
^n'^n  ^'^'^à  per  Limite  il  prodotto  A-B. 

Come  sopra,  basta  dimostrare  che  la  differenza  : 

AB  -  a,fi,, 

può  ridursi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  Invero  si 
può  scrivere  identicamente  : 

AB  -  a,ò,  =  (A  -  a^ìB  +  (B  -  ÒJa^ 

ed  ora  è  facile  riconoscere  che  ciascuna  delle  due  parti  che  com- 
pongono il  secondo  membro  può  divenire  piccola  a  piacere  per  n 
abbastanza  grande.  Infatti,  le  differenze  (A  —  a„)  e  (B  — 6^)  po- 
tendo per  ipotesi  rendersi  piccole  a  piacere,  lo  stesso  deve  dirsi 
del  prodotto  di  A  — a*  per  la  quantità  fissa  B  e  del  prodotto  di 
B  —  ò,j  per  il  fattore  a„  ;  poiché  quest'ultimo,  avendo  per  limite 
finito  A,  si  conserverà  sempre  finito,  cioè  inferiore  ad  una  quan- 
tità fissa  assegnabile. 
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596.  Se  a^  e  b^  tendono  Hsp.  ai  limiti  A  e  B,  e  ««  B  è  diverso 

a  A 

da  zero,  il  quoziente  ~  avrà  il  limite  finito  — . 

Cominciamo  dal  dimostrare  che  il  quoziente  r-  ha  per  limite  — . 

^n  B 

Basterà  dimostrare  che  la  differenza  : 


=  (K  -  B)  X 


B       6,       B.6„       ^  -»        '      B.6, 

può  rendersi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  Ora  ciò 
è  vero,  poiché  V  ultimo  membro  è  il  prodotto  di  due  fattori,  dei 
qnali  il  primo  b^  —  B  diviene  piccolissimo  per  ipotesi  ed  il  secondo 

resta  finito.  Invero,  perchè  il  secondo  fattore  - —   potesse  dìve- 

Dire  grande  quanto  si  voglia  col  crescere  di  7i,  bisognerebbe  che 
il  fattore  b^  del  denominatore  potesse  divenire  piccolo  a  piacere 
per  n  abbastanza  grande,  ossia  che  b^  avesse  per  limite  lo  zero, 
il  che  è  contrario  al  supposto. 
Ciò  premesso,  poiché  : 

lima^  =  A      e      lini—  =  -5- , 

bfi       B 

8i  ha  per  il  teorema  del  prodotto  deir  art.  prec.  : 

ossia  appunto  : 

lim^  =  A. 
bn      B 

Come  applicazione  importante  proponiamoci  di  trovare  il  limite, 

.   ^   .        _  ,,,  .         a  -i-  bn 

per  n  mfìnito,  dell  espressione  ;  a,  6,  e,  d  essendo  quattro 

e  +  dn 

numeri  costanti. 

Il  numeratore  a  -{-  bn  tende  in  generale  ,  per  n  infinitamente 
grande,  ad  un  limite  infinito  e  lo  stesso  dicasi  del  denominatore. 
Volendo  quindi  applicare  il  teorema  del  quoziente,  converrà  prima 
trasformare  la  frazione  in  modo  che  tanto  il  numeratore  che  il 
denominatore  tendano  a  limiti  finiti. 

A  tale  oggetto  basterà  dividere  per  n  ì  due  termini  delia  fra- 
zione, con  che  essa  non  cambia  di  valore  e  prende  la  forma  : 

-  +  6 
n 


'-  +  d 

n 


a     e 
Ma,  se  n  cresce  indefinitamente,  -  e  -   tendono   evidentemente 

n     n 
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a  zerO;  onde  : 

Epperò,  applicando  ora  il  teorema  del  quoziente^  si  trova  : 


lim 


e  -\-  dn     d' 


597.  Poiché  il  teorema  dell'art.  595  si  estende  immediatai 
come  è  manifesto,  al  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  f 
ne  segue,  per  p  intero  e  positivo,  che  {a^)^  tenderà  al  limi 
se  il  numero  positivo  a^  tende  al  limite  A. 

598.  Più  generalmente  :  se  a  è  un  numero  razionale  quali 
la  potenza  a^*  tenderà  ad  A*,  se  a^  tende  al  limite  finito  . 

P 
Sia  infatti  dapprima  a  =  -  ,  essendo  p  e  q  interi  e  positi 

può  scrivere:  p 


-        -  /a  \^ 


a 


Ma  dair  essere  Hm-^  =  1  seguo  (art.  589)  che  è  anche  : 


A 

1 


ns-oo  ^-cL  / 

e  quindi  anche  per  V  art.  prec/: 


p 


lim(M'=i. 

n=oo  \  A  / 


Dalla  (1)  si  ha  dunque  appunto:  lima„^=A^. 

Il  caso  di  a  negativo  si  riconduce  evidentemente  a  quel 
contemplato  mediante  il  teorema  del  quoziente. 


irete  ed  EBercisi. 


1.  Nella  dimostrasione  deipari.  598  si  è  supposto  implicitamente 
non  sia  eguale  a  cero.  Por  A  =  0  il  lettore  riconoscerà  immediat 
la  validità  del  teorema. 

a -{■  bn -\- cn^  a -^  bn  +  cn^  +  dn* 

2.  Trovare   il  limite  di  ,  ^ ,   di      ...      >,,..,  ,    e< 

n  =  X . 

a  I . 
8.  Essendo  lim  =  A,  per  n  =  oo  ,  dimostrare  che  : 

a. 


'n 
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a- 
4.    8e  il  quoziente  -—  tendo  ad  un   limite   finito,    e   se    si   ha    inoltre  • 


Kà  -^  s  1,  dimostrare  che  lim  ^?^-' — ?-?  =  lim  ^. 
Si    applichi  P  identità  : 


«n+l       «n 


5.    Dedurre  come  corollario  che:  se   — ^   tonde  ad  un  limite  finito   di- 


▼erso  dall'unità,  anche  il  rapporto —iiil !L  tendo  allo  stesso  limite.    . 

0.    ^«  «^  tende^  per  n  =  oo ,  ad  un  limite  finito  e  diverso  da    zero^    »i    ha  : 

lim'''  +  °«+---  +  ''"-'=l. 

1  =  00        «1    -f    «2    4-      .     .     .     +    tt;» 


a 


Si  applichi  la  nota  8*  del  §  4^,  dopo  aver  osservato  che  si  può  scrivere: 

ai+a2+  .  .  .  a„     ""      n     1  n~+~i  *  n  )* 

§  7.0  —  Limiti  di  aloane  espressioni  esponensiali. 
Poterne  con  esponente  reale  e  logaritmi   dei  numeri  reali. 

599.  Le  potenze  successive: 

h  ,  h» ,  h» ,  .  .  .  ,  h" , . . . 

^t  un  numero  positivo  h  tendono  àlV infinito  positivo  quando  h>l, 
«  tendono  invece  a  zero  quando  h  <  1. 

Cominciamo  dal  supporre  che  h  sia  un  numero   positivo   mag- 
gioro di  1.  Si  può  scrivere  : 

/i  =  l  4-  (^  -  1) 
h^-h  =  h{h  -ì)>h-ì 
h^'-h^  =  h\h  -  l)  >  /i  -  l 


h'*  -  ^'*-i  =  h'''\h  -  1)  >  /i  -  1. 


Infatti,  poiché  /i  >  1,  si  ha  a  fortiori  (art.  583)  A*  >  1,  e  molti- 
plicando i  due  membri  per  {h  -  1)  : 

h\h-\)>  h-\. 

Sommando  ora  membro  a  membro  le    n   ine;2fuaglianzc    scritte 
sopra,  e  considerando  che  i  termini  in  /i ,  /i^ ,  ^' , .  . . ,  V*'^  si  di- 


struggono  nel  primo  membro,  perchè  ognali  a  dae  a  due  e  di     ^ 
gno  contrario,  si  ottiene  : 

V'>n(A-l)-hl.  < 


Da  questa  disngnaglianza  si  vede  ora  che  il  valore  di  Ti"  pi^i: 
divenire  grande  quanto  si  vuole,  purché  si  prenda  l'esponente 
abbastanza  grande;  poiché,  volendo  che  ^'^  superi  un  numero  f><: 
sitivo  K  scelto  grande  a  piacere,  basterà,  in   virtù   della   (1),       d 
prendere  n  in  modo  che  si  abbia  : 

«(^  -  1)  +  1  ^  K  , 

cioè  di  prendere: 

n> 


A-1   ' 
il  che  si  può  sempre  fare  prendendo  per  n  il  numero  intero  iin 

mediatamente  superiore  a  - — -, 

h  —  1 

SI  ha  dunque  : 

lim;k'»  =  +  Qo    (h>l).  [V 


Supponiamo  ora  che  h  sia  un   numero   positivo   minore   di  1. 
Poiché  allora  il  numero  reciproco   -  è  invece  maggiore  di  1,  8i 


h 
ha  per  quanto  precede: 


!!?.(;)"= 


+  X 


o,  che  é  lo  stesso  : 


Hm  —  =  +  X  . 


h'* 


Ma  perchè  la  frazione  —  diventi  grande  quanto   si   vuole  ,   col 

crescere  di  ii,  é  necessario  che  i!  denominatore  h**  diventi  piccolo 
quanto  si  vuole,  cioè  appunto  che  si  abbia  : 

lini;^"  =  0    v'J  -  1^-  (3) 

WsaJC 

6<X).  La  formola  ,2'.  e  quindi  anche  la  (3),  vale  anche  se  n  tende 
air  intìnito  [  ositivo  percorrendo  una  progressione  qualsiasi  di  valori 
razionali.  Intatti,  se  m  è  il  massimo  intero  contenuto  in  n  e  sia 
n  =  m-r  v,  si  ha   cfr.  art.  581)  : 

601.  Si  consideri  ora  una  successione  di  numeri: 

f      ff      « 


/ 
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avente  per  limite  lo  zerOf  e  si  formino  le  potenze  : 

h^^  ,h^*  j  h^  y  ,  .  .  . 

Questa  naova  successione  avrà,  per  limito  V  unità. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  ^  >  1  e  le  £  positive,  e 

consideriamo  la  differenza  A  "  —  1  che  ò  certamente  positiva  (ar- 
ticolo 583;.  Dobbiamo  dimostrare  che,  dato  un  numero  positivo  5, 
anche  piccolissimo,  si  può  sempre  determinare  n  in  modo  da  avere: 

;i''»-l<8 
il  che  equivale  a  scrivere  : 

/i^n  <  1  +  5 


od  anche: 


1 


Ora  è  manifesto  ciie  quest'ultima  disuguaglianza  sarà  soddisfatta 
dai  valori  abbastanza  grandi  di  n,  poiché,  essendo  per  supposto 

lims^  =  0,  la  reciproca  —  avrà  per  limite  +  oo  ;  quindi  il  numero 


Sn 


1  +  6,  che  è  evidentemente  maggiore  di  1,  venendo  elevato  ad  un 
esponente  positivo  grande  quanto  si  vuole  finirà  per  superare  cer- 
tamente il  valore  di  h  (art.  599). 

602.  Il  risultato  dell'  articolo  precedente   viene    espresso    dalla 

scrittura  : 

lim^^n  =  1. 

Per  esprimere  però  al  tempo  stesso  che  per  n=aore8ponente  £„ 
tende  al  limite  zero,  si  preferisce  di  scrivere  : 

Umh^  =  1  .  .  .  (4) 

e  si  dice  che  un  numero  positivo  elevato  ad  un  esponente  picco- 
iissirao  tende  al  valore  1  quando  V esponente  tende  al  valore  0. 

Se  all'esponente  e  si  da  poi  precisamente  il  valore  zero,  si  ha 
h^=l,  secondo  la  convenzione  già  fatta  (art.  581). 

603.  Finora  si  è  dato  un  significato  a  quelle  sole  potenze  di  un 
numero  reale  e  positivo  a,  che  hanno  per  esponente  un  numero 
razionale. 

Siano  ora  due  numeri  reali  e  positivi  qualisivogliano  : 

Qt  =  (A  ,  A  )  =  (Ctj  ;^2>***ì    ^i>^2;»»v 

cosicché  le  a  ,  a'  y  b  ^  b'  si  riterranno  essere  numeri  razionali  tutti 
positivi.  Supporremo  inoltre,  per  fissare  le  idee,  a  >  1. 

Col  simbolo  a^  si  intenderà  quel  numero  reale  che  ha  per  prima 
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classe  tutti  i  numeri  del  tipo  (a,)  ^  e  per  seconda  classe  tutti  q 

b' 

del  tipo  (a';^)  *  •,  cosicché  la  definizione  generale  di  potenza  v 
espressa  dalia  scrittura  (*)  : 


(B ,  B')       /    B     ,       B\ 

(A, A')'  =(a     ,(A0   ) 


Per  legittimare  questa  definizione  dobbiamo  innanzi  lutto  d 

(   fi  B'^k 

strare  che  il  simbolo  \A     ,  (A')   )  rappresenta  effettivamente 

numero. 

a  

Invero,  essendo  per  le  ipotesi  fatte  — ,  <  1  ed  a'  >  1,  si  ha 

a' 

ticoli  583  e  584)  : 

-^§1         ed         a'(^-*')51. 
(a?  ^ 

Di  queste  due  disuguaglianze  la  prima  ci  dice  che  a^'^a^^  ^ 
seconda  che  (a')*  5  («')   •  ^  dunque  a*  5  ifl^fi  <^ì^è  ogni  nun 

B  B' 

della  classe  A     è  <  di  ogni  numero  della  classe  (A')    . 

Dobbiamo  ,  in  secondo  luogo  ,  dimostrare  che  la  diff'en 
{a^f  —  a^  può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  opport 
mente  i  numeri  o,  6,  a',  6'  nelle  rispettive  classi  A ,  B ,  A' , 
Ora,  si  può  scrivere  identicamente  : 

{a'f  -  a*  =  aHci^'"^  -  1)  +  {{a'f  -  a*')  +  (a*^'  -  a^'). 

Basterà  quindi  riconoscere  che  ognuna  delle  tre  diff'erenze  se 
fra  parentesi  può  rendersi  piccola  a  piacere. 
Per  la  prima  si  ha  infatti,  scegliendo  a  ^  1  : 

a^'^^  -  1  ^  a^*'-*)  -  1 

ed  il  secondo  membro  si  potrà  impicciolire  a  piacere  (art. 
prendendo ,  come  è  lecito  ,  sufficientemente  piccola  la  difl'er 
V  —  h.  Quanto  alle  diff'erenze  (a'f  -  a^',  si  osservi  che,  prend 
a  sufficientemente  vicino  ad  a,  si  può  sempre  ottenere  (art. 
che  anche  (a')*'  si  avvicini  indefinitamente  ad  a*'  ;  ed  ana 
mente  per  la  terza  differenza. 


(♦)  Se  a  <  1,  è  invece    -  >  1.  Pertanto  il  caso  di  a  <  1  si  ricondn 

s 

precedente  scrivendo  : 

1  1  1 


/i\f   / 1    1  \(B ,  B')   T~i       r~\- 


Si  definirà  dunque  : 

(B  ,  B')       /    B'  B\ 

(A,  A'/  '  =  (a     ,(A')    ). 
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604.  Ciò  premesso,  deve  poi  dimostrarsi, 
lo)  che  se  (B  ,  B')  =  (C  ,  C),  è  anche  : 

U     ,(A')    )  =  U    ,(A')    ). 

Invero  indicando  con  A^  A',  B,  B',  C,  C  numeri  tolti  dalle  corri- 
spondenti classi,  si  ha  per  supposto  (cfr.  art.  563): 

A§A',B§C',C§B' 

d' onde  segue  appunto  : 

B  B       ,       C'         e  e  B' 

A    ^(A')    §(A')     ,  A    ^(A')    ^(AO    . 

20)  che  se  (A  ,  A')  =  (E  ,  E'),  è  anche 

/   B  B'\      /  B     ,      B\ 

U     ,(A')    j  =  ÌE     ,(E')    ). 

Bd  infatti  si  hanno  per  supposto  le  disuguaglianze: 

B^B',  A'>  1  ,E'>  1  ,  A§E',E^A' 
dalle  quali  segue  immediatamente: 

B  B  B'  B  B  B' 

A    ^(E')    §(E0      ,  E    §(A')     §(A')    . 

605.  In  particolare  ,  se  l' esponente  ^  =  (B  ,  B')  è  razionale  ,  si 
potrà  scrivere  (B  ,  B')  =  (3  ,  P)  ;  e  si  avrà  per  V  art.  prec.  : 

(A^(A•)°')=(A^(A')^). 

Ora  il  numero  (A^  ,  (A')^)  non  è  altro  che  V ordinaria  potenzay  ad 
esponente  razionale,  a^j    poichò    dallo    disuguaglianze    A<a^A' 

segue  : 

AP^aP^(A')^. 

606.  Finalmente  è  facile  verificare  la  validità  della  regola  ge- 
nerale espressa  dalla  formola  : 

(B  ,  B')  (C.  C)  (B  ,  B')+CO  ,  C) 

(A,AV  •(A,A')    •       =(A,A')     '     ^^^    '    \  (5) 

Si  ha  infatti  per  le  regolo  già  stabilite  : 

.(B,B')  .(C,C';       /    B  B'\    /    C  C'\ 

(A,  A')  -(A,  A')     ^     '  =  (a     ,(A')    ).U     ,(A')    ; 

/    B     C  B'       C'\       /    B+C  B'+C\ 

=  U    A     ,(A';    (A)    J  =  U   ^     ,(A')  ) 

(B+C,B'+C')  (B,B')-t-(C,C') 

=  (A,A')^  ^-(A,AO  '      . 

607.  Dalla  definizione  di  h^  data  all'  art.  603  segue  subito  che 
i  teoremi  degli  articoli  583  e  584  sussistono  anche  per  un  espo- 
nente a  irrazionale. 

Capelli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  3.*  ediz.  38 


Siano  infatti  /i  =  (H  ,  H')  ed  a  =  (A  ,  AO  e  sapponiamo,  per 
sare  le  idee,  h>  1  ed  a>0.  Poiché.  (H ,  H')  >  1,  esisterà  (art.  5 
nella  classo  H  almeno  un  numero  hi  maggiore  di  1,  onde  (art.  ~ 

A  /'A  A'\ 

sarà  anche  hi    >  1.  Il  numero  vH     ,  (H')    }  è  dunque  (art.  5^ 

maggiore  di  (1  ,  1)^  poiché  esiste  nella  classe  H    almeno  un  n 
mero  maggiore  di  1. 

608.  Corollario  l.o  —  Se  di  due  numeri  reali  positivi  h  6  k  si^^ 

h  maggiore  di  k,  sarà  h*  maggiore  di  k*   qualunque   sia   V  espo  ^^ 

nenie  a,  ptirchè  maggiore  di  zero. 

h 
Essendo  infatti  per  supposto  r  >  1»  ne  segue  per  Tart.  prec.  che 

h* 

Tlòj-  >  1  ;  cioè  appunto  che  Ti*  >  k\ 

609.  Corollario  2.®  —  Se  V  esponente  reale  x  varia  crescendo 
continuamente  dall'infinito  negativo  alVinflnito  positivo^  l'esponen- 
ziale h**  vaHa  dallo  zero  all'infinito  positivo  crescendo  pure  con- 
tinuamente, se  h  >  l.  Varia  invece  da  -\-  co  a  0  decrescendo  conti- 
nuamentey  se  h  <  1. 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee,  h>  i  \  e  supponiamo  che  all'espo- 
ncnto  X  si  dia  un  accrescimento  positivo  y.  Si  avrà  allora  À^^+^^Ti^-Zi^. 
Ma,  por  quanto  si  è  già  dimostrato  all'art.  607,  é  à^>l.  Si  ha  dun- 
que evidentemente  A*"*^^  >  h"^. 

610.  Dati  due  numeri  reali  e  positivi  a  e  b,  il  primo  dei  quali 
diverso  da  zero  e  da  ij  esiste  sempre  un  valore  reale  di  x  soddi- 
sfacente all'equazione  esponenziale: 

a*  =  b.  (6j 

Questo  valore  di  x  è  unico  e  si  chiamerà  il  logaritmo,  in  base  a, 
del  numero  b;  scrivendosi: 

X  =  log^b.  (6)' 

Supposto,  per  fissare  le  idee,  a  >  1,  sia  L  la  classe  formata  dai 
numeri  razionali  l  pei  quali  si  ha  a'  <  ò,  ed  V  quella  formata  dai 
rimanenti  /'.  Per  Tart.  609,  è  chiara  l'esistenza  del  numero  (L,  L'), 
che  diciamo  essere  appunto  un  valore  di  x  soddisfacente  alla  (6). 

Se  a  =  (A  ,  A'),  si  ha  infatti  : 


(A  ,  A'/^  •  '-''  =  (a^  ,  (A')^') 


e  per  dimostrare  che  questo  numero  coincide  con  6,  basterà   far 

vedere  che  6  è  >  di  tutti  i  numeri  della  classe  A     ed  <  di  tutti 

quelli  di  (A';    .  Ora  si  ha  appunto,  indicando  con  A,  A',  L ,  L', 
numeri  qualunque  scelti  dalle  classi  omonime: 

b>a    ^A     y  b  <a     ^  (  AO    . 
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Li'nnicità  del  valore  di  x  soddisfacente  alla  (6)  risalta  poi  evi- 
dentemente dall'art.  609. 

611.  Le  proprietà  fondamentali  dei  logaritmi  si  deducono  senza 
difficoltà  dalla  stessa  equazione  esponenziale  (6),  che  ha  servito 
a  definirli.  Esse  si  riassumono  nelle  formolo  seguenti  : 

\og{ab)  =  Ioga  +  ìogb  ,  log-  =  Ioga  —  logb ,  Ioga*  =  òloga 

log^6.iogfta=  1  ,  log^&-log,,c.log^a=  1,  ecc. 

^12.  Se  ii,^  e  h,^  tendono  rispettivamente  ai  limiti  finiti  A  (pò- 

Hti'vo  e  diverso  da  zero)  e  B  col  crescere  indefinitamente  dell'  in- 

b  B 

dice   n,  la  potenza  a„  "  tendei'à  al  limite  A  . 

Poiché  per  supposto:  lima^  =  A  e  lim6„  =  B,  se  poniamo: 

si  avrà  (§  6.«>)  : 

lima^  =  1  ,  limg^  =  0. 

Intanto,  per  le  posizioni  fatte,  si  ha  : 

«n  =  A.a„  ,  6„  =  B  +  f«, 
onde  8i  può  scrivere  : 

«>=(A.«/^^-  =  A.V-«/+P-  (7) 

dove  l'ultimo  membro  6  il  prodotto  dì  tre  fattori  ciascuno  dei 
quali  tende,  come  ora  vedremo,  ad  un  limite  finito,  cosicché  per 
il  teorema  del  prodotto  dei  limiti  (§  6.o)  il  limite  di  a,^^n  altro  non 
sarà  che  il  prodotto  di  questi  tre  limiti. 

Invero  il  primo  fattore  A  non  dipendendo  da  n  conserva  sem- 
pre il  suo  valore,  cioè  ha  per  limite  se  stesso. 

Il  secondo  fattore  A  * ,  poiché  la  base  A  resta  fissa  e  V  espo- 
nente ^^  tende  al  limite  zero,  tenderà  come  già  sappiamo  (arti- 
colo 602)  al  limite  1. 

B  4  S 

Quanto  al  terzo  fattore  a,^  *»  ,  cominciamo  dal  notare  che,  es- 
sendo lim?^  =  0,  esisteranno  evidentemente  due  numeri  interi  fissi 
k  e  h  che  comprendono  la  somma  B  +  fJ^  per  tutti  i  valori  abba- 
stanza grandi  deirindicc  n.  Ma  se  : 

^  <  B  -h  P„  <  A: , 

si  ha  anche  (art.  609)  : 

a^^<  a     *^»  <  a^*,  oppure  a,^'*  >  a      *^«  >  a^\ 
Poiché  ora  lima„=l,  si  ha,  pel  teorema  sul  prodotto  dei  limiti: 
lima^'*  =  lima^-lima^  . . .  =  (limaj'*  =  l''  =  1 


e  similmente  : 
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lima^*=l. 


B-hP, 


Dunque  il  fattore  a^       "  si  trova  sempre  compreso  fra  due  ( 
tità  che  tendono  allo  stesso  limite  1,  e  perciò  il  suo   limite 
del  pari  V  unità  (art.  589). 

Dalle  (7)  si  conclude  pertanto  : 


lima^''*  =  A^XlXl=A^ 


come  dovevasi  dimostrare. 

Notiamo  espressamente  che  il  teorema  può  cadere  in  d 
quando  fosse  A  =  0,  o  quando  Tuno  o  l'altro  dei  limiti  A  e  B 

infinito.  Così  per  es.  il  limite  di  (  1  +  -  ì     per  n  =  oo    non  ^ 

dato  da  1*,  ovvero  sia  da  1,  come  parrebbe  a  prima  vista 
da  tutt'aitro  numero,  come  vedremo  in  seguito. 

È  facile  di  riconoscere  che  il  teorema  seguita  a  sussister 
che  quando  A  =  0  e  B  è  finito  e  diverso  da  zero. 

613.  Il  logaritmo  del  limite  di  un  numero  è  uguale  al  limh 
logaritmo  del  numero. 

La  base  dei  logaritmi ,  che  si  suppone  restare  invariabile, 
per  fissare  le  idee,  un  numero  maggiore  di  1,  che  ìndichei 
con  A. 

Se  lima^  =  a,  si  avrà  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi 
comunque  sia  stato  fissato  il  valore  piccolissimo  di  £  : 


d'  onde  : 


a  —  a^l  <  a(l  —  A~*; 


a 


<1-A 


-s 


e  a  maggiore  ragione  : 


1  ~^* 
a 


<  A^  -  1. 


Ora  dalle  (a)  e  (P)  segue  evidentemente  : 

A-^  <  ^*  <  A^ 
a 

o,  che  è  la  stessa  cosa  : 

A-  <  A^"^"--'"^"  <  A^ 


d'  onde  (art.  609)  : 


—  6  <  loga„  —  Ioga  <  e. 


Si   ha   dunque  ,   per  tutti   i    valori    abbastanza    grandi   d 
jloga^  —  loga|  <  e,  cioè  appunto  lim(logaJ  =  Ioga,  e.  d.  d. 
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Note  ed  Eseroisi. 


1.  ^6  aj  ,  a^  ,  Og  ,  .  .  .  è  una  successione  infinita  di  numeri  positivi,  tali  che 

U  rapporto      ^        tenda  ad  un  limite  minore  di  1,  col  crescere  di  n  altinfi- 

nito,  sarà  lima^=:0.  (Cfr.  §  9.<»). 
n-oo 

2.  Applicare  il  teorema  precedente  a  dimostrare  che  : 

lini  I-  =  0. 
»=oo  [n 

3.  Essendo  A  >  1,  si  applichi  la  disuguaglianza  : 

h''  >  Qi-  ly-n^  +  (/i  -  1)(3  -h)'n  {-2 

a  trovare  un  valore  di  n,  più  conveniente  di  quello  dato  alPart.  599,  che 
soddisfi  alla  condisione  h!^  >  K. 

n 

4.  Calcolare  lim  y  A  4-  -     e     lim  \/A'*  " 

5.  Dimostrare   che   lim =  0.  Si  faccia  n  -=  m*. 

n=i»    n 

.  6.  Si  è  dimostrato  all'art.  613  che:  se  lima^^t^a,  è  anche  lim]oga;,=loga. 
£  vura  anche  la  proposiziono  reciproca:  cioò:  se  lim  log  a^  =  Ioga,  sarà 
«4  =  a.  Si  ha  infatti,  in  quest'ultimo  supposto  (art.  612),  detta  A  la  base 
dei  logaritmi  : 

n 
7.  Applicare  questo  principio  al  calcolo  di  lim  \ln.    Tenendo    presente 

la  nota  5"  si  troverà  per  limite  V  unità.  Si  dimostri ,  più   generalmente  , 

n 

che  lim  Vn  +  *;  =  1. 


n 


8.  Se  ììm&n  =  a,  è  anche  lim  \/a,a^a3  ,  .  .  .  a,»  =  a. 

Questo  teorema  si  riconduce  immediatamente,  mediante  il  principio  ora 
«ienzionato,  a  quello  già  dimostrato,  al  §  5®.  (Nota  3*). 

9.  Cambiando  nella  formola  della  nota  precedente  a„  in ^  se  ne  de- 

'^uca  che  :  se  il  rapporto  -^ —  tende^  per  n  =  oo  ,  ad  un  limite  finito  e  deter* 

n 
^^oto,  anche   x^a^  tende  allo  stesso  limite, 
io.  8e  lima^  =  a  e  limò»  =  ^,  sotto  quali  condizioni  si  ha: 

limlog^  èn  =  10ga^? 
n 
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§  8.0  — Serie  a  termini  reali. 

614.  Fondandosi  sul  concetto  di  limito  si  può  dare  un  sigi — ^* 
cato  a  certe  espressioni  che  implicano  un  numero  infinito  di  o^  T 
razioni.  Le  più  semplici  ed  importanti  espressioni  di  questo 
nere  sono  le  cosi  dette  serte.  Data  una  successione  infinita  di 
meri  : 

si  chiama  serie  V  algoritmo  : 

«1  +  «2  +  aj  +  .  .  . 

che  si  ottiene  congiungendo  questi  numeri  col  segno  di  somii-3  • 
A  primo  aspetto  sembra  impossibile  che  l'algoritmo   (l)   po»^ 
esprimere  un  numero,  non  potendosi  concepire  la  somma   di    x 
numero  infinito  di  termini  ;  ma  soltanto  si  può  concepire  il  sign 
ficato  delle  somme  parziali  : 

cioè  in  generale  della  somma: 

S„  =  a^  -h  a,  +  03  +  .  .  .  +  a^.i  +  a^  (2) 

che  si  ottiene  considerando  soltanto  i  primi  n  termini    dcir  algo- 
ritmo (1). 
Intanto  però  queste  somme  parziali  : 

^1  ;  ^2  >  ^3  >  ^4  )  •  •  •  >  ^/i  >  •  •  •  (3) 

formano  una  successione  infinita  (§  5.o)  di  numeri,  che,  in   molti 
casi,  potrà  avere  un  limite  finito. 

Supposto  ora  che  questo  limite  finito  esista  e  sia  A,  cioè  che  si 
abbia  : 

lim  S„  =  A  .  .  . ,  (4) 

si  dice  che  la  scric  infinita  (l)  ammette  per  somma  A  e  si  scrive: 

A  =  0|  f  ffj,  i-  03  +  .  .     .  (5) 

In  tal  caso  si  dice  anche  che  la  serie  (l)  è  convergente.  Cioè  : 
una  serie  si  dice  convergente  quando  la  somma  dei  suoi  primi  n 
termini  converge  ad  un  limite  finito  col  crescere  indefinitamente 
del  numero  71. 

Se  invece  la  somma  dei  primi  n  termini  finisce  per  divenire,  in 
valore  assoluto,  più  grande  di  qualsiasi  quantità  assegnabile,  col 
crescere  dell'  indice  ?i,  cioè  se  : 

lim  S^  =  00  , 


8i  dice  che  la  serie  (1)  è  divergente,  e  si  può  scrivere  : 

co  =  Oj  -|-  flg  +  «3  +  .  •  .  . 

Finalmente,  in  tatti  gii  altri  casi,  cioè  quando  la  S^  non  tende 
ad  alcun  limite  detcrminato  col  crescere  di  n,  si  dice  che  la  se- 
rie (1)  è  indeterminata. 

JPer  meglio  chiarire  queste  definizioni,  consideriamo  qualche  e- 
sempio  di  ognuna  di  queste  tre  specie  di  serie. 


615.  Si  abbia  la  serie  : 


1 


1 


^^r2^2T3^3:4'*""4T5  +  "- 


(6) 


il   cui  teìtnine  generale  è  a„  = 


(w  —  l)n 


.  Si  ha  : 


1  1  1 

U  ohe  si  può  anche  scrivere  : 

onde,  tralasciando  nel  secondo  membro  i  termini  che  si  elidono: 


n 


Di  qui  segue  evidentemente  : 


limS,,  -  lim(  2 


(-;.)-• 


La  serie  (6)  è  dunque  convergente  ed   ha  per  somma  2. 
Come  esempio  di  serie  divergenti  si  hanno  evidentemente  le  due 
aeguentì  : 

1  +  1  +  1  +  1  +  ..  . 

1  +  2  +3  +  4  +  5.  .  . 

e  come  esempio  di  serie  indeterminata  ba8tcr^\  citare  la  serie  : 

1-1  +  1-1M-1  +  ... 

nella  quale  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  oscilla 
sempre  fra  il  valore  +  1  ed  il  valore  —1,  ma  non  tende  ad  un 
noìco  valore  determinato. 

616.  Se  la  serie: 

è  convergente  e  sia  S  la  sua  somma,  si  ha  : 

limS„  =  S 
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G  quindi  anche,  che'  è  sOBtanzìalmente  la  stessa  cosa, 

limS,j..i  ^  S. 


«ss» 


Sottraendo  questo  due  uguaglianze  membro  a  membro  yi( 

lìmS„  —  limS^^i  -  0 

od  anche  pel  teorema  sulla  dififerenza  dei  limiti  (art.  594)  : 

lim(S„  -  S,,.i)  =  0. 
Ma 
S,.  -  S^.i  =  (flfi  -f  a,  -f-  .  .  .  a^.i  ^a.^-ia^-^-a^-ir  .^.  +  a,^,{ì  = 

onde  si  conclude  che  : 

lima,.  =  0, 

ne» 

cioè:  se  una  serie  è  convergentej  il  termine  generale  a^  deve 
dere  al  limite  zero  col  crescere  indefinitamente  delVindice  n. 

617.  La  condizione  lima^rrO,  che  abbiamo  visto  essere  ne 
saria  per  la  convergenza  della  serie  a^  -f  aj  4  aj  +  .  .  . ,  non  ò  ] 
suflBciente.  Infatti  è  agevole  il  trovare  esempi  di  serie  per  le  q 
è  soddisfatta  questa  condizione,  e  ciò  nondimeno  sono  diverg 
0  indetcrminate. 

Si  consideri  invero  la  serie  : 

.      1      1      1 

in  cui  a^  =  -,  onde  evidentemente  lima,,  =  0. 

Sappiamo  (art.  691)  che  la  somma:  l  +  5  +  5  +  '''+-   div 

infinitamente  grande,  col  crescere  del  numero  dei  termini.  Li 
rie  (7)  è  dunque  divergente. 
Se  consideriamo  invece  la  serie  : 

111111111 
^'"2"2"^3'^3'^3"4'"4      l'V'''' 

vediamo  che  essa  pure  soddisfa  alla  condizione  lima,^  =  0.  IM 
facile  riconoscere  che  essa  non  ò  né  convergente  né  diverge 
ma  bensì  indeterminata. 

618.  Teorema.  —  Affinchè  una  serie  sia  convergente^  è  necess 
e  sufficiente  che  ,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima  s 
possa  sempre  determinare  Vindice  n  in  modo  che  la  somma  d 
numero  qualunque  di  termini  della  serie  consecutivi  alV  n*"^ 
minore  di  s  in  valore  assoluto. 

Infatti  perchè  la  serie  (1)  : 

^1  +  ^2  "^  ^3  "^  •  •  • 
sia  convergente,  è  necessario  e  sufficiente  (art.  614)  che  la  i 


cessione  di  numeri  (3)  : 

« 

tenda  a'd  un  limite  finito  col  crescere  indefinitamente  deirindlce  ?i. 
.^applichiamo  dunque  il  teorema  dimostrato  al  §  5.o  (art.  586)  che 
dia  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  successione 
infinita  di  numeri  ammetta  un  limite  finito.  Applicando  questo  teo- 
l'exna  vediamo  che,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima  e,  si 
deve  poter  determinare  n  in  modo  che  le  diff'erenzc  : 

siano  tutte  più  piccole  di  e.  Ma  dalla  (2)  si  deduce  evidentemente: 


.a 


Si  dovrà  dunque  avere  simultaneamente  per  lo  stesso  valore  di  s: 


Resta  così  dimostrato  il  teorema  sopra  enunciato. 
Ponendo  per  brevità  : 

||ioè  indicando  con  R„  ,  ^  la  somma  dei  p  termini  consecutivi  al- 
*  n*"*,  possiamo  anche  esprimere  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente per  la  convergenza  sotto  la  forma  : 


^n^p\<-    ,    p=l,  2,  3,  4,  ...  (10) 

^^itendendo  che,  fissato  a  piacere  e,  si  potrà  poi  fissare  opportu- 
namente il  valore  di  n.  Quanto  al  valore  dip,  esso  resta  poi  sem- 
l^te  arbitrario. 

619.  Come  applicazione  di  questo  criterio  generale   di   conver- 
fir^nza  vogliamo  dimostrare  che  : 

^  Se  i  termini  di  una  serie  sono  alternativamente  positivi  e  nega- 
'*t?i,  decrescenti  (o  almeno  non  crescenti)  in  valore  assoluto  e  col 
^^rndne  generale  tendente  a  zèro,  la  serie  è  convergente. 

Sia  infatti  la  serie  : 


... 


«1    -   U^    4-  Wg  —  tl^    +    Ur^ 

^ove  le  n  sono  numeri  positivi,  tali  che  si  abbia  : 


^d  inoltre  : 


^h  >  ^'2  >  ^^3  >  ''4  •  •  •  >  ^^i-i  >  ^^1  > 


lim?f,j  =  0. 

ti  =  30 


Capelli.  — /ir^itt<2ioni  di  analisi  algebrica,  ti.*   udiz. 


39 


/ 
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Per  dimostrare  la  convergenza  di  questa   serie    basterà   dim 
strare  che  si  può  soddisfare  alle  condizioni  (10). 
Ora  nel  nostro  caso  si  ha  : 

Aggruppando  due  a  due  i  termini  del  secondo  membro  si  p 
anche  scrivere  : 

dove  le  differenze  w,*,i  —  w^,4.2  »  «/i+3  —  w„^4 ,  ecc.  sono  tutte  pò 

ti  ve,   poiché   per  supposto  W„^|  5^^n+2  »  ^n+2^"/i+3  '  ^^^*  ^^^  P^^ 

ne  p  ò  pari,  il  secondo  membro  sarà  composto  esclusivamente 
queste  differenze  positive;  se  invece  p  è  dispari,  si  avnl  nel  { 
condo  membro,  oltre  a  queste  differenze,  un  ultimo  termine  ii 
lato  u^^p  evidentemente  positivo.  Pertanto,  in  entrambi  i  casi 
secondo  membro,  come  composto  di  parti  tutte  positive,  sarà  j 
sitivo,  cioè: 

(-ir.R,p>o. 

Se  scriviamo  invece  R,,^  sotto  la  forma  : 

(—  1>'*-R„p  =  «/>,+!  -  (m„+2  —  w^^a)  -  («„^.4  -  u,^^^)  +  .  .  .  , 

vediamo  similmente  che  nel  secondo  membro,  dopo  il  primo  t 
mine  positivo  w„^j ,  si  hanno  soltanto  delle  parti  negative,  on( 

Riunendo  le  due  diseguaglianze  cosi  trovate  conchiudiamo  di 
que  che  : 

0<(-ir.R,,,<2/,,, 

cioè  che  il  valore  assoluto  di  R,,,,  ò  minore  di  w„+,. 

Ciò  posto,  si  immagini  data  a  piacere  una  quantità  positiva  p 
eolissima  e.  Poiché  per  supposto  lim?/,^  — 0^  si  potrà  fissare  w  a 
bastanza  grande  perchè  si  abbia  : 

Ma,  allora,  poiché  si  ha  per  quanto  precede  : 

\Kp^.    <^fn-.l,  (1 

si  dedurrà  a  fori  lori  : 

La  serie  proposta  a  segni  alternati  è  dunque  convergente. 

Dalla  diseguaglianza  (11)  emerge  inoltre   che  prendendo  ('or> 
somma  della  serie  infinita  la  somma  dei  soli  primi  n  termini^ 
commette  un  errore  non  superiore  al  valore  di  u^^^ ,  poiché  la  (1 
ci  dice  che  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  cons 
cutivi  air?*''"^  non  può  superare  it^^^,. 

620.  Es.  La  serie  : 

11111 
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è  convergente.  Volendo  calcolare  la  sua  somma  a  meno   di    — 

100 

di  unità  basterà  prendere  la  somma  dei  primi  99  termini  : 

Il  J_       1 

^      2  "^  3      •  •  •  ~  98  ^  99' 

621.  Chiuderemo  questo  §  con  un'osservazione  che  è  anche  as- 
sai importante  nella  pratica.  Se  ad  una  serie  si  aggiunge  o  si  to- 
glie un  numero  finito  di  termini,  ciò  può  soltanto  alterare  la  sua 
somma,  ma  non  già  la  sua  natura;  cioè,  se  essa  era  convergente, 
resterà  ancora  convergente,  se  indeterminata  o  divergente  resterà 
ancora  tale.  Per  persuadersi  di  ciò  basta  riflettere  che,  indicando 
al  solito  con  S^  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  data  o 
con  S\  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  modificata,  se 
por  esempio  dalla  serie  data  si  siano  soppressi  k  termini  la  cui 
somma  sia  A,  si  avrà  per  n  abbastanza  grande: 

S'„-f  A  =  S|^^,,. 

Poiché  A  è  un  numero  costante  che  non  dipende  da  n,  è  chiaro 
che,  se  la  serie  data  6  convergente,  cioè  se  S^^,^  tende  ad  un  li- 
mite finito  per  n=«,  si  dedurrà: 

limS',,  -f  A  =  limS;..^,.  -^  limS,, 
onde  : 

liniS',,  =  -  A  +  limS,,. 

t>a  questa  osservazione  segue  per  es.  che  la  serie  a  segni  misti 
ponsiderata  all'art,  prec.  sarà  convergente  anche  se  le  condizioni 
'Sposto  ai  termini  non  siano  verificate  proprio  a  cominciare  dal 
Pfimo  termine,  ma  soltanto  da  un  certo  termine  in  poi.  Lo  stesso 
*^'casi  di  tutti  i  criterii  di  convergenza  che  daremo  nel  seguente  §. 

622.  Data  la  serie  convergente  : 

^^§ue  in  particolare  da  quanto  si  è  detto  all'art,  prec.  che  è  con- 
^"^rgente  anche  la  serie: 

E,»  =  a,,  -f-  a„^i  +  a„+2  ì"  •  •  •  ^^) 

^Uc  è  ciò  che  resta  della  (a)  quando  si  trascuri  in  essa  la  somma 
^*»  dei  primi  n  termini.  E  si  avrà  : 

S  --.  S„  +  R,.  (v) 

Il  numero  R^,  si  chiama  il  resto  della  serie  (a)  corrispondente 
^Ua  somma  S,^. 

I^oichò  limS^  =  8,  segue  evidentemente  dalla  (y)  che  limR^,  =  0. 


623.  Se  sia  stato  determinato  il  valore  di  n  in  modo  che  la  di- 
suguaglianza : 

s^*  soddisfatta  per  tutti  i  valori  di  j^}  resterà  soddisfatta  anche  la 
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diseguaglìanza  : 

Per  la  definizione  di  R.^  è  infatti  :  R„  =  limR„ ,   . 

Vote  ed  Esercisi. 

1.  Esaminare  la  serie  a  termini  decrescenti  : 

^3456 

3       4       5        6 

2.  Dimostrare  la  convergenza  della  serie  : 

2«       33      4^       

8.  Dimostrare  la  divergenza  della  serie  : 

4.  Dimostrare  l' indeterminazione  della  serio  : 

llllllllll 


•    •   •    t 


5.  Tkorema  di  Abel.  — jSc  la  serie  u,  -f  u^  +  U3  +  •  •  •  ^  converge 
*i  >  *i  ^  *8  J  •  •  •  **"*^  ^^*  numeri  positivi  decrescenti,  0  almeno  non  cr 
è  convergente  anche  la  serie  : 


a,Ui4-  ajU^-fOjU^  + 


•         ■        V        • 


E  questo  un  caso  particolare  di  un  teorema  più  generale  che  dii 
remo  in  seguito  (Cfr.  Gap.  XI,  §  5.",  Note). 

i).  Influenza  dell'ordine  dei  termini  sulla  somma  delle  serie. —  Se 
scuna  delle  due  serie  : 

(1)     fl, +  a, -f  «3+  .  .  .         ,         (2)     A,  4-A, +  A3+... 

ogni  termine  si  presenta  una  sola  volta  od  un  numero  finito  di  vi 
se  ogni  termino  dell'una  si  trova,  precisamente  lo  stesso  numero  d; 
anche  nelTaltra,  si  dice  che  le  due  serie  (1)  e  (2)  differiscono  soltai 
V  ordine  dei  termini. 

Siano  ordinatamente  u^  ,  u.^  ,  u.^  ,...  i  termini  positivi  0  —  t?,  ,  —  r^  , 
i  termini  negativi   della  serie  (1).  Poichò  (art.  624)    una    serie    a    t 
tutti  positivi  (o  tutti  negativi)  non  può  mai  essere  indeterminata,  p 
presentarsi  i  seguenti  tre  casi  : 
1"  Caso)  Le  due  serie  : 

(8)     u,  +  Ujj  -}-  U3  +  .  .  .         ,         (4)         Vj  -f  v^  +  V3  +  .  .  . 

«0710  entrambe  convergenti.  In  questo  coso  le  serie  (1)  e  (2)  saranno  d 
convergenti  ed  avranno  la  stessa  somma. 

Si  indichino  infatti  rispettivamente  per  ciascuna  delle  serie  (1». 
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(4)  con  B„  «  ,  R'„  ,  p  1  U„  ,  p  ,  V„  ^  p  le  somme  dei  p  termini  consecu- 
tivi air  it"><*.  Data  a  'piacere  la  quantità  positiva  piccolissima  e,  esisterà  , 
per  supposto,  un  valore  di  n  pei  quale  sia  : 

U«  ,  p  <  I     ,     V^  ^  p  <  I     -,    i^  =  1,  2,  3, . . . . 

Allora,  se  prendiamo  N  abbastanza  grande  perché  i  termini  di  (8)  e  (4) 
di  indice  ^n  si  presentino  tutti  cosi  nella  somma  SN=ai+a^4-  .  .  .  +0N  , 
come  nella  somma  S'jjf  =  Aj  +  A,  +  .  .  .  +  An  i  si  avrà  evidentemente  : 

|Ejj  p!<£     ,     |R'j^^p|<£     ;    /?  =  1,  2,  3, 

I^  serie  (1)  e  (2)  sono  dunque  convergenti.  Si  avrà  inoltre  : 

|SN-S'N!l<e, 

e  non  solo  pel  detto  valore  di  N,  ma  anche  per  valori  superiori,  cosicché 

sarà; 

limiS„-S'J=0, 

cioè  limS»  =  limS'n  ,  e.  d.  d. 

2^  Caso)   Delle  serie  (8)  e  (4)  Vuna  è  convergente  e  Vaìlra   è   divergente, 
^  ierie  (1)  e  (2)  $ono  allora    entrambe    diver gentil    e    precisamente    la    loro 
wwBjo  tenderà  alVao   positivo  o  negativo  secondochè  sia  divergente  la  (8)  otJ- 
j      fero  la  (4). 

^er  convincersi  di  ciò,  basta  considerare  che,  se  sia  p.  es.  divergente 
^^  (B),  si  potrà  prendere  N  abbastanza  grande  perché  i  termini  positivi  di 
^K  formino  una  somma  grande  ad  arbitrio,  nel  mentre  che  la  somma  dei 
termini  negativi  non  potrà  mai  superare  un  certo  limite. 

3'^  Caso)  Le  serie  (8)  e  (4)  sono  entrambe  divergenti.  In  questo  caso^  al- 
Urando  opportunamente  nella  (1)  l'ordine  dei  termini^  si  potrà  sempre  alterare 
0  piacere  il  valore  della  sua  somma,  od  anche  renderla  divergente  o  indeter- 
KÌHQta. 

Volendosi  p.  es.  che  la  nuova  serie  (2)  riosca  convergente  ed  abbia  por 
somma  un  certo  numero  h  assegnato  a  piacere,  si  comincerà  dal  prendere 
dalla  serie  (8)  i  termini  {«|  ,  u^  ,  .  .  .  ,  u^^  arrestandosi  apponachè  la  somma 
«i  +  U|  4-  .  .  .  -h  u^  abbia  superato  /t,  dopodiché  si  aggiungeranno  i  termini 
^1  )  Vf  )  •  '  •  I  ^X  della  serio  (4)  arrestandosi  appenaché  si  abbia  : 

«,  +  ^2  .  .  .  ■{■  u^  -h  v^  +  V2  -\-  .  >  »  -ì-  v^  <  h. 

^atto  ciò,  si  aggiungeranno  i  nuovi  termini  u^^^  ,  w^ ,  ^  , ...  della  serio  (3) 
etiche  si  abbia  nuovamente  : 

i«i  +  .  .  .  +  Wa  +  «x  +  .  .  .  +  V;  +  Wj^  ,1  +  .  .  .  +  w^  >  /i 
^  poi  nuovi  termini  v^^^  ,  v^^^  ,  .  .  .  della  (4)  finché  si  abbia  : 

^'rr  .  .  .  +  u^  +  Vi  +  .  .  .  -f-  l^x  +  *^a+l  +     .  .  +  W^  -f  Vj+i  +  .  .  .  +  l?jj^  <  Ti 

*^  cosi  di  seguito.  Riflettendo  su  questo  procedimento,  il  lettore  si  con- 
vincerà subito  che  la  serie  : 

W1+W2+  ...  +Wa+yj+  ...  -f  V;^+t^a+i+  •••  +"^+^X^-l+  •••  +VpL+«*'3 ♦.!  +  ... 

costruita  con  questa  legge  è  convergente  ed  ha  precisamente  per  somma 
il  Qnmero  h. 

Lasciamo  poi  per  esercizio  al  lettore  di  trovare  i  procedimenti,  di    in- 
(lole  affatto  analoga,  mediante  i  quali  si  potrà  ottenere   che    la    serie    (2) 
riesca  indeterminata  ovvero  divergente  (verso  +  co    o  verso   —00). 
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7.  Dalla  sintesi  dei  tre  casi  ora  svolti  se^ue  immcdiatameutc  che  affin 
che  una  serie  a  termini  reali  aia  convergente  indipendentemente  daWordine  de 
termini j  è  necessario  e  sufficiente  che  la  serie  dei  valori  assoluti  dei  suoi  ter- 
mini sia  convergente, 

§  9.0  —  Serie  a  termini  reali  e  positivi. 

624.  Una  serie  a  termini  tutti  positivi^  o  almeno  tutti  positiva 
a  partire  da  un  certo  termine  in  poi  (art.  621),  non  può  mai  es- 
sere indeterminata.  Sia  infatti  S^^  la  somma  dei  primi  n  termini 
Poiché  i  termini  sono,  come  è  lecito  ritenere,  tutti  positivi,  le  S, 
saranno  tutte  positive  e  si  avrà  : 

Quindi  se  la  S„  non  diviene  infinitamente  grande  col  crescere  d 
«,  cioè  se  la  serie  non  è  divergente,  la  successione  Sj ,  Sg ,  S^  ,.. 
dovrà  tendere  ad  un  limite  finito,  secondo  quanto  si  è  già  dime 
strato  al  §  3°  (art.  588),  cioè  la  serie  proposta  sarà  convergente= 

625.  Una  serie  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  maggior" 
dei  termini  corrispondenti  di  una  serie  convergente^  è  anche  coim 
vergente. 

Avvertiamo  una  volta  per  sempre  che  in  questo  paragrafo  com 
sideriamo  soltanto  serie  a  termini  positivi. 
Sieno  infatti  le  due  serie  : 

u^  -h  ti2  +  «3  +  .  .  . 

t\  4  Vg  +  «^3  +  •  •  • 

la  prima  delle  quali  si  sappia  essere  convergente,  e  supponiamo 
che  si  abbia,  per  ogni  valore  di  / ,  i'»  <  ?^•. 
Posto  allora  : 

si  avrà  evidentemente  : 

Poiché  ora  la  prima  serie  è  convergente,  cioè  la  S^  resta  finitr 
col  crescere  dì  7i,  a  fortiori  resterà  finita  la  S',^  che  è  minore  d 
8^^ ,  cioè  per  quanto  si  è  notato  all'  art.  prec.  anche   la   secondi^ 
serie  sarà  convergente.  È  poi  manifesto  che  la  somma  della   se- 
conda serie  non  potrà  superare  quella  della  prima. 

Una  serie  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  m.lnori  dem 
termini  corrispondenti  di  una  serie  divergente,  è  del  pari  diver^ 
gente. 

Omettiamo  la  dimostrazione  che  ò  affatto  analoga  alla  prece- 
dente. 

626.  Cerchiamo  di  applicare  questi  teoremi  a  riconoscere  la  na- 
tura della  serie  : 

^  ^  2-  ^  S^  ^  4-  "^  •  •  •  (1) 


—  311  — 
confrontando  i  suoi  termini  coi  termini  della  serie  : 

che  già  abbiamo  dimostrato  essere    convergente ,    ed    avere    per 
somma  il  valore  2.  I  termini  n'"»  delle  due  serie   (1)   e   (2)   sono 

dati  riso,  da  — ■  e  da — . 

ir  (il  —  l)n 

Poiché  ora  : 

1         1  1 

< 


n^      n-n      {n—l)a 

segue  dal  teorema  dell'art,  prec.  che  la  serie  (1)  è  anche  conver- 
gente ;  e  si  avrà  certamente  : 


(i  +  ^  +  ^+è^--)<'- 


627.  Una  serie  convergente  a  termini  positivi  resta  convergente 
ancorché  si  moltiplichino  i  suoi  termini  per  numeri  arbitrari,  pò- 
dtivi  0  negativi,  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  certo  mimerò 

fisso. 

Sia  infatti  : 

una  serie  convergente  a  termini  positivi,  e  si  deduca  da  essa  la 
nuova  serie  : 

«l^i  +  «2^2  +  ^3^3  +  •  •  •  (^) 

moltiplicandone  i  termini  pei  coefficienti  a,  ,  «2 ,  «n  ,  .  •  •  che  sup- 
porremo tutti  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  certo  numero  A. 
Indicando  con  R,,^  la  somma  dei  p  termini  consecutivi  airn'"*' 
P^y  la  serie  (a)  e  con  R'„^,  la  stessa  somma  per  la  serie  (ò),  si  ha 
<^^'identemente  : 

<  A-a^^i  -h  Aa„^.2  +  .  .  .  +  A-a,,^,, 

cioè  <  ^'^^'•♦l  "^  ""+2  +  •  •  •  +  «n+pl  J 

ì^'n  ,  pi  ?  A.|R„^  ^!. 

^^y  essendo  la  (a)  convergente,  la  IR^,    ^1  può  rendersi  minore 

J.     e 

'  7\  '  P®^'  ^  abbastanza  grande  e  per  qualunque  valore  di  ?>. 
'^'^^i-a  si  avrà  : 

^Ui|)(ji  ^  fortiori,  in  virtù  della  dìseguaglianza  precedente,  si 
<ivr£i  - 

|R'„.p!<2 

"  ^he  dimostra  appunto  la  convergenza  della  nuova  serie  {li). 
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CoROLLAKio.  —  Una  serie  convergente  a  termini  positivi  reste 
convergente  anche  se  si  prendano  negativamente  quanti  termini  s\ 
vogliano. 

Poiché  ciò  equivale  infatti  a  moltiplicare  quei  termini  pel  nu 
mero  finito  (—  1). 

628.  Volendo  determinare  la  natura  di  una  serie,  è  specialmente 
importante  di  paragonarla  colla  serie,  i  cui  termini  crescono  ii 
progressione  geometrica  : 

1  +  ^  +  /i^  +  /i^  +  .  .  .  +  ^'*  +  ^"+^  + (3 

Cominciamo  dunque  dal  vedere  per  quali  valori  di  h  questi 
serie  sia  convergente  e  per  quali  divergente.  È  facile  di  veriti 
care  che  : 

(l^h  +  h^-i-  .  ..-{-h*"'  ^)(1  -  /i)  =  1  -  Ti'* 
onde  : 

S,,=  1  +  /M-  /i^  +  .  .  .  +  y'^^  =  V-?- 

1  —  fi 

il  che  si  può  anche  scrivere  : 

Ciò  posto^  se  ÌKÌj  la  potenza  h^  tenderà  a  zero  col   crescere 

di  n  (art.  5^9),  onde  anche  il  quoziente 7-  tenderà   a    zero    • 

dalla  (4)  si  dedurrà  : 

limS,,  =  . 

1  -  /i 

La  serie  (3)  sarà  dunque  convergente  ed  avrà  per  somma 


1-// 
Se  ^  =  1,  la  serie  (3)  si  riduce  ad  1  f  1  +  1  4-  .  .  .  che  è  evideii 

temente  divergente,  ed  a  maggior  ragione   sarà   divergente   ^c 

k>l. 

Concludiamo  dunque  che  la  serie   (3)  converge  soltanto  quand 

h  <  1  ed  allora  ha  per  somma --. 

l  —  h 

629.  Se  li  <  1,  affinchè  una  serie  ìIq  -\-  u^  +  Wj»  -f  .  •  .  sia  conver 
gente,  sarà  dunque  sufficiente  che  (almeno  da  un  certo  punto  il 
poi)  i  suoi  termini  sieno  minori  dei  termini  corrispondenti  dells 
serie  1  +  ^  +  /r  f  ... ,  la  quale  è  convergente  per  Tart.  prec.  Cioi 

n 

l)astcrà  che  si  abbia  ?/^^§/?'*  e,  che  ò  lo  stesso,  ^/'^,  <'*•  Pertan- 
to: se  una  serie  gode  della  projn'iefà  che  le  radici  dei  suoi  ter 
mini,  d'indice  ìiguale  all' indice  del  fermine,  non  superino  un  certt 
numero  fisso  h  minore  di  1,  essa  sarà  certamente  convergente. 

Nelle  applicazioni  riesce  però  più  comodo  dì  stabilire  il  para 
gone  fra  una  data  serie  ed  una  serie  in  progressione  geometricii 
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sotto  ana  forma  alquanto  diversa  che  condace  ai  crìterii  degli  ar- 
ticoli seguenti. 

630.  Teorema.  —  Se  per  una  data  seme  si  verifichi  che  il  rap- 
porto di  un  termine  al  precedente^  almeno  a  partire  da  un  ter- 
mine di  posto  abbastanza  avanzato,  sia  sempre  minore  (od  uguale) 
«  una  quantità  fissa  li  minore  delV unità ,  la  serie  data  sarà  cer- 
tamente convergente. 

Sia  infatti  m^,  +  i/j  +  «^  +  .  .  .  la  serie  data   e   supponiamo    che, 
a/meno  da  un  certo  valore  di  n  in  poi,  si  abbia  sempre  : 

^^^§A<1  (5) 

dove   ^  è  un  numero  positivo  Asso  minore  di  1. 
JPoichè  si  può  scrivere  identicamente: 


.    ■   • 


dove    nel  secondo  membro  non  figurano  che  rapporti   di   termini 
consecutivi,  i  quali  per  supposto  sono  tutti  minori  di  hj  si  avrA: 


^n^t 


<  h'  (6) 

onde  : 

^^  questa  discguaglianza  segue  primieramente  che  : 

limw^^  =  0  ,  {H) 

P^^ohè  col  crescere  di  t  airinfìnilo  si  ha  (art.  599)  che  la  potenza 
^ende  al  limite  zero. 

Inoltre,  indicando  al  solito  con  R„p  la   somma   dei  p   termini 
^^^la  serie  data  consecutivi  all' w*"*'^  si  potrà  scrivere  per  la  (7): 

^^    anche  raccogliendo  il  fattore  comune  w„  : 

R„p<u„(l+^  +  ^'+...  +hP'') 
^^^   a  maggior  ragione  : 

R«p  <  M,X1  +  /i  +  ^-  +  .  .  .  +  h^''  -^hP+  .,  .), 
^^^è,  essendo  A  <  1,  (art.  628)  : 

/oichè  ora  lini?r,j  =  0,  data  una  quantità  positiva    s   piccola    a 
P^^cere,  si  potrà  sempre  prendere  n  abbastanza  grande  perchè  si 

^^fyXLi,— Istituzioni  di  analisi   algebrica,  3.*    cdiz.  40 


I 
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u 
abbia        "    <  6,  onde  a  maggior  ragione  si  avrà  per   la  (9)  : 

Rn  ,  p  <  e        ,        ;?  =  1,  2,  3, 

È  dunque  soddisfatta  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  pe 
la  convergenza  di  una  serie  (art.  618). 

La  serie  proposta  è  dunque  convergente  ;  e  dalla   formola    {{ 

si  vede   inoltre    che    l' errore   che    si   commette   prendendo    com 

somma  della  serie  la  somma  dei  soli  primi  n  termini  è  inferior 

u^ 
ad  — ^. 

1-h 

631.  Nella  maggior  parte  dei  casi,  anziché  potersi  determinar 
una  quantità  h  minore  di  1  la  quale  sìa  sempre  maggiore  dei  rap 


u 


M+l 


porti  -^- ,  riesce  per  lo  più  agevole  di  riconoscere   che   quest 


'^n 


rapporto,  col  crescere  indefinitamente  di  n,  tende  ad  un  certo  1: 
mite  finito.  Si  ha  allora  il  seguente  teorema:    Se   per   una    serù 

Uq  -f  Uj  +  Ug  -f  U3  -f  .  .  .  ,  il  rapporto ,  col  crescere  indefinita 


^n 


mente  delV indice  n,  tende  ad  un  limite  minore  delV unità,  la  sern 
è  convergente. 

Questo  teorema  si  deduce  senza  difficoltà  dal  precedente. 

Supponiamo  infatti  che  si  abbia  : 


lim  '-^  -  a 


dove  a  è  un  numero  positivo  minore  dell'  unità. 

Si  indichi  allora  con  h  un  numero  compreso  tra  a  ed  1,  p. 
la  media  aritmetica  fra  1  ed  7. 


Poiché  -^^  tende  al  limite  a,  ciò  significa  che  per  tutti  i  v 

u 
lori  abbastanza  grandi  di  w,  il  rapporto  -^^  diff'erirà    da   a   p 


w„ 


meno  di  quello  che  ne  differisca  h.  Si  avrà  dunque  per  n  abl> 
stanza  grande  : 


<h     ,      h  <  l 


e  si  ricade  così  nel  teorema  dell'  art.  prec. 

632.  Esempio.  —  Sia  data  la  serie  : 

^       a        a(a  +  1)    ,      a{a -\~  l)(a  -h  2)    , 
1^-^^+       [2  "■^" [f -^'+---- 

In  questo  caso  si  ha  : 

a(a  +  l)  .  .  .  (g  +  n)     ,^^ 

u^^i  _      1  -2  ,  .  .  (?i  -i-  1) a-\-n 

t/,^       «(a  t   1  ) . . .  (a  -f-  71  -  1  )  ?i  f  i 

_  —  -   — >x 

•  2  .  .  .  7i   1 
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onde  : 

hm  -^^  =  fic  •  lim =  X  lim =  x. 

«»«     W„  n«oo7i  -I-  1  n«iflo  1 

n 

Pertanto  la  serie  proposta  è  convergente,  so  il  numero  positivo 
a?    sia  minore  dell' unità. 

633.  Ritornando  alla  serie  generale  w^,  +  u^  +  Wg  +  .  .  .  ,  si  dimo- 
stra poi,  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  per  il  teorema 

dell'art.  630,  che:  se  il  rapporto  -^^  si  conserva   sempre   mag- 

gxore  di  un  numero  fisso  h  maggiore  delV  unità  (e  in  particolare 

u 
se    lim-^  >\)  la  serie  è  divergente. 

w» 

u 
Infatti  dalla  diseguaglìanza  -^^  >  A  si  deduce,  come  all'art.  630, 

"»*+«  >  ^n^^9  onde: 

Kp  >  w„(l  +  /i  +  Ti*  +  .  .  .  h^""^) 

<love  ora  la  somma  fra  parentesi,  per  essere  h  >  1,  diventa jgrande 
<^Juanto  si  vuole  per  p  abbastanza  grande;  quindi,  ecc. 

u 

634.  Notiamo  per  ultimo  che,  se  lim-^^  =  1,  non  può  dirsi   in 

gorieralc  se  la  serie  sia  convergente  o  divergente.  Per  persua- 
derci di  ciò  considereremo  per  esempio  le  serie  così  dette  armo- 
f^iche,  cioè  le  serie  del  tipo  : 


Qui  si  ha  sempre  lim-^^^  =  l,  poiché  : 


iim(!LLiV 


^ì) 


^«tanto  la  serie  (10)  è  divergente  (art.  617)  per  a=l  ;  invece 
*^  ^on vergente  (art.  626)  per  a  =  2. 

^  precisamente  si  può  dimostrare  (cfr.  Nota  9.*)  che  laverie  (10) 
6  Convergente  quando  a>l  ed  è  divergente  quando  a§l. 
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Vote  ed  Esercisi. 


1.  Dimostrare  la  divergenza  della  serie: 

1         2         3.4 
2.a^3.4      4.5      5.«^ 

2.  Dimostrare  la  convergenza  delle  serie  : 

1         2        J_ 
Ì.2"^3l'*"4.5'^"- 

1111  _1 

ì^.3  ^  2I374  "^  8Z5  "*^  4.5  6  ^  4 

111  1 


J.2.3      4.5.6      7.8  9      10.11.12  ' 


4 


1.2.8      4  5.6      7.8.9      1011.12 

3.  Dimostrare  col  criterio  del  rapporto  la  convergenza  della  serie  : 

1        2*       3*       4*^ 

e  la  diver^ijenza  della  serie  : 

xrl       (x--f-2j^       (x  +  3.3 
1  +  -; +  ^— ; +  — ^ +  .  .  .  . 

Li         L^  L^ 

4.  Trovare  la  natura  della  serie  : 

1111 

in  cui  ogni  denominatore  è  aguale  al  doppio  del  precedente  dimiuiiito  di  1. 

5.  Se  nella  serie  : 

1          1  1 
1 r  —  -|-  .  .  .  («o  —  1  ,  o^  =  2  ,  a^  =  3  ,  Oj  =  5  .  .  .) 

«0        <*i        ^i 

ogni  denominatore  è  uguale  alla  somma  dei  due  denominatori  precedenti, 
dimostrare  che  si  ha  la  relazione  : 

0  dedurne  che  : 


n=«  a^^       *J      5 


0.  Studiare  la  serie  : 


l"^  2^  +  "3"^"6"^Ì2"*"-" 
in  cui  ogni  denominatore  è  uguale  alla  somma  di  tutti  i  precedenti. 
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7.  Teorema  di  Kumuer.—  Dala  una  $erle  a  termini  positivi  \l^+x^^-\■T^^^\-  .  .  . 
ed  una  tuc^enione  di  numeri  positivi  a^  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  «e  Za  quantità  : 

è  superiore  ad  un  numero  positivo  k  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n, 
la  serie  \\^-{-  xx^-\-  ,  .  .  è  convergente. 
Invero  dalla  disep^uaglianza  : 

«n  zr^  -  «n+1  >  ^  ossia:  a„w,,-a^^iW„+i>A:M„^i  (1) 

fregne  evidentemente:  a,|ti,t  >  a,^^iU/ixi-  ^^  quantità  a^Ui^  decresce  dunqae 
col   crescere  di  n,  opperò  tenderà  (art.  588;  ad  un  certo  limite  finito. 
Pertanto  sarà  convergente  la  serie  : 

(a,«,-(i,tt^)  +  (Ojtt,-  OaUg)  4  {a^u^-a^u^)  +  .  .  .  (2) 

che  ha  per  somma  dei  primi  n  termini  «'i'*!- ^„4jU^j.,  ,  ^  quindi  anche  la 
serie  : 

ku^  -f  fcwg  +  ku^  +  .  .  .  (3) 

i  cdì  termini  sono  tutti  inferiori,  in  virtù  della  (1),  almeno  da  un  certo 
punto  in  poi,  ai  corrispondenti  termini  della  (2).  Anche  la  serie  «2+1*3+1*4-1-... 
è  dunque  convergente  (art.  627),  e.  d.  d. 

Per  O/i  =-•  1  si  ricade  nel  teorema  dell'art.  630. 

8.  CoROLLABio.— 5«  il  prodotto   n(  — - — 1  )  tende^  per  n  z=  tx)  ^  ad  un  limite 

maggiore  di  1,  la  serie  a  termini  positivi  u,  +  u^  -f  U3  +  ...  è  convergente» 
Basta  applicare  il  teorema  di  Kummer  prendendo  c^  =  n. 

1         1        1 

9.  La  serie  1  +;"»■*"  «a  "^ — à  +  •  •  •  »  ^^^   ^    evidenteviente    divergente    (cfr. 

art.  C17)  per  a§l,  ^  invece  convergente  per  a  >  1. 

V.  /  1  \* 

Si  ha  infatti  in  questo  caso  speciale   — —  =  {  1  -f  -    )    ,    d'  onde    seguo 

(art.  648): 


§  10.0  —  Serie  esponenziale.  Lograritmi  naturali 

dei  numeri  reali. 

635.  In  analisi  ha  molta  importanza  la  serie  : 

X        X'         X"^  ,    ^ 

clie  è  converp^ente  qualunque  sia  il  valore  finito  che  si  voglia  at- 
iribuire  ad  x.  Applicando  il  criterio  del  rapporto  (art.  631)  si  ha 
infatti  : 


x'' 


^«+1  _  Lif        x^^'ln  —  l  _x 


,'<-! 


n-1 
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d'  onde  segue  evidentemente  : 

lim  ?^^  =  lini  -  ^  x\m-  =  0. 

n 

636.  La  serie  (1)  si  chiama  serie  esponenziale  per  nna  ragie 
che  apparirà  fra  poco  (art.  640).  Facendo  in  essa   x  =  1 ,    si 
come  caso  particolare  la  serie  convergente  : 

.      1       1        1 

la  cui  somma  si  suol  designare  colla  lettera  e. 
Il  numero  e  definito  dair  uguaglianza  : 

.      1       1        1 


è  stato  adottato  come  base  dei  logaritmi  così  detti  naturali  o  . 
periani. 

637.  È  facile  di  dimostrare  che  il  mimerò  e  è  irrazionale  e  a 
preso  fra  2  e  3. 

Invero,  se  il  numero  e  fosse  razionale,   dovrebbe   essere   de 

P 
forma  -  ,  p  o  q  essendo  due  numeri  interi  e  positivi,  e  si  avreb 

«,111  111 

q  1       [2       [3  15^-1       Iq       \q^ 

Moltiplicando  allora  primo  e  secondo  membro  per  [q_  e   coi 
derando  che  -.|$  è  un  numero  intero  che  indicheremo  con  / 

q 

che  i  primi  (q  -f  1)  termini  del  secondo  membro  moltiplicati  i 
|_^  divengono  altrettanti  numeri  interi,  la  cui  somma  indicherò 
con  /',  si  deduce: 

1 5jM       1^+2      1^  +  3 
cioè  : 

j^p      _1_  1  1 

Noi  scriveremo  : 

I  =  I'  +  £ 

ponendo  : 

1  1  l  

^"q-i-l'^  {q+  l){q  +  2)  "^  \qTÌ)i^^){qTS)  "^ 

Ora  è  facile  riconoscere  che  il  numero  z,  il  quale  è   eviden 
mente  positivo  e  diverso  da  zero,  è  minore  di  1.  Infatti,  se  ai  f 
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tori  9  +  1,  9  +  2;  $  +  3,  .  .  .  dei  denominatori  di  ogni  frazione  so- 
stitoiamo  dappertutto  il  numero  più  piccolo  2,  diminuendo  i  de- 
nominatori cresceranno  i  valori  delle  frazioni  stesse  y  onde  pos- 
siamo scrivere  : 

1        1  1 

+  .r-:z-r,  +  •  •  • 


6  <  -  +    — 

2      2.2      2  2-2 


0  anche  : 


e  < 


-2^ + 2- H§y +(§)+•••! 


dove  la  serie  chiusa  fra  parentesi  è  convergente  ed  ha  per  somma 

1     , 
(art.  628),  poiché  i  suoi  termini  formano  una  progressione 

1-- 


») 


geometrica  la  cui  ragione    (=:<)  è  più  piccola   di    1.    Abbiamo 

dunque 

I 


1 
^<2 


-I 


=  1 


cioè  appunto  e  <  1.  Ora  ciò  è  in  contraddizione  con  V  eguaglian- 
za (3),  poiché  un  numero  intero  /  non  può  evidentemente  essere 
aguale  ad  un  numero  intero  /'  accresciuto  del  numero  e,  che  è 
frazionario  perchè  minore  di  1. 

£  dunque  assurdo  il  supporre  che  il  numero  e  sia  razionale. 
I^asslamo  a  far  vedere  che  esso  é  compreso  fra  2  e  3.  Che  esso 
8ia  maggiore  di  2  risulta  evidente  dalla  (2),  poiché  i  soli  due  primi 
termini  della  serie  che  ha  per  somma  e ,  danno  già  una  somma 
eguale  a  2.  Che  poi  esso  sia  minore  di  3  si  vede  sostituendo  ai 
fattori  dei  denominatori  nel  secondo  membro  di  (2)  il  numero  2, 
poiché  allora  si  avrà  : 

«<l  +  (l  +  ^  +  2^2  +  2-2T-2  +  ---> 
Ma,  come  sopra,  ia  somma  della  progressione   fra   parentesi   é 


1 


2 


~  =  2  ;  si  ha  dunque  appunto  : 


e  <  1  -f  2  ,     cioè  :     «  <  3. 
638.  Indichiamo  con  : 


X      x^       x^ 


X' 


^»  =  ^  +  T  +  Lf' Li  ■'•••"' [^ 


(i) 


ia  somma  dei  primi  n  +  1  termini  della  serie  (l)  e   paragoniamo 


X 


Wsta  somma  collo  sviluppo  della  potenza  n""^  del  binomio  Ih 
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Per  il  teorema  del  binomio    Cap.  III.  §  '1'*)  si  ha: 


nji  —  r  li  —  2  .  .  .  2-1 /x 

"^  1.-J.3  .  .  .  rt  \H/ 

e  anche  : 


#1 


/         X  v"  X      li  «  -  1     x^      ii;h-1Xh-2,    x^ 

n  II  -  l  j«  —  2>  . .  .2.1   x** 


I      •••     4 


li*  [n' 


Ma  per  un  termine  qualunque  del  secondo  membro  si  ba 
»(»  -  1)  Il  -  2  . . .  (il  -  il -h  r  _  M    n  -  1      «  -  (k  -  1  ) 


M*  H  li  II 


V       II    \       Il        \  Il   ] 

onde  possiamo  anche  scrivere  : 

\         11/  1       \         Il  ■  l_2       \         «A         "/!3 

1\/         2\       /         ii-l\x" 
^     1-  -)     1-  -    ...(  l )-. 

Sottraendo  ora  questa  uguagliauza  membro  a  membro  dall 
viene  : 

^■-(-!)'-['-('-!i]g 

-[■-('-JH'-:.i-c ---■')]& 

1            •*            3                      u  -  1 
Poicliò  i  fattori  l  — ,  1--,  1-' 1 sono 


n  li  a  n 


minori  di  1,  il  prodotto  (  1  -   -  )(  1  -  -  ^. . .(  1  -    V  in  cui  ^ 
sarà  j)uro  lìiìnure  di  1,  ondo  la  ditlVroiìza  : 

H  /  \         ìì/       \  ni 
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è  positiva,  e  se  in  essa  sostituiamo  in  luogo  di  ogni  fattore  il  più 
piccolo,  cioè  r  ultimo^  si  avrà  : 


Ma  se  neir  identità  : 

1  -  2'*  =  (1  _  2)(l  +  2;  +  «2  +  .  .  .  -f  2^'-!) 

sostituiamo  in  luogo  di  z  il  binomio  1  — ,  si  ottiene: 


(6) 


-(-^)=^i-('-?>('-^)"--(-rì 


onde,  poiché  i  termini  contenuti  entro  la  parentesi  sono  tutti  non 
superiori  ad  1  : 

1  -  (  1  -  -  )    <  -I  l  +  1  +  1  +  . . .  +  1  I  <  ^. 


V         n/        n\ 
Confrontando  con  la  (6)  si  ha  dunque: 

\        71^  \         n'       \        nf      n 

Costituendo  ora  queste  espressioni  nel  secondo  membro  della  (5) 
si  trova  : 

s.*  -  (  i  +  -  )    <  -  -uT  +  --  iir  +  —  i-r  +  •  •  •  +  '  -r- 


0  anche  : 


\       71/         ?i(  [Jl  [_3  [4  l_?         ) 

Ora  la  quantità  fra  parentesi  non  è  che  una  parte   della   serie 

infinita  • 

[2    ^    [3      """li      +••• 

^*  quale  è  convergente,  poiché  il  rapporto  di  un  termine  al  pre- 
cedente ha  per  limite  lo  zero,  come  è  facile  verificare.  Se  indi- 
chiamo dunque  con  T  la  sua  somma,  si  avrà  dalla  (7)  a  maggior 

i^agione  : 


S 


.-(1+?)     <1.T. 


71/ 


(8) 


I^i  qui  si  deduce,  poiché  il  secondo  membro  ha  evidentemente 
P^J*  lìmite  lo  zero  quando  7i  tende  all'  infinito  : 

ita|s,-(,  +  5)"|  =  o. 

^Ai'Rixi.  —  litUuziont  di  analisi  alffebrica^  3.*  ediz.  41 
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Ma  per  n  =  ao   la  S^  tende  ad  un  limite  finito,  cioè  alla  somn 
della  serie  convergente  (1).  Si  conchinde  quindi  : 


limS„  =  lim('l-h-V 

tistx  n=x  \  11)    » 


cioè  : 


•n=»N         ni  12        3 


e  facendo,  in  particolare,  a;  =  1  : 


cioè  : 

lim(l-h-y=e.  (I 

639.  È  importante  di  dimostrare  che  la  formoìa  (10)  seguita 
sussistere^  quand'anche  al  numero  n  non  si  faccia  percorrere 
successione  dei  numeri  interi  positivi,  ma  una  successione  qual 
voglia  di  numeri  positivi  o  negativi  tendenti  aW infinito. 

Supponiamo  dapprima  che  n  si  conservi  sempre   positivo.    L 
ogni  valore  di  ?i  esistono  due  interi  positivi  m  ed  m  -h  1    che 
comprendono,  e  si  ha  evidentemente  : 

(,._!_)-<(>  +  lV<(.^i)-. 

\         m  -f  1  /  \  n  /         \         m  ^ 

Ma,  per  n  infinitamente  grande,    anche    m   diviene    infinii.ime  : 
grande  e  si  ha  : 


e 


,.     /,    ,        1      V"      ,.     ^  «»  +  !/  e. 

limi  1  + 1    =  liin  -     =  - 

V         m  +  1/  /,  1     \  1 

lim{l+— )       ^limflf— )      lini    l  r  -  )  =  e.l. 
\  VI  \  m  ^  \  m  f 

La  potenza    (14^)      è  dunque  compresa  fra  due  numeri 


tendono  allo  stesso  limite  e  per  m=x;  onde   anch'essa   tend^ 
^art.  589)  a  questo  stesso  limite. 

Finalmente  il  caso  di  n  negativo  si  riconduce  subito  a   quin- 
di 7?  positivo  osservando  che  si  ha  identicamente  : 


(•- ir  ^-Om^)"-- (-.,'--,). 


onde  : 


lim(l-f-)      =lim{l-f-  .ii,u(l+—        ) 


e. 
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ti 
640.  Comunque  sia  fissato  il  valore  di  x,  il  rapporto  -  diviene 

X 

infinitamente  grande  insieme  con  n.  Si  può  dunque  scrivere  per 
r  articolo  precedente  : 


G-) 


=  e 


d'onde  (art.  612): 


cioè  : 


'-[("è)  J 


X 


=  e^ 


limfl  +  -V  =  e'\  (11) 


Sostituendo  ciò  in  (9)   si  giunge  cosi  all'  importante  uguaglianza  : 


X      ac-      x^ 


^^^  giustifica  la  denominazione  di  serie  esponenziale  data  ad  (1). 

641.  Per  il  teorema  dell'art.  639  si  può  anche  scrivere,  in  luogo 
della  (IO),  comunque  si  taccia  tendere  a  zero  la  quantità  posi- 
tiva £  : 


1 

e  1. 


lim/l  +  \    =  e,     ossia:     lim(l  -r  zf=  e  (13) 

"\  {lì) 

^  onde  si  deduce  anche  (art.  613)  prendendo  dei  due  membri  il 
'^?aritmo  secondo  la  base  e  : 


J-^E^LtA  .  1. 


lim 

^42.  Se  nella  (14)  si  introduce,  iu  luogo  della  variabile   infini- 
tesima £,  hi  variabile  infinitesima  0  legata  ad  s   dalla   relazione  ; 

logg(l-fe)  =  0     ossia:     6  =  a^  — 1, 

^^^^  prende  la  forma  : 

,.     Iogurt- logjl  -  s)      ,  ,.         0 
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d'  onde  la  forinola  notevole  : 

^,    a?  —  1  .  . 

log,a=lim-~ —  (li 

643.  Se  invece  si  fa  nella  (14)  la  sostituzione  : 

e  =  (1  -h  x)'*  —  1     da  cui:     log^(l  +  s)  ^  :Jilog^(l  4  x) 

essendo  [i  un  esponente  reale  qualunque  ed  x  una  variabile  et 
tende  a  zero,  si  ottiene  : 

[jL  =  lim- -  =  limj -   --    —  f 


cioè  per  la  (14)  : 


x-O  X 


Vote  ed  Esercisi. 


1.  Dimostrare  che: 


n 


1  =lin>  ^* 

^         n  —  V3    11 


Si  osservi  a  tale  oggetto  che,  ponendo:  0,^=:^-,  si  ha       =  lim  -^-  ,  e 


-  ^-,  SI  ha 

n  e  a^^ 

applichi  quindi  il  teorema  citato  alla  Nota  0*^  del  §  7^. 

2.  Per  tutti  i  valori  di  x  il  cui  valore  assoluto  ò  inferiore  ad  1,  si  L 

come  vedremo  in  seguito,  lo  sviluppo  in  serie  convergente  : 

log,(l  +  a;)=  .r  -  --  +  y  -  ~  -h  . . .  . 

Sottraendo  da  questa  formoia  quella  che  se  ne  deduce  cambiando  x 
—  X  viene  : 

l+x      ^/         x^       x^  \ 

Se  fit  ed  n  sono  due  numeri  positivi  e  sia  m  <  r»,  potremo  porre  in  ques 

formoia  (che  è^  valida  per  \x\  <  1,  come  si  è  detto)  x  =.  —  ,   con    che   ess 

ti 

ci  dà  : 


1 


(  m       m^       nv* 


\ogJn  +  m)  =  log,(u  -  m)  +  2|—  f  -—  f 


5n' 


+  ...  . 


8.  Quest^ultima  formoia  si  presta  assai  bene  al  calcolo  pratico  dei  log 
ritmi  naturali  dei  numeri  interi.  Infatti,  se  si  pone  m=l  ed  n=*2Nfl» 
ha  in  particolare  : 

log.CN  H- 1)  =  log,N  +  2{ --L_  +  ^^^_L..  _  +  ^^^'^  ^ .,  +  ...(. 


I 
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Mediante  questa  forinola,  supposto  già  noto  il   logaritmo   deW  intero  N  ,   si 
calcolerà  facilmente  quello  di  N  -f-  1. 

4.  Dimostrare  che  : 

1  <  lim  -j. — K -L  <  e. 

5.  11  numero  e  ha  anche  molta  importanza  unitamente  al  numero  iz  (rap. 
porto  della  circonferenza  al  diametro)  nel  calcolo  approssimato  di  [n^, 
quando  n  è  un  numero  assai  grande.  Tale  calcolo  ò  fondato  sulla  foimola 

lim =  1 

detta  di  Stirling  dal  uomo  del  suo  scopritore. 
Più  precisamente,  si  può  dimostrare  che: 

1.2.3  .  ..M=V2Tin.?l'*.6         '""' 

per  un  conveniente  valore  di  0  compreso  fra  0  od  1.  (Cfr.  Cesavo:  Corso  di 
analisi  Algebrica,  pag.  271  e  270). 


§  ll.o  —  Frazioni  contlnae. 


^'^4.  Un  altro  esempio  importante  di    operazioni   infinite 
°®Jl'  algoritmo  di  frazione  continua  : 


si  ha 


1 
a^  4-   1 


«2  +  •  (^) 

^^^  Op ,  a^  ,  ag  ,  .  .  .  è  una  successione  infinita  di  numeri.  Questa 
^^*^s8ione  è  per  sé  stessa  priva  di  senso.   Soltanto   avranno  un 
^^o  le  successive  parti  : 

1  1 

^0  ?  ^0  "^  ,.       j     ^0  "^  77"  ,   1    »  •  •  • 

^  Kr  ^,^  chiamano  ridotte  della  frazione  continua  (l). 
^.^oi  indicheremo  queste  ridotte  con  R^j  ,  R,  ,  R^  ,  .  .  .  ;  cosicché 
^Vrà,  esprimendole  sotto  forma  di  unica  frazione  : 

U     _  «0      p     _  «0«1    ^   1       p  («0^1  +  1)«2  +  «0  ,ox 

H5.  Osserviamo  che  la  Rg  ha    per    numeratore   il    numeratore 
j*^  Rj  moltiplicato  per  a^  più  il  numeratore  di  R„  e  per  deno- 
^'^^atore  il  denominatore  della  Rj  moltiplicato  del  pari  per  ao  più 
^  ^«nominatore  di  R^.  Questa  le^ge  di  formazione  è  generale,  pò- 
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tcndosi  mettere  tutte  le  successive  ridotte: 

sotto  forma  di  frazioni  uniche  i  cui  numeratori  e  denominata 
soddisfano  alla  stessa  legge^  cioè  :  la  ridotta  di  ordine  n  è  u: 
frazione  che  ha  per  numeratore  il  numeratore  della  ridotta  pra 
dente  moltiplicato  per  a,,  più  il  numeratore  dell' anti precedente.  * 
milm^nte  il  denominatore  è  uguale  al  denominatore  della  pre* 
dente  moltiplicato  per  a,j  piti  il  denominatore  dell* antiprec eden 
Per  dimostrare  questa  legge,  che  già  abbiamo  visto  verificai 
per  le  prime  tre  ridotte,  basterà  far  vedere  che,  se  essa  è  ve 
per  la  ridotta  di  ordine  n,  lo  sarà  del  pari  per  quella  di  ordine  n-\ 
Invero  per  il  supposto  si  ha  : 

"»  -  "»  "^  a,  +  1_  -  Q,.  -  Q„.,a„+  Q„., 

1 

Ora  la  ridotta  R„^.i  si  può  evidentemente  calcolare  sostitueii. 
in  R,^  ad  a,j  la  somma  a,,  H ;  si  ha  dunque  : 


cioè  appunto  : 


'*"'"  /  l    \ 

\  "/i+i/ 

«n+j(Qn-J«n  ^-  Q/i-s)   +  Qn-1  ' 


come  si  doveva  dimostrare. 

646.  I  numeratori  e  denominatori  di  due  ridotte  consecutivo  n 
sono  indipendenti  fra  loro.  Essi  sono  legati  dalla  relazione  gei 
rale  . 

Invero  ,  poichò  : 

^Q  =   «0   ?   l'i  -  <'.i^l     f-   1    ,    .    .   . 

Qo  =  1  )  Qi  =  «1 , , 

la  relazione  (4)  è  vera  per  n  =  ì.  Potremo  dunque  supporre  e 
la  (4)  sia  stata  già  dimostrata  fino  al  valore  n  ;  e  basterà   dii» 
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strare  che  essa  è  anche  vera  per  n  +  1.  In  effetto  si  ha  : 

=  («„+iP«  +  P«-i)Q»  -  P„(««+iQ»  +  Q«-i) . 

cioè  appanto,  in  virtù  della  (4)  : 

c.  d.  d. 

647.  Se  indichiamo  con  A„  la  difiPerenza  fra  la  ridotta  R^  e  la 
ridotta  B.„_i ,  si  avrà: 


cioè  per  la  formola  (4)  : 


'•-ih  <"' 


ossia  :  ìa  differenza  fra  due  ridotte  consecutive    è   uguale   alV  in- 
versa dei  prodotto  dei  denominatori  di  tali  ridotte,    col    segno    -f- 
^  —  secondochè  V  indice  della  ridotta  di  ordine  minore  è  pari    o 
dispari, 
Poichò  evidentemente  : 

R,=(R,,-R^_0+(Rn-i-R.-2)+(RH-2-R.-3)+  •  •  •  (R,-Ro)+Ro 

^  A,,  +  A„_i  +  A„^2  +  .  .  .  +  Al  -}-  Ro ,  (7) 

Sf^stituendo  per  le  A  le  espressioni  (6)  si  ottiene  : 

^'«rmola  detta  di  Eulero. 

C48.  Noi  supporremo  d'  ora  innanzi  clic  ì  numeri  a,  ,  a^  ,  .  .  .  , 
^6<ìiante  i  quali  è  composta  la  frazione  continua  (1),  siano  tutti 
positivi  e  diversi  da  zero. 

Supporremo  che  neanche  si  possano  avvicinare  indefinitamente 
^  Zero  col  variare  dclT  indice  n.  Ciò  equivale  a  supporre  che  le 
^1  y  ^^i ,  a^  y  ,  ,  ,  siano  tutto  magy^iori  di  un  certo  numero  fisso  s, 
^^c  non  è  zero. 

In  tale  supposizione  dalla  le^^j^o  di  formazione  delle  Q<)  ,  Qj  , 
^i  )%  j .  .  .  contenuta  nella  formola  : 

^^^  evidentemente  che  i  numeri  Q„  ,  Qi  ,  Qo  ,  .  •  .  sono  tutti  po- 
^^^ivi  e  che  Q,,  è  maggiore  di  Q,,_o. 
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Si  ha  dunque  : 

Qo  <  Q2  <  Q4  <  Qe  .  .  •  C^) 

Qi  <  Q3  <  Qs  <  Q7  •  •  •  •  {^^) 

Inoltre  è  facile  riconoscere  che  in  ciascuna  di  queste  due  suc- 
cessioni il  termine  generale  Q^  tende  a  divenire  infìnitamente 
grande  col  crescere  di  n. 

Infatti,  sostituendo  nella  prima  delle  due  inegunglianze  : 

Q«  =  «nQ>*-l  +  Qn-2 
Qn-1  =  «n-lQn-»  +  Qfi-8 

il  valore  di  Q,,_i  dato  dalla  seconda,  viene  : 

Qn  =  Qn-.2(^  +  «n«n-l)  +  «nQn-3  7 

onde  : 

e,  poiché  le  a^  sono  tutte  maggiori  di  s,  a  fortiori: 

Se  dunque  consideriamo  per  es.  la  successione  (9),  si   deduET*'^ 
a  maggior  ragione  : 

Ma,  essendo  1+e*  un  numero  maggiore  di  1,  la  potenza  (1+s  ^Z 
diviene  infinitamente  grande  per  A:  =  oo .  Dunque,  ecc.  .  .  . 


649.  Se  confrontiamo  le  due  diflFerenze  successive  : 

(- 1)"-^  _  ^^  ^  _(-  ir:' , 

vediamo  che  la  seconda  è  di  segno  contrario  alla  prima  e  minc^  ^^ 
in  valore  assoluto,  poiché  Q„  >  Qn-2*  Inoltre  è  chiaro  che  si  1»  ^•' 


A„-,  =  A    L    .  K  = 


limA„  =  0 


essendosi  veduto  poco  fa  che  le  Q,,  divengono  infinitamente  grai:»  ^^ 
col  crescere  di  n  airinfinito.  Da  tutto  ciò  segue  lart.  619}  che  ^^ 
serie  infinita  : 

«(^  +  Al  +  A2  4-  A3  -+  .  .  . 

ò  convergente.  D'altra  parte  la  somma  dei  primi  n+l  termini  ^^ 
questa  serie  ò  appunto,  come  si  vede  dalla  formola  (7),  la  rido*^  ^^ 
R„  della  nostra  frazione  continua. 

Concludiamo  dunque  che    le    successive    ridotte    della   frazic^  ^^ 
continua  iendono  ad  un  limite  finito  e  determinatOj  il  qxiale  al^"*'^ 
non  è  che  la  somma  della  serie  convergente  : 

1  1  1 


"    QoQi    Q1Q2    Q2Q: 


• . .  • 


Questo  limite  si  chiamerà  il  valore  della  frazione  continua  in- 
finita ftft  H 


r)50.  Circa  il  modo  secondo  cui  le  successive  ridotte  tendono  al 
'alore  /  della  frazione  continua^  c*ò  da  osservare  quanto  segue  : 
lo)  le  ridotte  di  ordine  pari  Rq  ,  Rj,  ,  R^  ,  .  .  .    formano    una 
u  recessione  di  valori  sempre  crescenti.  Si  ha  infatti  : 

Rj  =  Ro  +  (A,  +  A,)  ,  R4  =  Ro  +  (Al  +  ^,)  f  (A3  +  A,),  .  .  . 

le  somme  Aj  4-  Ag ,  A3  +  A4  ,  ...  sono  tutte  positive,  porche  per  es. 
3    è  positivo  e  maggiore  in  valore  assoluto  di  A^  che  è  negativo. 
2o)  le  ridotte  di  ordine  dispari  Rj  ,  R3  ,  R5  ,  .  .  .  formano  una 
f  ^'cessione  di  valori  sempre  decrescenti.  Infatti  : 

R3  =  R,  +  (A,  +  A3) ,  R5  =  R3  4-  (A^  +  A5)  -I-  .  .  . 

3  ve  ora  le  somme  fra  parentesi  sono  invece  tutte  negative. 

30)  il  valore  I  della  frazione  continua  sarà  dunque  V elemento 
t     separazione  delle  due  classi  di  ridotte,  cioè  si  potrà  scrivere  : 

40)  di  qui  segue  come  corollario  che  due  ridotte  consecutive 
\u,€ilunque  R„  ed  R^^+i  comprendono  fra  di  loro  il  valore  della  fra- 
zione continua, 

50)  poiché  il  valore  /  della  frazione  continua  è  compreso  fra 
R„  ed  R„.i ,  Terrore  che  si  commette  prendendo  R„,  od  R„_,  , 
coinè  valore  approssimato  di  /,  sarà  evidentemente  minore  della 

differenza  R„  -  R,,_i  =  A,,  =  ^       ^ 


^n-l  '^H 


m 


651.  Sia  /  =  —  un  numero  razionale  (m  ed  n  interi).  Se  «,    è 

n 

il  resto  (positivo)  della  divisione  di  m  per  n,  si  può  scrivere,  in- 
dicando  con  Ojj  nn  numero  intero,  m  =  a^n  -\-  n^ ,  onde  : 


m  n,  1 

n  "       7i  n 


71, 


Essendo  n^  <  n,  sia  a^  il  quoziente  intero  ed  n^  il   resto   della 
divisione  di  n  per  ?i,  ;  sarà  : 


n  Wg  1 

—  =  a,  +  -^  =  a,  -f  — 


^sostituendo  nell' eguaglianza  precedente: 


m  1         , 

_  ^.  a    +  —        1 
n  aj  H 


71, 


^^^mu, --  Ihì Unzioni  dì  analisi   algehrica,  8.*    odiz.  42 
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Se  il  namcro  ng  fosse  aguale  a  zero,  questa  espressione  si 
durrebbe  ad  a^  H —  ;  ma  se  n^  è  diverso  da  zero,  si  può  pr< 
dere  allo  stesso  modo  e  si  troverà  : 


m  1 

-  =  «0  +  —  .    1 

n  a.  -ì Tia 

e  così  di  seguito  finché  si  giunga  ad  un  resto  n^^i  :=  0,  il  che 
cadrà  certamente^  poiché  i  numeri  w  ,  n,  ,  n^  ,113,...  vanno  s 

pre  diminuendo  almeno  di  un'unità.  Allora  il  numero  —    si 

n 

vera  sviluppato  sotto  forma  di  una  frazione  continua  limitati 

m  1 

n         "       aj  + . 


1 

652.  Se  il  numero  /  è  irrazionale ,  è    chiaro    che ,    procede 
come  si  è  fatto  pel  caso  di  un  numero  razionale,   si   darà    lu 

ad  una  frazione  continua  illimitata  a^  -f  —       1  in  cu 

»!  +  — 
a^  +  • 


a,  ,  a^  ,  .  .  .  sono  numeri  interi  e  positivi  diversi  da  zero.  E  ù 
riconoscere  che  il  valore  di  tale  frazione  continua  è  precisam 
il  numero  irrazionale  /  che  le  ha  dato  origine.  A  tale  oggetto 
sta  evidentemente  di  dimostrare  che  il  numero  /  è  sempre  e 
preso,  come  lo  è  il  valore  limite  della  frazione  continua,  fra 
ridotte  consecutive  quali  si  vogliano  R,,_i  ed  R^.  Infatti  si  h 

1 

a^  h  . 


1 

•4- 


R/,-i  =  ^'o  +  ^  . 

CI*    ■    • 

• 

K 

• 

1 

•  1 

^/i-i 

e  queste  sono  appunto  duo  ridotte  consecutive  della  frazione  e 
tinua  : 

«1  +  . 


1 


'^^  A 
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che  rappresenterebbe  il  valore  esatto  di  /,  qualora  non  si  volesse 
ulteriormente  sviluppare  il  numero  irrazionale  A.  Ora  noi  sappiamo 
che  il  valore  di  una  ridotta  qualunque  è  sempre  compreso  fra 
quelli  delle  due  ridotte  che  la  precedono. 

653.  Un  numero  qualunque  si  può  sviluppare  in  un  solo  modo  in 
frazione  continua  ad  elementi  interi.  Infatti,  quando  le  a^  ,  a,,... 
sono  numeri  interi  positivi,  ogni  espressione  della  forma  : 

1   1 

*       «2+  • 


^  certamente  una  frazione  dell'unità.  Se  dunque  si  avesse  : 


ac,-h  .  ^       a' 9  +  . 


eguagliando  nei  due  membri  le  parti  interi'  e  le  frazionarie  si  de- 
<iurrebbe  appunto  a^  =  a'^.  Similmente  si  proverebbe  poi  che 
^i  =  n\  ,  ecc. 

654.  Essendo  per  supposto  i  numeri  a„  ,  a,  ,  Og ,  .  .  .  tutti  interi 
(^  positivi  dal  secondo  in  poi),  è  chiaro  che  i  due  termini  P„  e  Q,^ 
^i  una  ridotta  qualunque  R„  saranno  numeri  interi.  Inoltre  essi 
saranno  primi  fra  loro,  poiché  dair  eguaglianza  già    dimostrata  : 

segue  che,  se  P^^  e  Q,,  avessero  un  divisore  comune  diverso  da  l, 
questo  dovrebbe  dividere  (--l;""*,  il  che  ò  assurdo.  Dunque  le 
successive  ridotte  calcolate  colla  legge  data  in  principio  si  pre- 
senteranno senix)re  sotto  l'orma  di  frazioni  già  ridotte  ai  minimi 
^^rmini. 

655.  Notiamo  per  ultimo  che,  essendo  ora  le  «^  ,  a^ ,  .  .  .  tutti 
numeri  interi  e  positivi,  le  formolo  (8)  ci  dicono  che  : 

Qo  <  Qi  <  Q2  <  Qa  <  •  •  • 

onde; 

opperò  (cfr.  art.  650;  :  i'  errore  che  si  commette  prendendo  come 
Calore  approssimato  della  frazione  continua  una  delle  sue  ridotte 
^  ^Uaore  delVunità  divisa  per  il  quadrato  del  denominatore  di  tale 

^^6.  Ritornando  al  numero  razionale  /= —  già  sviluppato   al- 
1;  11 

^^^«   651  mediante  la  frazione  continua  limitata  (11),  importa  an- 


—  332  — 

Cora  notare  che  1  uguaglianza  —  =  --  ha  per  conseguenza  nece 

saria  wi  =  ^«P^  ,  n  =  ^Q^  ,  essendo  g  un  certo  numero  intero,  pò 

che  Fj^  e  Qfc  sono  primi  fra  loro  (art.  654). 

m 
Se  dunque  si  supponga  la  frazione  —  già  ridotta  ai  minimi  te 

mini,  si  avrà  g^zti'^  e  precisamente  (poiché  Q^  è  sempre  pos 
tivo)  sarà  ^=  +  1  ovvero  g  =  -  ì^  secondochè  sia  positivo  o  n 
gativo  il  numero  n  ;  cosicché  la  relazione  : 

P»Q*.,  -  P»_,Qfc  =  (- 1)*-' 

si  potrà  scrivere  sotto  la  forma  : 

mx  +  ng  =^  ì  (l 

essendo  x  ed  g  gli  interi^  positivi  o  negativi,  dati  da  : 

V equazione  indeterminata  (13)  è  dunque  sempre  risolubile  con  z, 
lori  interi  di  x  ed  y,  comunque  siano  stati  fissati  i  coefficienti  d 
teri  m  ed  n,  purché  primi  fra  loro, 

657.  Il  risultato  delTart.  precedente  ci  da  ora  il  modo  di  ris. 
vere  l'equazione  indeterminata  più  generale  : 

Mac  +  Nf/  =  L  (I 

comunque  siano  stati  fissati  i  coefficienti  interi,  positivi  o  nc^ 
tivi,  M,  N,  L. 

È  chiaro,  in  primo  luogo,  che  l'equazione  (15)  non  sarebbe 
solubile  con  valori  interi  di  x  ed  //,  qualora  il  massimo  comun  < 
visore  di  M  ed  N  non  fosse  anche  divisore  di  L  ;  e  che,  se  <■ 
si  verifica,  l'equazione  si  semplificherebbe,  dividendone  tutti  e  i 
ì  coefficienti  per  tale  comun  fattore,  in  modo  da  cambiarsi  ix 
r  equazione  equivalente  : 

mx  -f  ng  =  l  (  J 

con  m  ed  n  primi  fra  loro. 

Ciò  posto,  per  avere  una  prima  soluzione  della  (16),  basterà  (^ 
dentementc  di  prendere  : 

x:^  Ixq     ,     g  =  hjQ 
essendo  a-^  ,  y^  due  interi  che  soddisfano  all'  equazione  : 

;;?x'o  +  u//o  --  1 
i  quali  si  potranno  determinare  nel  modo  già  indicato. 

658.  Determinata  così  una  coppia  di  valori  di  x  ed  g,  soddis 
centi  alla  (16),  che  indicheremo  con  X  ed  Y,  tutte  le  altre  poiB 
bili  coppie  X,  y,  che  la  risolvono,  dovranno  evidentemente  sod 
sfare  all'  equazione  : 

m{x  -  X)  ==  -  n(g  —  Y)  [% 
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che  nasce  dal  sottrarre  dalTequazione  (16)  l'equazione  già  soddi- 
sfatta : 

wX  +  nY  =  l, 

e  reciprocamente. 

Ora  la  (17)  ci  dice  che  il  prodotto  m{x  -X),  di  cui  il  primo 
fattore  6  primo  con  n,  esser  deve  divisibile  per  n.  S.  Sarà  dunque 
a;  — X=  pin  e  conseguentemente  y  -  Y  =  —  um,  per  [Jl  intero  posi- 
tivo 0  negativo. 

Pertanto  la  coppia  più  generale  dei  valori  di  x  ed  y  soddisfa- 
centi  alla  (16)  é  data  da  : 

x  =  X4-liLn     ,     y  =  Y-iJim 

restando  Vintero  [X  affatto  arbitrario. 

ITote  ed  Esercisi. 


,  .    8482  3482 

1-    >>vilupparo  ìq  frazione  continua  i   uumori e  —  - — -. 

^^  1248  1248 

p        p'       p" 

2.    feJe     —  ,   — -  ,  —.  sono  tro  ridotte  consecutive,  dimostrare  che: 
Q        Q'      Q' 

P    "  ""      Q' 

p'   ^i  dimostri  che,  nel  convertire  una  frazione   ridotta    ai    minimi    ter- 
inùii^    in  frazione  continua,  due  resti  consecutivi  sono  sempre  primi  fra  loro. 

^-  Sviluppare   \'2  in  frazione  continua. 
^*  Hisolvero  le  equazioni  indeterminato: 

5a;+14i/  =  l     ,     5x--14y  =  l. 

^-  So,  fìssati  quattro  numeri  intori,  positivi  o  negativi,  a,  p,  y»  ^  soddi- 
sfacenti alla  relazione  : 

aò  —  Py  =  £  =  ±  1 

^^  Sostituisca  ad  un  numero  arbitrario  x  il  numero  y  legato  ad   x   dalla 
^^Uzione  : 

a^  +  ?     ,         .  -8Z/4-P 

y^ ^^-^,dacuia;=  "^  (1) 

yx  4-  0  VJ-^ 

*  dice  essersi  effettuata  sopra  x  una  sostituzione  lineare  (*)  (a  coefficienti 
'^teri,  di  modulo  s^^dt  1}.  L'operazione  cosi  eseguita  sopra  x  si  suol  rap- 

I*^e»entare  col  simbolo  (*  K\  e  il  risultato  di  tale  operazione  con  (^  K\x, 

cosicché  si  potrà  anche  scrivere  in  luogo  della  (1)  : 

Questa  notazione  si  raccomanda  per  questo  che,  se  dopo  aver  eseguito 


r  V  ^^^^8-  il  significato  più  generale  di   sostituzione  lineare^  cfr.  i  capito- 
'^  ^IV  e  XVI. 
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sa  X  1*  operazione   y     ^Y  si  eseguisca  poi    sul   risaltato   un^  altra   ce 

mile  operazione  y,  ^/ J  ,  il  risultato  finale  si  potrà  rappresentare  ce 
damente  con 

11  simbolo  (  .  °»  1  (  Sy  premesso  al  numero  x,  viene  cosi  a  rapprc 
tare  un* operazione  che  si  chiama  il  prodotto  (o  la  risultante)  delPof 
zione    (      vj  e  dell'operazione  y,  ^.j.  8i  verificherà  immediatamente 

Vy'  8' At  V  ~  Vt  a  f  0  T     T'P  +  ^'^) 

d'onde  appare  che  il  prodotto  di  due  sostituzioni  lineari  non  è  in  g 
rale  indipendente  dair  ordine  dei  fattori.  Esso  è  una  nuova  sostìtuz 
lineare  il  cui  modulo  è  il  prodotto  dei  moduli  delle  due  componenti,  poi 

(«' «  +  P'tXt'P  +  8'6)  -  (T'a  -f  8'T)(a  p  +  p'8)  =  (a8'  -  P'f  )(aò  -  py). 

Se,  dopo  eseguite  queste  due  sostituzioni,   si   esegua   sul   risultato 

*/  5/»),  l'operazione  risultante  dalle  tre   sostìtuz 

si   indicherà  similmente  con    (*„  5./)(*    ^jC*  ^)»  e  cosi  via. 

7.  Si  ha  in  particolare  : 

d'  onde  si  deduce  subito  : 

^  X     Vo  i/Vi  0/       Vi  0/ 

e  applicando  la  formola  più  volto  di  seguito  : 

1 

.+    1 

Qn  •\ • 

X 

8.  Poiché  il  primo  membro  di  (6)  altro  non  ò  cho  il  risultato  di  \i 
nica  sostituzione  lineare  (di  modulo  (—  1)")  applicata  alla  quantità  i 
vede  che   se  fra  due  quantità  x  ed  y  ha  luogo  un  legame  della  forma: 

1 

.+  --      1 

a«  +  — 

X 

essendo  le  a^  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a,!  numeri  interi,  avrà  anche  luogo  un    legame    à 
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forma: 

ettendo  oc,  p,  y,  S  ntimert  interi  ed  aS  —  ^y  =:  e  =  :!=  1. 

9.  Reciprocamente  ad  ogni  !  egame  della  forma  (8)  corrifpondf^rci,  /ra  db  y, 
«ci  X,  un  legame  della  forma  (7).  Infatti  si  può  dimostrare  facilmente  (cfr. 
Gap.  XIV)  che ,  fatta  astrazione  dal  segno,  il  risultato  della  sostituzione 
(8)  si  può  anche  ottenere  mediante  sostituzioni  dei  due  tipi   più  semplici 

(i  ó)  «"*  (o  {)• 

10.  Per  invertire  la  relazione  (7),  cioò  per  esprimere,  sotto  forma  ana- 
loga, X  in  funzione  di  y,  basta  osservare  che  la  (7)  equivale  (per  la   no- 

"""'*'^  ^=(ot")(?i)Gi')(?i)-(;t-)(ii> 

o    che  si  ha,  qualunque  sia  X  : 
cosicché  dalla  (7/  seg^uirà  subito  : 

^i    qui  si  trae  facilmente  : 

1 
x=  —  1 

-«n  f  -        -      . 


.4- 


-«o  +  y 


^i*  Date  le  due  frazioni  continue  : 


1  1 

bH-  .  '    -^  q  +. 

1  .  1         , 

q    +—  b    +  — 

r  a 

Q  R 

*^  -^;   ed    -—  sono  rhp,  la  penultima  ed  ultima    ridotta    della    frazione    x  , 

K'        R 
UUeìU  della  frazione  y    eono    —  ,    __. 

I*er  la  dimostrazione  di  questa  proprietà  delle  frazioni  continue  inverse 
(''-onosciuta  sotto  il  nomo  di  teoroma  di  Oerono)  e  di  altre  notevoli  pro- 
prietà riguardanti  le  frazioni  continuo  simmetriche^  rimandiamo  alla  me- 
^^^Ha  di  Catalan:  Remarques  sur  la  théorie  des  nombres  et  sur  les  fractions 
'^ntinues  (Giornale  di  Battaglini-Tomo  XXXI,  1898;. 

12.  Si  indichino  (come  all'art.  (551)  con  ni  ,  n^  ,  .  .  ,  ^  nfi  i  resti  succes- 
*^vi  (Iella  divisione  di  m  por  n.  L'  equazione  indeterminata  a  coefficionti 
"»^ri  n,n: 

mx  -f  ny  =  1 
*  risoluta  dagr  interi  : 

x=  mi 1 •  •  •  +  ■  ) 

\mn        MH,        «,«,  Mj^.l     / 
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y  =  nl i  ...+  -      -  ) 


(cfr.  Morieoni:  Periodico  di  Matematica,  1887). 

18.  Se  gPiDteri  a,  h,  a,  d  non  hanno  alcan  divinore  cornano  a  tutti,  si 
possono  sempre  determinare  due  interi  a;  ed  y  tali  che  i  due  numeri 
ax  -^  by  e  cs  -\-  dy  riescano  primi  fra  loro. 

Sia  infatti  (posto  ad—be  —  n)  : 

«  =  1>*P|**   .  .  .  q^q^^^  .  .  .  , 

indicando  colle  p  quei  fattori  primi  di  n  che  dividono  simultaneamente 
a  e  ò  e  colle  q  i  rimanenti.  Basterà  prendere  : 

a?  =  1      ,     y  =  qq^q^ 

Invero  si  può  scrivere  : 

n  =  flr£  —  be  -  (a  4  by)d  —  (e  -f  dy)h  ; 

cosicché,  se  a  -f  &y  e  e  ■\-  dy  avessero  un  divisore  primo  in  comune,  questo 
dovrebbe  dividere  n  e  quindi  essere  una  delle  7^  ,  i>i  ,  ...  ovvero  una  dell© 
9  ,  Qi  ,  :  .  . ;  ecc.  ecc. 


CAPITOLO  Vili. 

GENERALITÀ   SULLA   CONTINUITÀ   E    DERIVABILITÀ 
DELLE   FUNZIONI   DI   VARIABILI   REALI. 


§  1.0  —  Campo  di  yarlabllltà  reale  di  specie  n. 

59.  Siano  n  variabili  reali  fra   loro  affatto   indipendenti:  x^  , 
-  •  . ,  x^.  Due  sistemi  di  valori  particolari  : 

'\  a  queste  variabili  si  riguarderanno  come  distinti  se  almeno 
a  delie  a^  non  coincida  colla  corrispondente  ò,-. 
Ogni  insieme  od  aggregato,  finito  od  infinito,  purché  ben  deter- 
inato,  di  siffatti  sistemi  di  valori  delle  x^  ,  .  .  .  ,  ìp^  si  chiamerà 
iche  brevemente  un  campo  di  variabilità  di  specie  n.  Un  campo 
<ìi  specie  n  si  dirà  contenuto  in  un  altro  campo  J  della  stessa 
?ecie,  se  ogni  sistema  di  valori  delle  sci  ,  .  .  .  ,  x^  appartenente 
d  /  appartenga  anche  ad  J.  Il  campo  di  specie  n  costituito  da 
lUi  i  possibili  sistemi  di  valori  delle  Xj  ,  .  .  .  ,  x^  si  chiamerà  il 
"^inpo  geìieraley  o  completo,  di  questa  specie,  giacché  é  evidente 
he  esso  contiene  in  sé  ogni  altro  campo  della  stessa  specie. 

660.  Ogni  sistema  di  valori  delle  Xj  ,  .  .  . ,  x^^  contenuto  in  un 
^to  campo  /  si  chiamerà,  per  brevità,  un  elemento,  o  anche  un 
wu^o  (analitico)  del  campo  stesso.  Cosicché  si  potrà  anche  dire 
he  il  campo  generale  di  variabilità  di  specie  nel'  insieme  di 
^^ti  i  punti  analitici  di  specie  n. 

L'elemento  di  specie  w  definito  da  un  certo  sistema  di  valori 
I  ) . . .  ,  a^  delle  x^  ,  .  .  . ,  x^^    si    potrà  rappresentare  con  : 

(ttj  y  a^  y  •  ,  ,  y  a^). 

^  valori  «1  ,  «2  >  •  •  •  >  ^n  si  chiameranno  talvolta  le  coordinate 
^'l' elemento  (a,  ,  ffg  ^  •  •  •  >  ^n)  ì  ^  precisamente  a,  si  dirà  esserne 
^  prima  coordinata,  a^  la  seconda  coordinata,  ecc. 

C61.  Se 

*^l  ?  ^2  ^  •  •  •  »  ^n       >       ^1   »  ^2  >  •  •  •  >  ^n 

■^^^0  (lue  elementi  di  specie  ?i,  i  due  elementi  : 

a^  -f  2>i  ,  a^  4-  ?>2  ,  .  .  .  ,  a,^  +  b^ 
Capelli.  —  laiituzioni  di  analisi  algebrica^  3.*  ediz.  48 
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si  chiameranno  rispettivamente  la  somma  e  la  differenza  di  quei 
due  elementi. 

662.  Il  valore  aritmetico  di 


si  chiamerà  il  valore  assoluto  delPelemento  (a^  ,  rtg  ?  •  •  •  '  ^n^*  ^^^ 
è  difficile  riconoscere  che  U  valore  assoluto  della  somma  di  piùr 
elementi  analitici  è  tiguale  o  minore  della  somma  dei  valori  as- 
soluti degli  elementi  stessi. 

Siano  infatti  («i  ,  a^  ,  .  .  . ,  a^)  e  (ò^  ,  />2  »  •  •  •  >  ^n^  ^  due  elementi 
analitici.  Dall'  identità  : 

(«1  -  ^i)'  +  («2  -  «^2)'  +  .  .  .  +  («n  -  KY  = 
(ai«  +  a^^  +  ...  +  aj){b^^  +  b^^  +  ...  4-  bj)  -  (a^b^  +  a^ò,  +  ...  +  a^)* 

segue,  poiché  il  primo  membro,  come  somma  di  quadrati  di  nix- 
meri  reali,  è  certamente  positivo  : 

(ai»  +  .  .  .  -h  aj){b^^  -f  .  .  .  +  bj)  ^  {a^b^  +  a^òg  -f-  .  .  .  +  aM^ 
d'onde  è  ora  agevole  dedurre  la  diseguaglianza  da  dimostrarsi: 

Va'»  +  . .  .  +  a^^  +  VV  +  •  •  •  +  V  > V(rti  +  61)-  -f  .. .  +  (a„  +  6/. 
663.  Il  valore  assoluto  della  differenza   di    due    punti    analitici 
(ai  ,  «2  ,  .  .  .  ,  a„)  e  (^1  ,  />2  >  •  •  •  >  ^n)>  cioè  il  valore   aritmetico  di 


\/(«i  -  «>i)'  +  («2  -  ?>2)^  +  .  .  .  +  (a„  -  b^Y 

si  chiamerà  anche,  per  brevità  (per  una  ragione  desunta  dalla  in- 
terpretazione geometrica  di  punto  analitico)  la  distanza  dei  due 
punti. 

II  punto  di  coordinate  nulle  (0  ,  0  ,  .  .  .  ,  0)  si  chiama  spesso 
r  origine  dei  punti  analitici  (a;,  ,  Xj,  ,  .  .  .  ,  x,^)  di  specie  «.  In  con- 
formità a  ciò  si  può  dire  evidentemente  che  il  valore  assoluto  di 
un  elemento  analitico  di  specie  n  altro  non  è  che  la  sua  distanza 
dall'origine  degli  elementi  di  specie  n. 

664.  Un  campo  di  specie  n  si  dirà  finito  (0  limitabile)  se  esiste 
un  numero  positivo  supcriore  ai  valori  assoluti  di  tutti  i  suoi  ele- 
menti. In  caso  contrario  si  dirà  che  il  campo  si  estende  alV  i^fi' 
nitOf  o,  più  brevemente,  che  è  infinito  (0  il  limitabile). 

Così,  ad  esempio,  il  campo  di  3*  specie  costituito  da  tutti  1 
punti  (ac,  ,  X2 ,  a'3)  le  cui  coordinate  sono  numeri  interi,  è  un  cartipo 
infinito.  Invece  il  campo  di  3»  specie  formato  da  tutti  i  punti  l^ 
cui  coordinate  soddisfano  alla  condizione  : 

è  finito,  benché  contenga  un  numero  infinito  di  punti. 
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665.  Fra  i  campi  di  prima  specie  si  considera  spesso  il  cosi 
ietto  intervallo,  cioè  l' insieme  di  tutti  i  valori  dell'  unica  varia- 
bile X  che  soddisfano  alla  condizione  : 

6B6.  Fra  quelli  di  seconda  specie  ha  importanza  speciale  in 
analisi  la  cosi  detta  corona  circolare,  cioè  V  insieme  dei  punti 
(ac,y)  che  soddisfano  alle  condizioni: 

essendo  dati  i  numeri  a,  p,  r,  p  (i  due  ultimi  positivi). 

ITote  ed  Esercisi. 

1.  Hi^  elemento  analitico  di  specie  n  si  chiama  anche,  come  si  è  detto, 
punta  analitico  di  specie  n,  per  il  fatto  che  il  punto  geometrico  si  indi- 
vidua, p.  es.  nello  spazio  a  tre  dimensioni,  mediante  un  sistema  di  tre  nu- 
meri   a:,  y,  z  (le  sue  coordinate). 

Se  1^  elemento  analitico  (x  ^  y  y  z)  sì  rappresenta  geometricamente  me- 
diante il  punto  che  ha,  rispetto  a  certi  tre  assi  ortogonali,  le  coordinate 
cartesiane  ordinarie  x,  y,  z,  il  punto  F  che  rappresenta  la  somma,  defi- 
nita all'art.  661,  di  n  punti  analitici: 

Pi  =  (a?,  ,  y^  ,  «,)  ,  Pa  =  («i  ,  y»  ,  «j)  ,  .  .  •  ,  P„  =  (J?ii  ,  Vn  ^  ««) 

8Ì  può  Ottenere  mediante  la  seguente  costruzione  geometrica:  dal  punto  P^ 

si  tiri  un  segmento  P^Qj  equipollente,  cioè  avente  la  stessa  direzione,  senso 

e  grandezza,  al  segmento  ÒP,  (essendo  O  l'orìgine  delle  coordinate,  quindi 

^*  Qa  un  segmento  Q^Qg  equipollente  al  segmento  OP3  ,  e  cosi  di  seguito 

finché  si  giungerà  al  punto  Q»  che  rappresenterà  precisamente  la  somma: 

(«,  -I-  ar,  -f  .  .  .  4-  a;„  ,  .V,  +  y,  4-  •  .  .  4-  y»  .  «1  +  «a  +  •  •  »  +  «w)- 

Infatti  la  proiezione  ortogonale  sulT  asse  delle  z  della  linea  spezzata 
^^i^iQs  •  •  •  Qn  ^  uguale  alla  proiezione  del  segmento  0Q„  ,  cioè  alla 
coordinata  z  del  punto  Q^,.  Ma  quella  projeziono  non  è  altro  che  la  somma 
delle  projezioni  dei  singoli  lati  OP,  ,  PiQ,  1  •  •  •  »  P;*-iQ/»  lo  quali  sono  risp. 
®R^ali  alle  projezioni  dei  segmenti  equipollenti  OP,  ,  OPj  ,  .  .  .  ,  0P„  ,  cioè 
*lle  coordinate  z  dei  punti  P,  ,  P^  ,  .  .  .  ,  P,». 

2.  Il  valore  assoluto  (art.  f)62)  del  punto  analitico  (ar,  y,  2)  essendo  il 
numero  che  misura  la  distanza  del  corrispondente  geometrico  dall^origine 
^l^lle  coordinate,  0  i  valori  assoluti  dei  punti  analitici  Pj  ,  P^  ,  .  .  .  ,  P^ 
^ella  nota  precedente  essendo  quindi  i  numeri  che  misurano  risp.  le  lun- 
ghezze dei  segmenti  : 

OPj  ,  P1Q2  j  PaQa  ì  •  •  •  »  ^n-iQn 

*i  vede  che  il  teorema  dell'  art.  i)62  si  traduce  nel  noto  teorema  geome- 
trico che  la  lunghezza  di  una  linea  spezzata  non  è  mai  inferiore  alla  lun- 
^^Z2a  del  segmento  che  congiange  i  suoi  due  estremi. 

'^'  Hiconoscere  che  la  distanza  analitica,  definita  all'art.  ()68,  di  duo  punti 
analitici  coincide  col  numero  che  misura  la  distanza  geometrica  dei  corri- 
spondenti punti  geometrici. 

4-  Hiconoscere  come  la  formola  : 


\{x^-x,f  +  (y,-yv)H  (^»-Zi)='<\'(x3-ar,)2+  (y3-y^)«4.  (Z3-z,)^ 


+  V(a:,-a;,)H  (ya-y,)*+  (=^,-2,)* 
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esprimente  che  un  lato  di  un  triangolo  è  uguale  o  minore  della  somma 
degli  altri  due,  non  differisca  sostanzialmente  dalla  formola  delPart.  (>f)2, 
in  cui  si  faccia  n  ==  8. 

5.  La  definizione  di  intervallo  fra  un  punto  ed  un  altro  punto  si  può 
estendere  opportunamente  a  campi  di  qualsivoglia  specie  n  come  segue. 
Per  intervallo  dal  punto  (a^  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a^J  al  punto  (b^  ,  6^  ,  .  .  .  h^)  intecx 
deremo  il  campo  di  specie  n  i  cui  punti  (Xj  ,  a;,  ,  .  .  .  ,  Xn)  sono  definita 
dalle  formole  : 

ajj  =  a,  +  X(ò,  ~  Oj) 

acg  =  a^  +  X(6j  —  o^)         ,         0  <  X  <  1 


a?n=  «»i+  M^n  —  «w) 

dove  cioè  X  può  assumere  il  valore  di  un  elemento  qualunque  del  camp^ 
di  prima  specie  : 

6.  Riconoscere  che  V  intervallo  da  A  a  B  coincide  coli'  intervallo  da 
ad  A  servendosi  della  identità  : 

ai  +  X{bi  -  ai)  =  bi  -f  (1  -  XXa^-  6^). 

7.  Sia  P  un  punto  qualunque  dell'  intervallo,  di  specie  n,  che  va  d  - 
punto  A  al  punto  B.  Riconoscere  che  la  distanza  fra  A  e  B  è  ugnalo  aM^ 
somma  della  distanza  fra  A  e  P  e  della  distanza  fra  P  e  B. 

8.  Riconoscere  che  anche  i  punti  analitici  di  specie   n    sono    ordinala 
(come  lo  sono  evidentemente  quelli  di  prima  specie,  cioè  i   semplici  i*i- 
meri  reali;;  ossia,  che  si  può  sempre  definire  la  notazione: 

(j?,  ,  Vg , . . .  ,  a?„)  <  (Vi  ,  y,  »  • .  •  ?  Vn) 

in  modo  che  se  sia  : 

x,  ,  Xj,  ,  .  .  .  ,  x,j)  <  (^1  ,  y^  »  •  •  •  »  Vti^  1  (Vi  »  !/i{  »  •  •  •  1  y»)  <  («1  I  «2  I  •  •  •  '  ^^» 
sia  anche  simultaneamente  : 

{x^  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  j?^J  <  (j/j  1  ya  j  •  •  •  >  Vnì' 

§  2.^  —  Interno^  contorno  e  confine  di  un  campo. 

667.  Sia  C  un  campo  di  punti  analitici  (a?^  ,  cc^  ,  .  .  .  ,  x,^)  di  sp^" 
eie  n,  e  sia  (oj  ,  ttg  ,  .  .  .  ,  «J  un  punto  appartenente  a  C.  Si  dir*} 
che  esso  si  trova  nelVintenio  di  C,  se  esiste  un  numero  positivo  ^ 
tale  che  ogni  punto  analitico  soddisfacente  alla  condizione  : 

(jCi  -  a^Y  +  (x^  -  a^)^  +  .  .  .  -f  ((c„  -  aj^  <  ci 

appartenga  del  pari  al  campo  C.  0,  in  altri  termini,  si  dirà  clic 
uìi  certo  punto  di  G  è  interno  a  C,  se  tutti  i  punti  analitici  ^^* 
bastanza  vicini  ad  esso  (cioè  la  cui  distanza  da  esso,  cfr.  art.  663; 
è  abbastanza  piccohi)  appartengoìio  pure  a  C.  In  caso  contrari^ 
si  dirà  che  il  punto  (a^  ,  a^,  ,  .  .  .  ,  aj  si  trova  sul  contorno  di  ^' 
Come  si  vede,  noi  facciamo  distinzione  fra  la  locuzione  pun^^ 
appartenente  a  C  e  la  locuzione  punto  interno  a  C. 

668.  Un  campo  di  specie  n  può  anche  essere  sprovvisto  di  con- 
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sì  p.  cs.  il  campo  di  1"^  specie  definito  dalle  condizioni: 

a  <  X  <b  (1) 

ontorno.  Invece  V  intervallo  : 

a  §  X  §  6  (2) 

unti  di  contorno  (x  =  a  ed  x  =  6).  Come  si  vede,  il  cam- 
ino non  è  che  V interno  delV intervallo  (2). 
^a  dunque  attenzione  alla  differenza  che  intercede  fra  il 
«  un  punto  cade  in  un  dato  intervallo  »    e   il    dire   che 
to  cade  neirinterno  di  un  dato  intervallo  ». 

)n  ò  difficile  di  riconoscere  che,  se  da  un  campo  qualun- 

)ecie  n  dotato  di  contorno  si  sopprimono  i  punti  del  con- 

)  che  rimane  è  un  campo  senza  contorno.  In  altre  parole: 

itemi  di  un  qualsivoglia  campo  costituiscono  un  campo 

itorno, 

e  dal  campo  di  2»  specie  i  cui  punti  (x,  y)  sono  definiti 

dizione  : 

2c*  +  y*  <  ^* 

nono  i  punti  del  contorno  {x^  +  y*  —  r^)  ,  ciò  che   resta , 
impo  : 

x^  -r  y^  <  r 
ipo  senza  contorno. 

a  finalmente  (a,  ,  «o  ,  .  .  .  ,  a^)  un  punto  del   campo   ge- 

spocic  n,  il  (lualc  non  cada  nell'  interno  del  campo  C. 
Qo  che  esso  si  trova  sul  confine  di  C,  se,  comunque  si 
imero  positivo  6,  esiste  nel  campo  C  almeno  un  punto  la 
nza  da  esso  sia  inferiore  a  6.  Questa  condizione  è  evi- 
ite  soddisfatta  se    («i  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a,J    cade    sul    contorno 

C,  giacché  in  tal  caso  si  potrà  prendere  come  punto  di 
e  da  («1  ,  ^2  ^  •  •  •  ^  ^n^  P®^  meno  di  6,    lo    stesso    punto 

.  .  ,  a,J.  Il  confine  di  C  si  comporrà  dunque  del  con- 
C  e,  almeno  in  generale,  anche  di  altri  punti  non  appar- 

C. 

0  a).  Il  campo  di  1»  specie  definito  dalle  condizioni  : 

a<a:  <  6 

Itorno  i  due  punti  a  e  6,  i  quali  ne  sono  al  tempo  stesso 
confine. 

3  b).  Il  campo  : 

a  <  X  <  b 

ontorno,  ma  ha  i  due  punti  di  confine  a  e  6. 

o  e).  Il  campo  : 

a^x  <  b 
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ha  per  contorno  il  solo  pnnto  a  e  per  confine  V  insieme  dei  due 
pnnti  a  e  ò. 

671.  I  punti  ctie  non  cadono  né  sul  confine,  né  all'  interno  dei^ 
campo  C,  si  diranno  esterni  a  C.  Si  badi  a  non  confondere  la  lo- 
cuzione esterno  a  C  colla  locuzione  estraneo  a  C  (cioè  non  appar-- 
tenente  a  C). 

Tutti  i  punti  (Xj  ,  «2  ,  .  .  .  ,  xj  si  dividono  dunque  rispetto  ad 
un  dato  campo  C  in  tre  categorie:  punti  interni  a  C,  punti  al  coa- 
fine  di  C  e  punti  estemi  a  C. 


ITote  ed  Esercizi. 


1.  Sia  C  il  campo  complementare  di  G,  cioò  Pinsieme  di  tutti  i  pun^i 
(05,  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  x»0  non  appartenenti  a  C.  Riconoscere  che  C  e  C  hanno  lo 
stesso  confine,  ma  non  hanno  mai  in  comune  alcuna  parte  di  contomo  ; 
e  che  V  insieme  dei  due  contorni  costituisce  V  intero  confine  di  ciascuno 
di  essi. 

2.  Data  una  progressione  finita  di  punti  analitici  Aj  ,  A,  ,  .  .  .  ,  A,„ ,  ^^ 
specie  qualsivoglia,  la  progressione  degli  intervalli  (cfr.  la  Nota  5»  del  § 
prec.)  che  vanno  rispettivamente  da  A,  ad  A^  ,  da  A^i  ad  Ag  ,  e  cosi  via 
fino  ad  A^  ,  la  chiameremo  per  brevità  una  progresiione  d*  ifUervalli  ch*^- 
collega  il  punto  A|   col  punto  A^. 

Ciò  premesso,  si  dirà  che  Vinterno  di  un  campo  C,  di  specie  n,  è  coniintM^^ 
se  duo  punti  qualisivogliano  deirinterno  di  G  possono  essere  collegati  me^ 
diante  una  progressione  di  intervalli  del  pari  interni  a  G  (cioè  i  cui  puat-i 
siano  tutti  interni  a  C). 

Gosi,  secondo  la  definizione  data,  si  dirà  continuo  V  interno  di  un  in' 
tervallo  di  1*  specie.  Quanto  agli  intervalli  di  specie  superiore,  non  vi  1^* 
luogo  a  parlare  di  ciò  essendo  essi  sprovvisti  d^nterno. 

3.  Diremo  che  un  campo  C  è  compatto  in  un  corto  punto  (a^  ,  a^  ,...,  <>#») 
so  esisto  un  numero  positìvjD  8  tale  che  tutti  i  punti  (a;^  ,  a;^  ,  .  .  .  ,  x„)  ^] 
stanti  da  (Oj  ,  a^  »  •  •  •  »  ^n^  P®'  meno  di  8  siano  punti  interni  o  punti  ti» 
confine  di  C.  È  chiaro  che  so  (a,  ,  «^  ,  .  .  .  ,  a,j)  è  intorno  a  G,  esso  sarà 
anche  punto  di  compattezza  di  G  ;  in  questo  caso  si  dirà  però  anche,  p^" 
propriamente,  che  il  campo  G  è  continuo  nel  punto  (a,  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a,»). 

Analogamente  poi  alla  definizione  già  data  di  campo  continuo,  diremo 
che  C  (o  meglio  il  campo  formato  dai  punti  di  compattezza  di  C)  è  «* 
campo  compatto,  se  due  punti  qualunque  A  e  B  nei  quali  G  è  compatto, 
possono  essere  collegati  con  una  progressione  di  intervalli  i  cui  punti  sono 
tutti  i  punti  di  compattezza  di  G. 

4.  Gonsidoriamo  il  campo  di  1*  specie,  F,  definito  dalle  condizioni: 

a  <x  <b  f«^' 

alle  quali  si  aggiunga  quella  che  x  sia  un  numero  razionale.  Biconoscere 
che  questo  campo  non  ha  affatto  interno:  cosicché  i  valori  di  x  soddis»*' 
centi  allo  (a)  saranno  punti  di  contorno  di  F  ovvero  semplici  punti  di  tron- 
fine, secondochò  essi  siano  razionali  od  irrazionali.  Riconoscere  inoltra 
che  il  campo  F  ò  compatto  in  ogni  punto  x  soddisfacente  alle  (a);  e  cb^ 
per  conseguenza  si  può  anche  dire  che  è  compatto  Vintero  campo  F. 

5.  Un  punto  A  (di  specie  n)  si  dice  iaolahile  rispetto  ai  punti  di  ^^ 
campo  C  della  stessa  specie,  se  esista  un  numero  positivo  8  tale  che  tuttj 
i  punti  distanti  da  A  per  meno  di  8  siano  estranei  al  campo  G  (fatta  *^ 
più  eccezione  per  lo  stesso  A,  il  quale  in  tal  caso  è  un  cosi  detto  |)»'''^ 
isolato  di  G). 
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Biassamendo,  vediamo  che  fra  i  punti  A  appartenenti  al  campo  0  si 

3no  fare  le  seguenti  distinzioni  : 

1^)  il  punto  A  è  isolato  ; 

2^)  il  punto  A  non  è  isolabile  ; 

B^)  il  punto  A  é  un  punto  di  compattezza  di  G  (cioè  un  punto  in  cui 

.mpo  C'è  compatto)  ; 

4*^)  il  punto  A  è  un  punto  di  continuità  di  G  (cioè  cade  nelPintemo 

)• 

riconosca  su  qualche  esempio  come  i  punti  della  2*  categoria  possano 
e  appartenere  alla  8*,  ma  non  necessariamente. 

Teorema.  —  jS^0  ogni  punto  di  specie  n  è  isolahile  dai  punti  del  cctmpo  fi- 
G,  della  ateeaa  specie^  il  campo  G  non  può  constare  che  di  un  eerto  nu- 
<  finito  di  punti. 

fatti,  essendo  il  campo  G  finito,  le  variabili  x^  ^  x^  ,  ,  .  .  ^  x^  varieranno 
punti  di  G  rispettivamente  entro  certi  limiti  : 

Cli  p  0^  ;  ^2  7  ^2  )  *  *  *  '  ^»  7  ^n* 

ò  posto,  diviso  ognuno  degli  intervalli  a,-ò,-  in  k  intervalli  di  eguale 
hezza,  si  vede  che,  se  il  teorema  non  si  verificasse,  il  campo  G  do- 
be  avere  infiniti  punti  compresi  in  un  campo  della  forma  : 

^'i  <  a?i  ?  />'i   ,  a'2  §  ^2  <  ^'2  7  •  •  •  ?  ^'n  §  32„  §  6'„ 

ido  ib'i  —  a'il  la  A;™*  parte  di  |6i  — a,  j,  per  »  ^  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  n.  Suddivi- 
lo  di  nuovo  ognuno  di  questi  n  intervalli  in  k  intervalli  eguali  e  cosi 
aguito,  si  finirà  per  concludere  che  il  campo  G  ha  infiniti  elementi 
intorno  di  un  certo  punto  bon  determinato  (Xj  ,  X^  ,  .  .  .  ,  X^)  cioò  nel 
pò: 

|a?i  -  Xj!  <  5  ,  !xj  -  Xgl  <  6  ,  .  .  .  ,  \x^  -  X^l  <  6 


ndo  S  fissato  piccolo  ad  arbitrio.  Il  punto  (Xj  ,  X,  ,  .  .  .  ,  X„)  non  sa- 
ie dunque  isolabile  dai  punti  di  G,  contro  il  supposto. 


§  3.0  —  Egtremo  gnperlore  ed  estremo  inferiore 
di  un  campo  finito  di  prima  specie. 

72.  Ogni  campo  finito  C,  contenuto  nel  campo  generale  di 
uà  specie  rappresentato  dalla  variabile  Xy  ha  necessariamente 
punti  di  confine.  Noi  dimostreremo  anzi  qualche  cosa  di  più, 
i  resistenza  di  due  valori  a  e  ò,  che  chiameremo  risp.  Veatrenw 
priore  e  V estremo  superiore  del  campo  C,  i  quali  godono  delle 
uenti  proprietà:  esistono  punti  di  C  che  differiscono  da  a  (0 
h)  per  meno  di  un  numero  positivo  6  assegnabile  ad  arbitrio; 
t  esistono  valori  di  C  inferiori  ad  a  0  superiori  a  b. 
ia  infatti,  detto  a  un  punto  di  C  ed  e,^  un  numero  positivo  ten- 
ue a  zero  per  n  ~  co  ^  nella  progressione  aritmetica  : 

a  ,  a  4-  £1  ,  a  -f  2ci  ,  a  +  36i ,  .  .  . 

itervallo  che  ha  per  estremi  : 

b^-  a  -\-  mz^     j     Tj  =  a  4-  (m  +  l)Si 

iltimo  che  contiene  qualche  punto    di    C.    Suddiviso    di    nuovo 
est' intervallo  in  intervalli  a  differenza  s^  mediante  la  progres- 

)ne: 
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siano  similmente  62  ®  ^2  S^^  estremi  dell'ultimo  intervallo  che  com- 
prende qualche  punto  di  C.  Così  procedendo  si  verrà  a  definire 
un  numero  : 

il  quale  potrà  evidentemente  essere  raggiunto,  o  almeno  avvici  — 
nato  indefinitamente,  dai  punti  di  C.  Inoltre  un  numero  qualunqu 
e,  maggiore  di  6,  non  può  appartenere  a  C  ;  poiché  e  dovrebb 
superare  (art.  562)  qualche  numero  e,  della  classe  c^  y  c^  ,  c^, ...  , 
nel  mentre  che  T  intervallo  avente  per  estremi  bi  e  c^  era  T ul- 
timo, fra  quelli  a  differenza  e,-,  che  potesse  contenere  elementi 
di  C.  Il  punto  b  così  determinato  è  dunque  il  limite  supcriore  d^  I 
campo  C.  Similmente  si  dimostrerebbe  l'esistenza  del  limite  inft'?- 
riore,  per  mezzo  delle  progressioni  a  differenza  —e,-. 

ITote  ed  Esercisi. 


1.  Dimostrare  che  in  un  campo  finito  di  qualsivoglia  specie  esiste  sempT'é 
qualche  punto  di  confine.  A  quest^oggetto  si  consideri  un  punto  qaalunqvi^^ 
(aj  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a,^)  appartenente  al  campo  dato  C.  I  valori  di  x^  tali  che  il 
punto  (Xf  ,  a^  ,  a,  f  .  .  .  ,  a^)  appartenga  al  campo  dato,  formano  un  cami>^ 
di  prima  specie  per  il  quale  esisterà  un  limite  superiore  A^  È  facile  wri- 
conoscere  che  il  punto  (A,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a^^)  è  necessariamente  un  pun't^^ 
di  confine  del  campo  C. 

2.  Supponiamo  ora  che  il  campo  C  sia  di  seconda  specie.  I  suoi  elemen^^l 
(«1  ,  aCjj)  si  potranno  rappresentare  geometricamente  mediante  i  punti  <i^ 
un  piano;  cioè  il  punto  analitico  (x^  ,  a;,)  mediante  il  punto  geometrie?^ 
che  ha  per  ascissa  x^  e  per  ordinata  x^.  Sia  A  un  punto  intemo  al  canil>* 
C  e  su  ogni  retta  passante  per  A  si  segnino  i  due  estremi,  analoghi  ^ 
quelli  dianzi  definiti,  del  campo  formato  dai  punti  della  retta  apparteix'^' 
a  C.  Il  luogo  di  tutti  questi  estremi  sarà  ancora  un  campo  di  seconda  sp^' 
eie  ma  ad  una  sola  dimensione,  p.  es.  una  cosi  detta  linea,  che  si  pot^^ 
chiamare  una  linea  di  confine  di  C.  Si  studino  le  condizioni  sotto  le  qu^*''* 
la  linea  cosi  costruita  costituirà  Tintero  confine  di  C. 

8.  Si  estendano  queste  considerazioni  ai  campi  di  qualsivoglia  spe^^^' 
mostrando  come  si  possa  costruire  per  un  campo  di  specie  n  un  suo  caff^^ 
di  confine  di  specie  n,  ma  di  dimensione  7(  — 1. 


§  4.0  —  Continuità  delle  fanzloni  di  una  variabile  real^* 

673.  Sìa  C  un  intervallo  (  cfr.  art.  665  )  contenuto  nel  ca03p<^ 
generale  di  prima  specie  percorso  dall'unica  variabile  reale  i?^i^ 
sia  f{x)  una  funzione  (cfr.  Gap.  IV,  §  15)  di  x  data  nel  cax^P^ 
C,  cosicché  ad  ogni  valore  di  x  contenuto  in  C  corrisponda  ^" 
unico  valore  ben  determinato  di  f(x). 

Se  a  è  un  punto  qualunque  di  C,  si  dice  che  la  funzione  f{  ^> 
continua  nel  punto  a  di  C  qualora,  fissato  a  piacere  il  numercF    P^' 
sitivo  Zy  esista  un  numero  positivo  e  tale  che  per   tutti   i   ve»-^^^^ 
di  X  contenuti  in  C  e  soddisfacenti  alla  diseguaglianza  : 


X  —  a\  <t 
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L     abbia  : 

\fix)  -  na)\  <  ò. 

674.  Siano: 

a<aj§;i  (1) 

5  diseguaglianze  che  definiscono  riutervallo  C.  Se  f(x)  è  continua 
"I  ogni  punto  di  C,  cioè  per  ogni  valore  di  x  soddisfacente  le  (1), 
iremo  che  essa  è  continua  nelV intervallo  C.  Se  invece  si  sappia 
elianto  che  essa  è  contìnua  in  ogni  punto  x  soddisfacente  alle 
ineguaglianze  : 

OL  <  X  <^, 

L     dirà  (cfr.  §  2®,  art.  667)  che  essa  è  continua  nelV  interno  del- 
'^'^itervallo  C. 

675.  Se  la  funzione  f(x)  è  continua  neW intervallo  C,  essa  è  an- 
ie  fiìiita  in  C,  cioè  i  valori  da  essa  assunti  in  C  non  possono  su- 
^^•«re,  in  valore  assoluto^  un  certo  numero  positivo   assegnàbile, 

Ammettiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  f{x)  possa  prendere  va- 
^ri  grandi  quanto  si  voglia  nel  campo  C,  i  cui  estremi  siano   a 

h.  Suddiviso  questo  intervallo  in  k  intervalli  eguali,  è  chiaro  che 
li  meno  in  uno  di  essi,  che  sia  Tintervallo  avente  per  estremi  a^ 
e  ò,  y  potrà  la  f{x)  divenire  infinitamente  grande.  Suddiviso  di 
nuovo  allo  stesso  modo  anche  questo  intervallo  in  k  più  piccoli, 
'Ve  ne  sarà  fra  essi  almeno  uno,  di  estremi  a^  e  òg ,  nel  quale 
r(3c)  potrà  prendere  valori  grandi  a  piacere.  Così  procedendo  si 
verrà  ad  individuare  un  punto: 

a  =  (a  ,  «1  ,  a^ ,  .  .  .  ;  6  ,  i/j  ,  òj  ,  .  .  .) 

^ftle  che  f[x)  potrà  divenire  grande  a  piacere  per  valori  di  x  di- 
stanti da  a  di  tanto  poco  quanto  si  voglia.  Ora  ciò  è  in  contrad- 
dizione colla  supposta  continuità  di  /(se),  in  virtù  della  quale  f{x) 
differisce  da  f{a)  per  meno  di  una  quantità  assegnata,  per  tutti  i 
Calori  di  x  abbastanza  vicini  ad  a. 

676.  Se  la  funzione  f(x)  è  continua  nelV intervallo  C,  esiste  in  C 
almeno  un  valore  x  pel  quale  f(x)  raggiunge  il  valore  massimo  (e 
^csi  pure  un  punto  nel  quale  raggiunge  il  valore  minimo),  cioè 
'^^n  valore  maggiore  od  al  più  eguale  (risp.  minore  od  al  più  e- 
8"iiale)  a  qualsiasi  altro  valore  da  essa  assunto  in  C. 

Cominciamo  dalTosservare  che,  dovendo  la  fx),  per  quanto  si 
^  leste  dimostrato,  restare  finita  in  C,  Tinsieme  dei  valori  che  f{x) 
Può  prendere  in  C  costituirà  un  campo  finito  di  prima  specie,  il 
filale  ammetterà  (art.  672)  un  estremo  superiore  h  ed  un  estremo 
inferiore  k. 

Poiché  ora  il  valore  h  non  può  essere  superato,  ma  può  essere 
avvicinato  indefinitamente  dai  valori  che  f{x)  può  assumere  in  C, 
\'  chiaro  che,  suddiviso,  come  all'art,  precedente,  T  intervallo  C 
^n  h  intervalli  più  piccoli,  ne  esisterà  fra  questi  almeno  uno,  di 
^stremi  a^  e  6j ,  tale  che  fx)  potrà  avvicinarsi  indefinitamente  ad 
'*  con  valori  di  x  in  esso  contenuti.  Lo    stesso   accadrà   per   un 

Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz.  44 
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certo  nuovo  intervallo  più  piccolo,  di  estremi  a^  e  b^^  ottenu 
snddividendo  anche  l' intervallo  da  a^  a  ò^  in  Xc  intervalli  più  pi 
coli;  e  così  di  seguito.  Cosi  procedendo  si  verrà  a  determina 
un  punto  : 

a  =  (a  ^  a^  ;  (Zj  ;  .  .  .  ;  ò  ,  ^^  ,  ò^  ^  •  .  .) 

tale  che  f(x)  potrà  avvicinarsi  indefinitamente  ad  h  per  valori 
X  distanti  da  a  per  meno  di  una  quantità  fissata   piccola   a  pi 
cere.  Pertanto,  detto  6  un  numero  positivo  fissato  a  piacere,  e  aeel^ 
la  £  in  modo  che  per  tutti  i  valori  di  x  distanti  da  a  per   me 
di  f  si  abbia  : 

\f(x)  -  /(a)|  <  8, 

il  che  è  possibile  essendo  f(x)  continua  per  supposto  nel  punto 
dovrà  essere  soddisfatta,  almeno  per  un  valore  di  x,  simultan 
mente  alla  (2),  anche  la  disuguaglianza  : 

\f{x)^h\<ò.  C^) 

Ora  dalle  (2)  e  (3)  sommate  membro  a  membro  segue  a  fortio  'W^  ^' 

\f(,a)-h\  <26 

e  questa  diseguaglianza,  dovendo  essa  sussistere  per  gli  stessi  ^  «sf- 
iori a  ed  ^  qualunque  sia  S,  ci  dice  appunto  che  : 

cioò  che  esiste  effettivamente  neirintervallo  C  un  punto  a  nel  qu«tl  ^ 
f{x)  raggiunge  il  suo  valore  massimo,  cioè  h. 

In  modo  del  tutto  simile  si  dimostrerebbe  poi  l'esistenza  di    ta.* 
punto  p  pel  quale  f(^)  =  k. 

ITote  ed  Esercisi. 

1.  Se  la  funziono  f{x)  resta  finita  neirintervallo  C,  Testremo  superi o*"? 
del  campo  formato  dai  valori  assunti  da  f{x)  in  C  si  suol  chiamare  il  '*' 
mite  superiore  della  funzione  f{x)  in  C. 

Ciò  premesso,  la  prima  parte  della  dimostrazione  da  noi  data  alPart.  &'*^'> 
richiedendo  soltanto  che  fix)  resti  finita  in  C,  ci  dice  che  8é  la  funx£^^^ 
f(x)  resta  finita  neWintervallo  C,  esiate  in  C  almeno  un  punto  a  tale  che  "^(*^ 
può  avvicinarsi  indefinitamente  al  suo  limite  superiore  in  C  per  valori  d^^  ^ 
distanti  da  a  di  tanto  poco  quanto  si  vuole. 

2.  E  importante  di  osservare  che  i  teoremi  de^li  articoli  675  e  676  ^c^ea* 
sereì)bero  di  sussistere  qualora  nei  loro  enunciati,  in  luogo  di  suppc^'^® 
che  f(x)  sia  continua  in  C,  si  presupponesse  soltanto  che  essa  sia  conti:^'^^ 
nelV interno  di  C. 

Si  riconosca  la  verità  di  questo  asserto  esaminando  la  funzione /('x)= 

la  quale  è  continua  nell'interno  dell'intervallo:  l<a;§2,  ma  è  disco 
nua  (e  del  resto  neanche  ben  determinata)  nel  punto  xz=.l. 

3.  Riconoscere  che  se  &  è  un  punto  interno  al  campo  in  cui  è  data  fl^?'f 
affinchè  f{x)  sia  continua  nel  punto  a,  è  necessario  e  sufficiente  che   si   ahC^^'*' 

lim  f(x)  =  f(a). 


4.  Tkobbma.  —  Se  la  funzione  f(x)  è  continua  neU*interv€dlo  C,  esialerà  Bem- 
jprc,  fienaio  a  piacere  il  numero  positivo  S,  un  numero  positivo  e  tale  che  eia 
%we  valore  assoluto  inferiore  a  ^  la  differenza  f(y)  ~  f(z),  comunque  si  scelgano 
i    ^:?€dori  y  e  z  entro  C,  purché  sia   |y  —  zi  <  e. 

Supponiamo  infatti  che  la  proprietà  da  dimostrarsi  non  sussistesse  per 
1 ''intervallo  C  e  per  nn  certo  valore  prefissato  di  §.  Si  inseriscano  fra  i 
due  estremi  a  e  ò  di  G  altri  due  punti  e  e  d^  cosicché  sia  : 

a  <,  e  <  d  <  b     ,     e— o  =  (i— c  =  6  —  e, 

o  si  considerino  i  due  intervalli  C^  ,  C\ ,  dei  quali  il  primo  abbia  gli  e- 
st^remi  a  e  d  ed  il  secondo  gli  estremi  e  e  ò.  La  proprietà  da  dimostrarsi 
non  sussisterà  allora,  sempre  per  lo  stesso  8  prefissato,  almeno  per  uno 
dei  due  nuovi  intervalli  C\  ,  C,  ;  poiché,  se  essa  sussistesse  per  C\  pren- 
dendo £  =  g|  e  per  C\  prendendo  e  =  £2,  essa  sussisterebbe  evidentemente 
incile  per  C,  prendendo  per  £  la  più  piccola  fra  le  tre  quantità  : 

2 

liste  dnnque  in  C  un'  intervallo  C,  di  lunghezza  ^  |&  —  ai,  per  ^il  quale 

1^  proprietà  da  dimostrarsi  non  è  soddisfatta.  Bagionando  ora  su  C*  come 
^ì  è  fatto  su  C,  si  dimostrerà  V  esistenza  di  un  intervallo  C"  contenuto 
m  C,  di  lungheiEza  eguale  ai  due  terzi  di  quella  di  C  per  il  quale  neanche 
sussiste,  sempre  per  lo  stesso  8  già  fissato,  la  proprietà  da  dimostrarsi. 
^08i  procedendo  si  stabilirà  V  esistenza  di  un  punto  ben  determinato  P 
comune  a  tutti  gli  infiniti  intervalli  C,  C,  C", ...  tale  che  per  punti  di  C 
micini  quanto  si  voglia  a  P  non  sussista  la  proprietà  da  dimostrarsi.  Ora 
^^^  é  in  manifesta  contraddizione  col  supposto  che  f{x)  sia  continua  nel 
pnnto  P. 

§  5.0  —  Salla  continaità  delle  funzioni  intere. 


677.  Data  una  certa  funzione  intera,  di   grado  7i,   della  varia- 
bile X  : 

f{x)  =  aox"  +  ajac**^!  +  a^x'"^  +  .  .  .  +  a^^^x  +  a,, ,  (1) 

iiUaginìamo  di  considerare,  in  luogo  del  valore  x  della  variabile, 
**  valore  x-\-h,  cioè  il  valore  x  a  cui  si  sia  dato,  come  suol  dirsi, 
^*  incremento  h  ,  h  potendo  essere  del  resto  un  numero  qualunque. 
^^  nuovo  valore  della  funzione  sarà  f{x  +  h)y  e  se  poniamo  : 

f{x-^h)^f{x)^là,  (2) 

^1  potrà  scrivere  : 

f{x-\-h)  =  f(x)-\-R, 

^^iide  si  vede  che  H  è  rincrcmento  subito  dalla  funzione  f{x)  per 
^'incremento  h  dato  alla  variabile.  D'  ora  innanzi  per  incremento 
^*  una  funzione  f(x)  corrispondente  alVincremento  h  della  varia- 
^^  intenderemo  dunque  la  differenza  f(x  +  h)  —  f(x). 

678.  Poiché  (art.  503)  : 

«„  »)  -  n») = »® + "^P + -^^  + ...  *  »■  92.',  », 

1  [2  LS  \3 
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si  avrà,  per  il  teorema  che  il  valore  assolato  di  una  somma  non 
può  superare  la  somma  dei  valori  assolati  delle  parti  : 


\f{x  +  A)  -  f{x)\  ^  \h\  '^^*^ 


I    1 


+  ÌM 


rix) 


-^\M 


a 


li 


+ . . .  +  iftì" 


li 


+ 


[n 


Si  vede  dunque  che,  prendendo  il  valore  assoluto  |^|  sempre  più  pic- 
colo, ciascuno  degli  n  termini  che  compongono  il  secondo  membro, 
e  quindi  anche  la  loro  somma,  finirà  per  divenire  e  conservarsi  piii 
piccola  di  qualsiasi  quantità  positiva  ò  assegnata  piccola  a  pi  se- 
cete. Lo  stesso  dunque,  a  maggior  ragione,  accadrà  del  primo 
membro,  cioè  :  fissata  a  piacere  una  quantità  positiva  piccolissiTt^^ 


0,  si  avrà: 


|f(x  +  h)  -  f(x)|  <  S 


(^) 


per  tutti  i  valori  clelV incremento  h  il  cui  valore  assoluto  sia 
bastanza  piccolo, 

Qaesto  teorema  si  suol  enunciare  comunemente  in  modo  più  se 
plice  ma  meno  rigorosp,  dicendo  che,  per  ogni  funzione  intera  f(^?^  3? 
ad  incrementi  piccolissimi  dati  alla  variabile  corrispondono  tncf^^' 
menti  piccolissimi  della  funzione. 

Noi  possiamo  però  enunciarlo  in  modo  rigoroso  ed  ancor  pi^ 
breve,  in  base  alla  definizione  di  funzione  continua  da  noi  da^-^ 
nel  precedente  §,  con  dire  che  le  funzioni  intere  sono  contiizt^^ 
in  ogni  punto  del  campo  percorso  dalla  variabile. 

679.  Dividendo  entrambi  i  membri  della  (3)  per  h  si  ha  : 


fi^-^f)-m^^^^^,l,r^)^,f:M^„. 


h 


[n 


dove  la  quantità  scritta  fra  parentesi  nel  secondo  membro,  corti' 
ponendosi  di  parti  ciascuna  delle  quali  tende  al  limite  zero  quaa<^^ 
h  tende  al  valore  zero,  avrà  essa  pure  per  limite  lo  zero  per  ^ 
tendente  a  zero.  Si  avrà    dunque  : 


o) 


hz=o  h 

Il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  è  il  limite  cui   ten* 
per  h-Oj  il  quoto  -^ -—ì  che  suol  chiamarsi   brevemer     ^^^ 


h 


il 


ta 
li- 


rapporto  incrementale  delia  funzione  /"(se),  essendo  esso  appunt 
rapporto  fra  Tincremento  della  funzione  e  Tincremento  corrispc:^]!^ 
dente  della  variabile.  La  (5)  ci  dice  dunque  che  la  prima  deriv 
f'(x)  di  una  funzione  intera  f(x)  è  il  limite  del  rapporto  increm 
tale  di  f(x;,  quando  Vincremento  tende  a  zero. 

680.  Si  è  già  notato  che,  se  si  ha  una  funzione  9(0?)  della  forn::^^^* 

a^x  4-  a^x^  +  .  .  .  4-  «„«'* , 
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^  ana  funzione  intera  che  si  annulla  per  a:  =  0,  il  valore  asso- 
ì  di  questa  fnnziene  si  può  rendere  più  piccolo  di  un  numero 
itìvo  S,  assegnato  a  piacere,  per  tutti  i  valori  abbastanza  pie- 
[  di  |x|.  Ora  è  utile  di  avere  un'espressione  sempUce  di  un  li- 
e  al  disotto  del  quale  si  possa  poi  prendere  a  piacere  |ac;|  colla 
irezza  che  resti  soddisfatta  la  disuguaglianza: 

l9(a?)l  <  8.  (a) 

'cr  il  teoreme  già  invocato  sulla  somma  dei  valori  assoluti, 
lì  A^ ,  A,  , . . .  risp.  i  valori  assoluti  di  a^  ^a^ ,  .  .  .  j  si  ha  : 

!9(a:)!  ^Ar\x\  +  A,.|a;P+  . . .  +  A,.  |a:r, 

Le,  indicando  con  A  il  massimo  fra  i  numeri  A^  ,  Ag  ,  ...  ,  A,, , 
la  anche  a  fori  lori  : 

effettuando  la  somma  della  progressione  geometrica  : 

\x\  -  ixi'*""!        \x\        ixr*+i 


c€  fortiorL  trascurando  la  parte   —  A  - — —-,  che  è  certamente 

1  —  \x\ 


ativa  quando  si  prenda  : 

!a=l  <  1 ,  (?) 

vrà  : 

|<p(a:)i.§AJ^  (ir) 


•a  diseguaglianza  (a)  sarà  dunque  certamente  soddisfatta,  se  si 
nda  lo;!  in  modo  da  avere  : 


1  —  a: 


Cihe  è  la  stessa  cosa  : 

A'|xj  <  5 -6»|j?|     ,     (A -h  S)»Iasl  <  5  , 
't  se  si  prenda  : 


X   < 


Ù 


A-h6 


>  » 


notiamo  che,  se  si  prende  |cc|  in  modo  da  soddisfare  a   questa 
sef^aglìanza,  esso  soddisferà  poi  anche  certamente  all'altra  disc- 

aglianza  presupposta  (Jj) ,  poichò  •- ;  è  evidentemente  già  un 

A  -f"  e» 

mero  minore  di  1. 

Pertanto  :  se  A.  è  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefficienti 

una  fruizione  intera  ^(x),  che  si  annulla  per  x=0,  e  si  prenda: 

lxl<      ^ 


A  4-  0 

^à  certamente  |?(x)|  <  S. 


—  350  — 

681.  Esempio.  —  Se  A  è  il  massimo  valore  assolato  dei  < 
cienti  di  f(x)  =  a^x  -f  .  .  .  +  a„a:'*,  e  si  prenda  : 

'^'  ^  1  -t  (A  xTÓOOOÓOÒOO)  ' 

si  avrà  certamente  : 

1 


|(p(x)I  < 


1000000000" 


§  6.0  —  Sulle  radici  di  ana  fanzione  oontintia 

di  una  variabile  reale. 


682.  Sia  f(x)  una  funzione  continua  per  ogni  valore  di  : 
partenente  all'  intervallo  : 

a§x  <  b. 

Se  f(a)  ed  f(b)  sono  di  segno  contrario,  esisterà  nel  detto  inte\ 
almeno  tma  radice  di  f(x),  cioè  almeno  un  valore  di  x  sod 
cente  alV equazione  f(x)  =  0. 

Detta  S  la  lunghezza,  h  -  a,  deirintervallo  in  parola  e  e 
dio  aritmetico  di  a  e  di  6,  per  Tuno  o  per  l'altro  dei  due 

valli,  da  a  a  e  oppure  da  e  a  6,  la  cui  lunghezza  è  -  S,  ac 

che  f{^x)  assuma  nei  due  estremi  valori  di  segno  opposto;  a 
che  fosse  f{c)  =  0,  nel  qual  caso  sarebbe  già  dimostrato  qua 
desiderava.  Infatti,  se  p^c)  ha  lo  stesso  segno  di  ^a),  avrà  i 
segno  opposto  a  quello  di  ^(ò)  e  viceversa.  Vediamo  dunqu 
dairintervallo  (1)  di  lunghezza  o,  possiamo  passare  ad  un 
vallo  più  piccolo  : 

di  lunghezza  -  5,  tutto  contenuto  nel  precedente  e  pel  quale 

similmente  che  f{a})  ed  /*(6')  sono  di  segno  contrario.  Allo 
modo  si  dedurrà  ora  dairintervallo  (2)  un  nuovo  intervallo 

di  lunghezza  -r^^  ^  tutto   contenuto    nel   precedente  ,    pel 

siano  di  segno  contrario  /(a")  ed  /(ò")?  e  cosi  di  seguito. 

Poiché  ognuna  delle  a,  a\  a", ...  è  minore  di  ognuna  de 
h\  ò",  ...ed'  altra  parte,  per  k  abbastanza  grande,  il   nui 

si  può  rendere  piccolo  a  piacere,  esisterà  il  numero  : 

a  =  (a,  rt',  a",  ...  ;  6,  ò',  7/',  .  .  .)  ì 
ed  è  facile  riconoscere  che  osso  è  appunto  una  radice  di  /"(a 
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Xiìj  poiché  f{x)  è  continua  per  se  =  a,  e  i  numeri  a^*\  6^*^  dlflFe- 
scono  da  a  di  tanto  poco  quanto  si  vuole  purché  si  prenda  A; 
)ba8tanza  grande,  anche  f{a^^^)  ed  f(b^^^)  potranno  farsi  differire 
1  fio)  di  tanto  poco  quanto  si  vuole.  Ma,  dei  due  numeri  /Xa^*0 
i  f{b^^i)y  uno  è  positivo  e  Taltro  è  negativo.  Il  numero  f{a)  può 
inqae  essere  avvicinato  indefinitamente  sia  con  numeri  positivi 
le  con  numeri  negativi  ;  onde  esso  é  evidentemente  lo  zero , 
d.  d. 

683.  Se  f(x)  è  continua  in  tutto  l'intervallo  da  a  ab  ed  A  è  un 
limerò  qualunque  compreso  fra  f(a)  ed  f(b),  esisterà  fra  a  e  b 
Imene  un  valore  di  x  pel  quale  sia  f(x)  =  A. 
È  questo  un  corollario  del  teorema  dell'  art.  prec.  ;  poiché,  se 
a)  -  A  è  positivo,  f{b)  —  A  è  negativo  e  viceversa.  La  funzione 
«)-A  ha  dunque  una  radice  a  neirintervallo  da  a  a  6,  cosic- 
tiè  sarà  : 

f{a)  —  A  =  0,  cioè  appunto  :  /(a)  =  A. 
Vote  ed  Ssercisi. 


!•  Riconoscere  cho  V  equazione  : 

(x  —  a)"  +  c(x  —  ò)*»  =  0 

^  cui  n  è  dispari  eco  positivo,  ha  una  radice  compresa   fra  a    e   ò.   Si 
^ccia  poi  anche  la  verifica  di  ciò  mediante  il  calcolo   della    sua   espres- 
lone  effettiva  in  funzione  di  o,  ò  e  e. 
2-  Neir  equazione  /(a?)  =  0  in  cui  : 

f(x)  =  p^x^  +  pjX»-»  -f-  .  .  .  +  a;  —  r, 

^  9  é  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefiGlcienti  p^  ,  p^  ,  .  .  .  ed  r  ò 

^itìvo  o  minore   di    -     --  ,  vi  è  una  radice  reale  positiva  minore  di  2r. 

2  4-  4^  ' 

^fr.  Todhnnter.  Teoria  delle  equazioni,  Napoli  1872,  §  VII,  art.  111). 


ì  1,0^  DeflnisBione  generale  della  derivata  di  una  fansBione. 

Esempi. 

684.  La  proprietà  della  prima  derivata  di  una  funzione  intera 
'*  noi  data  all'art.  679,  potrebbe  anche  assumersi  come  sua  de- 
j^Jzionc  in  luogo  della  definizione  da  noi  già  data  (art.  501)  fon- 
'*ta  sulla  legge  di  derivazione.  Si  avrebbe  cosi  il  vantaggio  di 
'*fe  della  prima  derivata  una  definizione  che  può  estendersi  anche 
'  funzioni  di  x  che  non  siano  intere.  In  effetto,  qualunque  sia  la 
^^tura  della  funzione  F{x),  si  definisce  come  prima  derivata  F'(a;) 
*  funzione  : 

A=rO  h 

tutte  le  volte  che  il  rapporto  incrementale  di  F(x)  tenda  effettiva- 


] 
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mente  ad  un  limite  finito  e  ben  determinato  col   tendere  a  zei^ 
deir  incremento  h. 


685.  Esempio  I.  —  Se  a  è  una  costante  reale  e  positiva  ed  x  xim^sl 
variabile  limitata  al  campo  reale,  la  fanzione  o^  ha,  come  sap- 
piamo, un  valore  unico,  finito  e  ben  determinato  per  ogni  vaio  "«re 
di  X.  Il  suo  rapporto  incrementale  è  dato  da 

______  _a   -^j— 

onde  si  ha  (art.  642)  : 

lim 7 =  a^  lim — - —  =  a^log^a. 

Cioè  :  la  funzione  esponenziale  a^  ha  per    derivata    la   funzioTie 
atessa  moltiplicata  per  il  logaritmo  naturale  di  a. 


686.  Esempio  IL— Consideriamo  ora  la  funzione  log^x,  alla  qu 
si  può  attribuire  (art.  610)  un  valore  unico  e  finito  per  ogni  valore 
reale  e  positivo  di  x  (purché  diverso  da  zero),  se  la  costante  po- 
sitiva a  ò  diversa  da  zero  e  dall'unità.  Il  suo  rapporto  incremen- 
tale : 

log„(a;  -hh)  —  \ogjx       1  ,       x-\-h       1  ,        /  ^       h\ 

h 
si  può  anche  scrìvere  (cfr.  art.  611)  ponendo  —  =  €: 

X 

1_ ^  10g^(l  -h  £)  ^         1        ^  l0g.(l  -I-  g) 

X  £  xlog^a  £ 

cosicché  si  ha  subito  (art.  641)  : 

lim'- ^^^"^ ^-^^  ""- ^^^^^  =       ^ 
/.=o^  h  xìog^a' 

Dunque  :  la  funzione  log^x  ha  per  derivata  Vunità  divisa  per 
e  per  il  logaritmo  naturale  di  a. 

687.  Se  per  un  dato  valore  di  x  la  derivata  di  f{x)  è   diver^^ 

f(x  +  /i)  —fix) 

da  zero,  il  rapporto  incrementale  — ,    in    cui   supp<^^' 

h 

remo  ora  che  h  sia  un  incremento  positivo,  tenderà,  col  tendef*^ 

di  Ti  a  zero,  verso  un  limite  determinato  e  diverso  da  zero,  il  ct>* 

valore  è  f{x).  Pertanto,  se  f\x)  è  positiva,  la  differenza  f{x-\-h)-f{^) 

dovrà  essere  positiva  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  h,   ^ 

dovrà  invece  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  A  essere  n^' 

gativa,  se  f\x)  ha  valore  negativo.  In  altri  termini:  per  tutti  i  v^' 

lori  positivi  abbastanza  piccoli  di  Ti  si  ha  algebricamente: 

f{x  +  h)  >  f(x)y     ovvero    f[x  +  h)  <  f(x) 
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risp.  secondochè  : 

f{x)  >  0,    ovvero    f\x)  <  0. 

688.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che,  facendo  crescere  algebrica- 
mente il  valore  di  ac,  crescerà  anche  il  valore  della  funzione  f{x)\ 
nel  secondo  all'opposto  la  f\x)  decrescerà  col  crescere  di  x.  Il  ri- 
saltato dell'art,  precedente  si  può  dunque  anche  enunciare  più 
brevemente  dicendo  che  :  il  valore  di  f(x)  cresce  o  decresce  col 
crescere  di  x,  secondochè  f  (x)  ha  valore  positivo  o  negativo. 

Vote  ed  Eseroiii. 

1  -  Trovare  le  derivate  delle  funzioni  : 


07         x^        x^ 


^    •  •   •    * 


,^.  La  derivata  di  x^  è  data  da  ax^'S  qualunque  sia  a,   come   giù    sap- 
piamo pel  caso  di  a  intero  e  positivo. 

^.  Biconoscere.  iu  base  alla  definizione  stessa  di  derivata,  che  se  una 
^^^zione  di  x  ammette  la  derivata  per  un  certo  valore  a  di  x,  essa  è  an- 
®^*i    continua  nei  punto  a. 

"^  -  Se  una  funzione  f(x),  della  variabile  reale  x,  ammette  una  derivata  finita 
^  determinala  per  ogni  valore  di  z  compreso  fra  a  ed  a  +  h,  8%  ha  : 

f(a  +  h)-f(a)=  hf^a-}-  Oh),       0  <  6  <  1. 

Omettiamo  la  dimostrazione  di  questa  formola  che  lo  studioso  troverà 
^&t^  nelle  primo  pagine  di  ogni  trattato  di  calcolo  infinitesimale. 
.^-   Da  questa  formola  segue  manifestamente  che:  se  una  funzione  di  va' 
'^jaòi/c  reale  ha  la  derivata  nulla  per  tutti  %  valori  di  x  compresi  fra  a  e  b, 
*t<o  valore  è  costante  in  questo  intervallo, 

^  8.»  —  Derivata  della  somma,  del  prodotto  e  del  qaoio 

di  due  fansionl. 

689.  La  derivata  della  somma  di  due  o  piti  funzioni  (ciascuna 
^^Ue  quali  ammetta  una  derivata)  è  uguale  alla  somma  delle  da- 
*'*«^afe  delle  singole  funzioni. 

^Sia  infatti  : 

F(x)  =  ?(x)  +  ^{x) 

^^U\,  come  somma  di  due  funzioni  ^(ac)  e  ^(x).  Si  avrà  : 

F(x  -V  h)  :-  z{x  T  h)  +  ò(as  h  h\, 

V(x  +  h)  —  Y{x)  _  g(a?  4-  A)  ~  cp(x)      i^{x  +  A)  -  ^(ac) 
h  h  h 

^  passando  al  limite  per  h  -Oy  neiripotesi  che  ciascuna  delle  due 
^•^^^xioni  o{x}  e  ^(x)  ammetta  una  derivata  : 

1  im^'(^  "^  '^^  •"  *'(^)        1ì».^(^  -^  '^^  ~  ?(^)    -^  l\VàÌé{x  +  h)^  Ò(X) 

uni =  imi ^=0 , ? 

/i=j  fi  A=o  h  h 

Cj.\vi,uu.  —  Istituzioni  di  analisti   algebrica,  8.»    cdiz.  4r> 
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cioè  appunto  (art.  684)  : 

F'(x)  =  9'(x)  +  ^'(x). 

690.  Per  formare  la  derivata  del  prodotto  di  due  funzioni,  «^t 
moltiplica  la  prima  funzione  per  la  deHvaia  della  seconda,  quin^idi 
la  seconda  per  la  derivata  della  prima,  e  si  fa  poi  la  somma  cT-^ìi 
due  risultati. 

Sia  infatti  : 

P(x)  =  9(3c).<j'(a;). 
Dando  ad  x  V  incremento  h  si  ha  : 

F(a;  +  h)  =  9(x  +  h)  •  ^{x  +  h), 
onde  : 

F(jc  4-  A)  -  F(x)  =  9(a:  +  h)  ò(x  i- h)  -  tp(x)  ^(x) 

=  [c(x  +  A)  -  ?(a:)j9(x  +  A)  -f  L^(a;  -f  ^)  -  ^(x)](f{x) 

e  dividendo  per  A  : 

F(x-hh)-¥(x)       9(x-t-^)-9(ac)   .  ^^      4^(a:  +  A)  -  d;(a)    ,^ 

^fe- =  "'"/.--  -  *(^ + ^^  + r      ^^^^  ' 

e  passando  al  limite  per  /i=0,  nell'ipotesi  che  9(0;)  e  ò(3c)  amme?  "* 
tano  una  prima  derivata  : 

Jiin-^^ ^ ^—  =  lim^ ^ — - — ^.limd;(x  +  h) 

+  Iim 9(a:}. 

691.  Corollario.  —  La  derivata  del  prodotto  di  una  funzion 
per  un  fattore  costante  è  uguale  al  fattore  costante  moltiplicai 
per  la  derivata  della  funzione. 

Infatti  la  derivata  di  una  costante  ò  evidentemente  nulla. 

692.  La  regola  si  estende  facilmente  ad  un  prodotto  di  n  fu 
zioni.  Sia  p.  es,  il  prodotto  di  tre  funzioni  : 

F(x)  =  9(x).<|;(a;).x(a:).  ( 

Considerandolo  come  un  prodotto  di  due  sole  funzioni,  cioè  scr 
vendo  : 

F(«)---=[9(x)4^(x)].x{5c), 

si  ha  per  la  regola  dell'  art.  precedente  : 

F\x)  =  [9(x)  <Kx)].y»  +  [9(x)  ò(x)]'.x(x). 
Ma  per  la  stessa  regola  si  ha  poi  : 

[9(ac)  ^(x)\  =  o\x)  ò(x)  -h  9(aj)  ^\x) , 
onde  si  conchiude  : 

F'(a:)  =  ^\x)  ò(x;  /(x)  +  ©(x)  /'(x)  i^ix)  +  9(x)  x(a;)  ii\x).        ^-) 


Si  vede  dunque  in  generale  che  :  la  derivata  di  un  prodotto  di 
n  funzioni  è  uguale  alla  somma  di  n  prodotti  che  si  ottengono  moU 
'ijjlicando  success loamente  la  derivata  di  ogni  fattore  per  i  rima- 
ft^nti  (n—  l)  fattori, 

693.  Se  dividiamo  entrambi  i  membri  di  (2)  per  F(x)  e  teniamo 
presente  la  (1),  troviamo  : 

FXa')  ^  ?'(x)  ^  ^x)  ^  x'(x) 
F(a5)       <f(x)      <^{x)      xC"!)' 
In  generale,  se  F(x)  =  5(35)  ^(x)  yjix)  .  .  .  0(aj),  si  avrà  : 

F(x)      <f{x)  ""  ^(x)  ^  x(x)  "^  •  •  •  "^  6(x)-  ^^^ 

€94.  La  derivata  della  potenza  ti*"^  (w  intero  e  positivo)  di  una 
finzione  f{x)  si  calcolerà,  colla  stessa  regola  dell'art  692,  consi- 
t^^rando  la  potenza  n"*^  come  il  prodotto  di  n  fattori  tutti  eguali 

^Evidentemente  si  otterrà  : 

[f{xrY=n-f(xr-'-nx). 

c(x) 
C95.    Se  F(x)  =  - —  è  data  come  quoziente  di  due  funzioni  o(x) 

^(x),  la  sua  deificata  è  espressa  da 

Invero,  poiché  : 

F(x  +  /i)  -  F(  x)  =  -^^ -r-^  , 

'^       può  scrivere,  facendo  sparire  i  denominatori  : 

^{x  +  hy]fix)[F(x  +  /i)  -  F(x)] 

=  (^(x  -h  ^;*^^:x)  —  ^(x  +  h)^{x) 

=  [9(a:  +  h)  -  ?(a;)]^I;(ac)  -  [«^(x  -f  /i)  -  'K3c)]9(a;) 
^^'  onde  : 

F(x4-^--EX3c)  /i  ^^  ^  /i 

/7  =  '^{x+h)^{x) 

^^  qual  formola  si  converte  precisamente  nella  (4),  quando  si  passi 
'^^  limite  per  /i  =  0. 
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Vote  ed  Eseroisi 


1.  Essendo  le  fi  ,  9/ ,  ^^  fanzionì  di  a*,  dimostrare  che  : 


/i    /,    h 

?l      ?»       <?8 

'\i     +«     't's 


f  \      fi      f%    \         \  fi      f  i     fz 


?'l        ?«       98     j    +   !     ?l       ?'j       ?8 


+ 


/i  /.  /'. 


?i  ?i   ?  » 


I     f     I' 

Vi     Va     Y  3 


ed  enunciare  similmente  la  regola  generalo  per  la  derivazione  di  un  de- 
terminante di  ordine  n. 

2.  Applicando  questa  regola  di  derivazione  (rispetto   alla    variabile  x^ 
air  identità  : 


A  = 


X, 


x„ 


Xj 


*i        *a        **'a        *A 


ar. 


=  (Xj-ajjXaCj-XiXa:^-  XiXajj-arjXar^-ar.Xic^-x,) 


dedurne  l' identità  : 


A,= 


0 


a:., 


;<\ 


.   (      1  1  1       ) 


2x, 


X, 


X3-       .r_,' 


(x,- 


£Cc 


Xj  — X3 


•Cf    ^  «Cj  ' 


*'**'l  •*'2  •«'3  *"-4 

Indicando  poi  con  A;  la  derivata  di  A  rispetto  ad  ar^- ,  dimostrare  che: 

A,  +  Ag  +  A,  +  A,  =  0. 

3.  Teokema  di  Leibnitz.  — /Se  u  e  v  sono  due  funzioni  della  variabile  s,  '<» 
derivata  n^*»'*»*  del  loro  prodotto  è  data  da 


(«) 


Si  troverà  infatti  dapprima  : 

{uv)'  =  uv  +  uv 
e  poi  derivando  una  seconda  volta  : 

nv)    z=  uv    -\-  2hv  -|   u  r 
0  derivando  una  terza  volta  : 

uv)     =  ur     4-  OH  V    +  Su  «  +  1*    v. 

Questo  espressioni  essendo  conformi  alla  (a.),  i  cui  coefficienti  numerici 
sono  gli  stessi  che  si  presenterebbero  nello  sviluppo  di  {u  +  tO",  la  vali- 
dità della  formola  (a)  si  potrà  stabilire  col  noto  metodo  dMnduzione  ir.a' 
tematica. 

4.  Trovare  la  derivato   y?'"»"»*  «U»!  prodotto  x-a^  e  cosi  pure    quella  il<^  * 
prodotto  x^a^,  e.*sendo  a  una  costante. 
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.  Dalla  Nota  5*  del  precedente  §  segue  come  corollario  ohe:  m  due  fun- 
\i  hanno  la  sUasa  derivata  per  tutti  i  valori  di  x  contenuti  in  un  certo  in- 
ailo, la  loro  differenza  è  contante  in  tutto  Vintertallo. 
ivero,  se  fix)  e  ^(x)  sono  le  due  funzioni  in  discorso,  la  loro  diiferenza 
)'-q(x)  ha  per  derivata /'(x)  —  9'(x),  cioò  lo  zero. 

^  8.0  —  Sulla  maltipllcità  delle  radici  di  an'eqaazlone. 

i96.  Se  f{x)  è  una  funzione  razionale  intera,  a  coefficienti  reali, 
ce  ed  a  è  una  radice  dell'  equazione  : 

f{x)  =3  0,  (1) 

climostrcnì  con  procedimento  identico  a  quello  degli  articoli 
e  493  che  il  polinomio  f{x)  è  divisibile  esattamente  per  x—a, 

^uò  però  accadere  che  f{x)  sia  divisibile  non  solamente  per 
a,  ma  anche  per  {x  —  ot)^,  ovvero  «nche  per  {x  -  a)*,  ecc.  In 

;sti  casi  si  dice  che  a  è  una  radice  multipla  delTequazione  (1). 

>recisamente,  se  (a:  —  a)"  ò  la  più  alta  potenza  di  ac  —  a  che  di- 

e  fix),  si  dice  che  a  è  una  radice  multipla  del  grado  k  o  an- 
che V equazione  (1)  ammette  k  radici  tutte  eguali  ad  a. 

e  a  non  è  radice  multipla,  cioè  se  f{x)  è  divisibile  per  (ae-a), 
non  per  (se  — a)^,  si  dirà  che  a  è  radice  semplice  di  f(x)=^0. 

97.  Se  nello  sviluppo  (cfr.  art.  505)  : 

fix)  =  fia)  +  (aj  -  a)^^  ^  u  -  a)^C^  i- . , .  (2) 

vale  qualunque  siano  i  valori  di  x  e  di  a.  supponiamo  che  a 
radice  non  solo  dell'  equazione  f(x)  =  0,  ma  anche   della  sua 
ivata  f{x)  =  0,  0  più  ^generalmente  di  un  certo  numero  di  dc- 
ìte,  cosicché  si  abbia: 

^(a)  =  0  ,  r(a)  =  0  ,  .  .  . ,  /^"-"(a)  =  0  ,  /--"'(a)  2  0 , 

o  ci  da  per  fix),  qualunque  sia  x  : 

^'e  r  espressione  fra  parentesi  ò  una  funzione  intera  di  x  del 
ido  n  —  k.  Quest'identità  ci  dice  che  il  primo  membro /*fx)  del- 
quazione  f{x)  =  0  è  divisibile  esattamente  per  {x  —  a)*,  cioè  an- 
%  per  la  definizione  data  all'art,  prec,  che  a  è  una  radice  mul- 
la,  del  grado  k,  deirequazìone  fix)  =  0. 

398.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che,  reciprocamente,  se  a  è  ra- 
'Ci  multipla  di  grado  k  dell' equazione  f{x)  =  0,  essa  dovrà  al- 
si  essere  radice  delle  primo  k  1  derivate.  Infatti,  se  a  è  ra- 
-e  doppia  di  /"(cc^  =  0,  dovrà  fix)  essere  divisibile  esattamente 
[*  ix  -  a)'.  Ma,  essendo  fì^-x)  =  0,  la  (2)  ci  da  : 

m,m(._,Kc:i«),..,,.^... 
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come  quoziente  della  divisione  di  f(x)  per  (x  -  a)  ;   onde 
quoziente  dev'essere  «\ncora  divisibile  per  a;  —  or,  ossia,  ci 
stessa  cosa,  deve  annullarsi  per  x  =  i.  Ciò  avviene  eviden 
sol  quando  sia  /"(i)  =  0,  cioè  quando  a  sia  anche  radice  di 
11  quoziente  di  f(x)  per  (x  — a)-  è  allora  : 

Se  a  è  soltanto  radice  doppia  di  f{x)  =  0,  questo  quozie 
sarà  più  divisibile  per  (ce  -  a) ,  ma  se  a  ò  radice  tripla,  • 
vrà  ancora  esserlo  ;  cioè  dovrà  annullarsi  se  in  esso  t'acciai 
e  ciò  richiede  che  sia  f\aL)  =  0.  Così  procedendo  si  vede 
a  è  radice  quadrupla,  dovrà  essere  anche  f'''{a)=^0,  e 
seguito. 

Concludiamo  dunque  che:  affliìchè  una  certa  radice  a, 
equazione  f\x)  =  0,  sia  radice  multi /da  di  grado  k,  è  nece 
aufficiente  che  essa  sia  anche  radice  delit  prime  k  —  1    eq 
derivate  : 

f (x)  =  0  ,  f'\x)  -  0  ,  .  .  .  ,  f<*-^)(x)  =  0. 

699.  Di  qui  segue  come  corollario  il  teorema  equivaler 
finché  a  sia  radice  multijìla  del  grado  k  di  un  equazione j 
savio  e  sufficiente  che  a  sia  anche  radice  multipla  del  gre 
della  sua  prima  derivata. 

Infatti,  se  a  è  radice  multipla  del  grado  k  di  f{x)  =  0,  e 
disfa  per  il  teorema  dell'  art.  prec.  a  tutte  le  (3)  le  qua 
quello  stesso  teorema,  ci  dicono  che  a  è  radice  muhip 
grado  k  —  1,  di  f\x)  -  0  ;  ecc. 

700.  Tutto  quanto  si  ò  stabilito  o  detìnito  al  Cap.  IV  i 
541-546»  circa  la  divisibilità  delle  funzioni  intere  a  coeffic 
zionali  si  estende  senz'altro  anche  allo  funzioni  intere  cu 
tìcienti  reali. 

Ciò  posto,  ò  agevole  riconoscere  che  se  le  funzioni  iati 
ed  f{x)  sono  prime  fra  loro,  le  radici  di  f»x)  =  0  sono  une 
mente  tutte  scìnplici  (*).  Infatti,  se  f{,c)  ammettesse  una  rudi 
tipla  a,  le  due  funzioni  f(x)  ed  f'{x)  avrebbero  il  divisore 
(x  —  a),  e  non  sarebbero  (.(uindi  primo  fra  loro,  contro  il  si 

701.  Se  Dfx)  sia  il  fuassimtt  comun  rf/(;/.9or<i^  che  si  detei 
col  procedimeato  dell'art.  ó4ó,  di  fix)  e  di  f'(x),  e  sia  : 

f(x)=D(x).F(x), 
le  radici  reali  di    f(x)  =  0    saranno    anche    radici    dell  eq\ 


(*i  La  proposizione  reitiproca,  fluì  non  sarebbo  vera  nel  campo 
meri  r«ali,  è  vera  invece,  come  si  riconoscerà  a  suo  tempo,  nel  ca 
esteso  dpi  numeri  complessi.  In  qu»'-<t*iiJtiuin  campo  si  potrà  assi 
affinchh  Vequaziùne  t(x)=:0  ahhia  soltanto  radici  fcmpUci.  h  nPC6^9o\ 
Hcien.te  rk*:  f'x    ed  f'x)  siano  primf  fra  loro. 
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P(x)  =  0  la  quale  avrà  perù  il  vantaggio  di  avere  soltanto  radici 

semplici. 

Sia  infatti  a  una  radice  semplice  o  multipla  di  grado  &,  dell'e- 
quazione  f(x)-0.  Poiché  fix)  è  divisibile  per  (a:  — a)*,  dovrà,  in 
virtù  dell'identità  14;,  il  prodotto  : 

D(a;)  F(.t) 

essere  divisibile  per  {x  —  a)*.  Di  qui  si  vede  che  se  a  non  fosse  ra- 
dice di  F(ac)=0,  cioè  se  Y(x)  non  fosse  affatto  divisibile  per  a?-a, 
dpTrebbe  essere  divisibile  per  {x  —  a)*  il  fattore  D(x)  ;  e  quindi 
dorrebbe  essere  divisibile  per  {x  -  a;*  anche  f{x)^  di  cui  D(a:)  è 
divisore.  Invece  f{x)  è  divisibile  soltanto  (art.  699)  per  (a:— a)*"^ 
Supponiamo  in  secondo  luogo,  se  è  possibile,  che  a  non  fosse 
radice  semplice  di  F{a:)  -  0.  Sarebbe  allora  F  x)  divisibile  almeno 
per  {x  —  j-Y  e  quindi  poiché  Dfx)  é  divisibile  per  (x— ot)""*^  (che 
divide  simultaneamente  f{x)  ed  f{x)  e  per  conseijucnza  anche  il 
loro  massimo  comun  divisore),  il  prodotto  DCacj-Fsc),  cioè  fix), 
essc^r  dovrebbe  divisibile  per  {x  —  7.)^~\x  —  a)*,  ossia  per  [x  -  a)*^*, 
contro  il  supposto. 

Vota. 

1.  Noi  abbiamo  dato  la  definiziono  di  radice  maltipla  di  f(x)^0  sol- 
tanto nel  caso  in  cui  f(x)  è  una  funzione  razionale  intera.  K  però  facile 
di  vedere  come  quella  definizione  si  possa  estendere  ad  una  funzione  qua- 
lunque f{x)  che  sia  continua  nel  punto  x  =  a.  So  col  tendere  di  a;  ad  a 
il  quoto  : 

tende  ad  un  valore  finito  e  diverso  da  zero,  si  dirà  che  «  è  radice   mul- 
tipla di  grado  Jt  dell'equazione  fior)  —  0. 
^ìe  f{x)  ammette  lo  prime  fc  —  1  derivate,  si  potrà  dunque  porre  : 

■ 

f{x)  z=  (x  —  a)^o(Xì  (a) 

dove  ^(r)  ù  pure  continua  od  animt^tto  lo  frime  A:  —  1  derivato  per  x  =r  cr. 
l^erivando  ora  la  (a)  cola  regola  del  prodotto  A:  —  1  volte  di  seguito,  si 
nconoscerà  subito  dover  essere  simulianeamcnte: 

f{a)  =  0  ,  f'{a)  =  0  ,  f'\a)  =  0  .  .  .  .  ,  /(*-»)(«)  =  0, 

^>  se  f{x)  ammetta  anche  la  &'"'*'"•  derivata  : 

f^^Ha)  7r  0. 

§  9.0  —  Interpretazione  $<reometriea  di  una  funzione 

e  della  sua  prima  derivata. 

702.  Sia  yzzif'x)  una  funzione  data  dì  x  per  tutti  i  valori  reali 
di  a?,  0  almeno  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  entro  certi  limiti. 
Se  interpretiamo  ogni  valore  di  x  ed  il  corrispondente  valore  di  y 
risp.  come  l'ascissa  e  l'ordinata  di  un  punto  P  del  piano,  vediamo 
Cile,  variando  x  da  —  «   a  -}-  x ,  il  punto  P  varierà  nel  piano  de- 


I 

i 


scrivendo  una  certa  curva  clie  si  potrà  considerare  come  la  n 
presentazione  geometrica  della  funzione  f\x), 

703.  Ciò  premesso,  passiamo  a  ricercare  l' interpretazione  g 
metrica  della  prima  derivata  f{x\  che  è  definita  (art.  684)  daL_ 
formola  : 


f{x)  =  lim 

h-  0 


fix  -f  h)  -  f(x) 


h 


Siano  P  e  Q  i  due  punti  della   curva  rappresentante  f{x)  ci 
hanno  risp.  per  ascissa  : 

OPj  =  a:     ed     OQi  ^  a  -f  h. 

Tirata  da  P  la  parallela  all'  asse  delle  Xy  sia  R  il   punto   in   e* 
essa  incontra  la  Q^Q. 
Si  avrà  evidentemente  : 

RQ  =  QiQ  -  PiP  =  Aa:  +  Ti)  -  Aa?) 


nx  ^-K) -f{^)  ^V^ 
h  PR 


=  tgcp, 


o  quindi  :  detto  9  Tangolo  QPR,  per  una  nota  proprietà  dei  trial  '^  ' 
goli  rettangoli  (giacche  noi  supponiamo  i  due  assi  OX,  OY  ortc^  ' 
gonali). 

Facendo  ora  tendere  h  verso  zero,  è  chiaro  che  il  punto  Qi  *  ^ 
avvicinerà  sempre  più  a  P^  ed  il  punto  Q  al  punto   P  ;    onde  \^^^ 
retta  PQ  tenderà  a  confondersi  colla  tangente  PT  alla  curva  ne  ^ 
punto  P  e  l'angolo  9  colTangolo  0  che  questa  tangente  PT  fa  colh-""- 
direzione  positiva  delT  asse  delle    x.    Si    avrà    dunque    al    limite^ 
f[x)  -  tgO,  cioò:  la  prima  derivata  f'tx)  è  uguale  alla  tangente  iri-^ 
gonometrica  deW angolo  0  che  la  tangente  alla  curva  nel  punto  dWr 
ascissa  x  forma  colla  direzione  positiva  dclVasse  delle  x. 

704.  Perchè  sia  f{x)  -  0,  dev'  essere  tg?  =  0,  cioè  la  retta  PT" 
deve  riuscire  parallela  all'asse  delle  X.  Di  qui  è  facile  dedurre-, 
mediante  la  stessa  intuizione  geometrica  che  quei  valori  di  x  pet 
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qixctli  la  corrispondente  ordinata  y  =  /l(x)  prende  1  valori  massimi 
o    EDiinimi^  sono  altrettante  radici  della  prima  derivata  di  f{x). 


705.  Se  la  curva  toccasse  in  un  punto  Q  Tasse  OX,  il  numero  x 
che  misura  il  segmento  OQ,  non  sarebbe  dunque  solamente  radice 
^^Ji'  equazione  /"(x)  =  0,  ma  altresì  dell'equazione  f{x)  =  0.  Esso 
sarebbe  dunque  (  cfr.  art.  697  )  una  radice  doppia  di  f{x)  =  0.  È 
questa  la  giustificazione  della  locuzione  usata   dai   geometri  che, 


?^oè,  in  questo  caso  la  curva  incontra  la  rètta  OX  in  due  punti 
^^^^nitamente  vicini  (riuniti  in  Q). 


Vote  ed  Eseroisi. 


^ .  Bioonoscere  (cfr.  la  nota  del  precedente  §)  ohe  se  la    curva  rappre- 
Q^^tante  la  funzione /(j;)  tocca  Tasse 
^'■^.  nel  punto  Q  in  modo  da  attra- 
^^sarlo  (come  è  significato  dalla  fi'  » 

Q^^:^  qui  accanto),  Pascissa  del  punto 
]^     <3  almeno  radice  tripla  delTequa- 
'*  ^ne  f(x)  =  0. 
^^.    Verificare     che    il    polinomio 

^^2ir+  1  acquista  un  valore  mas- 
si 1^ 
*^o  par  «  =  —  V/- 

'^inimo  per  *  =  \/q. 


ed    un    valore 


Capelli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*  ediz. 


40 
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§  lO.o  —  Limite  di  ana  progressione  Infinita  di  punti  analili^^^ 

di  specie  n. 

706.  Sia: 

P' ,  P"  ,  P'"  ,  .  .  .  ,  (^) 


una  progressione  infinita  di  punti  analitici,  di  specie  n,  appart 
nenti  ai  campo  generale  Xj  ,  se,  ,  .  .  .  ,  x^.  Si  dirà  che  essa  ha  p^=r 
limite  un  certo  punto  E,  se  la  distanza  (cfr.  art.  663)  fra  il  pun^^io 
IT  ed  un  punto  qualunque  P^')  della  progressione  ftende  allo  ze^mro 
col  crescere  deirapice  i  airinfinito. 

Cioè,  se  «1^*^  ,  Og^*^  ^  •  •  •  >  «,/*^  ^^^^  ^  valori  di  x^  ,  Xj  ,  .  .  . ,  cacr^ 
che  definiscono  il  punto  P<*^  (le  coordinate  di  Pt*>)  ed  «i ,  a,  ,...,caE.^ 
sono  le  coordinate  di  II,  si  dovrà  avere  : 

limi  (a, ^0  -  a,y  +  (a,(0  -  a^f  +  .  .  .  +  {a^^'i  -  aj^  1=0       C  ^ > 

e  quindi,  a  maggior  ragione,  poiché  i  quadrati  nel  primo  meml>:«*o 
sono  numeri  positivi  : 

lima^^*^  =  otj 

is=30 


lima^<*^=a^. 


Reciprocamente,  se  sono  soddisfatte  le  (3),  sarà  evidentemen '^.^ 
soddisfatta  anche  la  (2),  cioè  il  punto  (oc,  ,  7,  ,  .  .  .  ,  a^)  sarà  il  1^' 
mite  della  (1).  Pertanto  possiamo  anche  dire  che  a ffincJiè  il  pun^^ 
(^1^*^  1  '^2^'^  >  •  •  •  >  '^u^*^^  abbia  per  limite^  col  crescere  di  i  alVinf^' 
nito,  il  punto  (a,  ,  ffg-,  .  .  .  ,  a^^),  è  necessario  e  sufficiente  che  ^^ 
coordinata  a/'^  abbia  per  limite  la  coordinata  a, ,  la  coordinata 
ag^*^  abbia  per  limite  la  a^ ,  ecc. 

707.  Affinchè  una  progressione  infinita  di  punti  analitici  P' ,  P",  --• 
ammetta  un  limite  finito,  è  necessario  e  sufficiente  che^  fissato  ^ 
piacere  il  numero  positivo  £,  esista  un  indice  k  tale  che  la  distan^^ 
fra  il  punto  P^^^  ed  tino  qualunque  dei  successivi  P(*"^*)  ,  P^***"*',-- 
sia  inferiore  ad  e. 

Abbiamo  infatti  dimostrato  testé  che,  affinchè  la  successione  C^^ 
ammetta  un  limite,  è  necessario  e  sufficiente  che  ammetta  un  H- 
mitc  ciascuna  delle  n  progressioni  di  numeri  reali  : 


n  '      a  ''      a  ^" 

"1    >  "1      >   "1      »  •  •  • 

a,'  ,  a,"  ,  a,'''  ,  .  .  .  (4) 


a  '     a  "     a  '" 
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dunque  necessarìo  (art.  586)  che,  scelto  a  piacere  S;  esista  un 
lice  k  tale  da  soddisfare  le  disuguaglianze  : 

la/'')  -  a^^^^^)\  <  -^ 

V» 

lag^*)  -'a2^'*+'*^|  <  -^  ,  ^  =  1,  2,  3, ... 


V 


In 


K(*)-a,^^^'0|<4, 


r  da  queste  disuguaglianze,  sommate  membro  a  membro,  segue 
punto  : 

[a,(^)  _  a/''+'*))«  +  (a,t*)  -  a,(*+''))2  -h  ...  +  (a,/*)  ^  a^/^+^O'  <  e*,    (5) 

►è  che  la  distanza  fra  il  punto  P^''^  ed  uno  qualunque  dei  suc- 
ssivi  è  inferiore  ad  £.  Reciprocamente,  dalla  diseguaglianza  (5) 
?ue  a  maggior  ragione  : 

|a,(*)  -  aj(*+'^)|  <£,...,  la,/'^)  -  a^(''+'^)|  <  e,        per  h=l,  2,  3,... 

quali  ci  dicono  (art.  586)  che  ognuna  delle  progressioni  (4)  am- 
bite un  limite.  L'asserto  resta  così  dimostrato. 

708.  Teorema.  —  Sia  C,  C",  C",  .  .  .  una  progressione  infinita 
campi  analitici  di  specie  n,  ognuno  dei  quali  sia  contenuto  nel 
^cedente.  Supponiamo  inoltre  che^  per  ogni  numero  positivo  e, 
Ma  un  campo  C^*)  tale  che  la  distanza  fra  due  qualunque  dei 
oi  jiunti  »ia  inferiore  ad  e.  Esisterà  allora  un  punto,  unico  e 
i  determinato,  lì  il  quale  godrà  della  proprietà  di  essere  2>unto 
erno,  o  almeno  punto  di  confine,  rispetto  a  ciascuno  degli  infi- 
ci campi  C,  C",  .... 

5i  scelga  infatti,  secondo  una  legge  da  fissarsi  ad  arbitrio,  una 
Dgressione  infinita  di  punti  P',  P",  P'",  .  .  .  contenuti  risp.  nei 
tnpi  C,  C",  C"',  ....  Scelto  a  piacere  un  numero  positivo  e  , 
sterà  fra  i  punti  P',  P",  .  .  .  ,  per  la  seconda  ipotesi  fatta,  un 
nto  P(*)  la  cui  distanza  da  ogni  altro  punto  del  campo  C^*)  sia 
eriore  ad  e.  Sarà  quindi  inferiore  ad  e  la  distanza  fra  Pt*>  ed 
0  qualunque  dei  punti  P^^'+J)  ,  p(*^-2)^  .  .  .  ,  i  quali,  in  virtù  della 
ma  ipotesi,  sono  tutti  contenuti  in  C^*).  La  progressione  P' , 
,  . .  .  ammetterà  dunque  un  limite  II,  il  quale  dimostreremo  ora 
5ere  punto  interno  o  almeno  punto  di  confine  per  uno  qualun- 
e,  p.  es.  C"),  dei  campi  dati. 

A  tale  oggetto  basterà  dimostrare,  che,  fissato  a  piacere  un  nu- 
iro  positivo  5,  esiste  in  C^*^  qualche  punto  la  cui  distanza  da  II 
inferiore  a  5.  In  cff'etto,  poiché  la  progressione  P',  P'',  ...  ha 
r  limite  II,  esiste  un  indice  k^  maggiore  dì  /,  tale  che  il  punto 
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P^*^  disti  da  n  per  meno  di  8  ;  ed,  essendo  fc  >  t,  il  punto  P^*^  U 
parte,  per  la  prima  dello  due  ipotesi,  del  campo  C^*\ 

Vota. 

L*  insieme  dei  punti  della  progressione  P',  P",  P'",  .  .  .  forma  un  campo 
di  specie  n,  i  cui  elementi ,  oltre  ad  essere  ordinati^  cioè  disposti  in  un  or- 
dine di  successione  ben  determinato,  si  fanno  corrispondere  univocamen 
ai  numeri  naturali  1,  2,  8, .  .  .  .  Si  può  però  facilmente  concepire  Tesi 
stenza  di  un  campo  ordinato  per  il  quale  non  sia  possibile  stabilire  un 
cosiffatta  corrispondenza.  In  tal  caso  il  campo  ordinato  non  si  chiame: 
più  progressione^  ma  soltanto  successione  di  punti  di  specie  n.  Il  lettore  ve 


dr&  facilmente  come  si  debba  definire  il  limite  di  una  successione  di  specie 
n,  e  come  i  teoremi  dimostrati  in  questo  §  si  estendano  quasi   immediata — 
mente,  cioè  senza  modificazioni  essenziali  nelle  dimostrazioni,  anche  ai  limiti 
delle  successioni,  di  cui  le  progressioni  non  sono  che  un  caso  particolare. 

§  11.0 —  Oontin aita  delle  fanxioni  di  pi&  Tariablli  reali. 

709.  Sia 

una  funzione  (cfr.  Gap.  IV,  art.  400)  delle  n  variabili  reali  se, 
^2  >  •  •  •  >  ^n  >  ®  ^  ^^  campo,  di  specie  m,  contenuto  nel  campo  g 
nerale  scj  ,  sc^  ,  .  .  .  ,  x,^.  Si  dice  che  la  funzione  y  è  data^   univ 
camente,  nel  campo  C,  quando  per  ogrni  punto  del  campo  C  è  dat 
in  modo  unico  e  ben  determinato,  il  corrispondente  valore  di 

Se  ora  (a^  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a,^)  è  un  punto  situato  nell'interno  (o  ancL 
sul  contorno)  del  campo  C,  si  dice  che  tale  funzione  è  continu 
in  questo  punto  dt  C  se ,  preso  a  .piacere  il  numero  positivo  ^  » 
esiste  un  numero  positivo  t  tale  che  per  ogni  punto  («i ,  «j  ,...,  ac,^  ) 
di  C,  la  cui  distanza  da  («i  ,  «2  ^  •  •  •  ?  ^n)  sia  inferiore  ad  e  ,  ^^  i 
abbia  : 

\f{xi  ,  «2  ,  .  .  .  ,  xj-f^a^  ,  a^  ,  .  .  .  ,  aj  I  <  8. 


710.  Se  la  funzione  y  =  f{x^  ,  X2  ,  .  .  .  ,  x^)  è  data  ed  è  continu 
in  ogni  punto  del  campo  finito  C,    essa    si   mantiene   necessarie 
mente  finita  entro  queste  campo,  semprechè  i  punti  di  confine  di     ^ 
facciano  parte  del  campo  {cioè  siano  anche  punti  di  contorno  di  C?    J^' 

Quando  diciamo  che  una  funzione  si  mantiene  finita  o  resta 
nita  entro  il  campo  C,  intendiamo  significare  resistenza  di  un  n 
mero  positivo  L,  tale  che  il  valore  assoluto    di    qualsiasi   valor:^^ 
preso  dalla  funzione  nel  campo  C  sia  inferiore  ad  L.  0,  in  alt  ^7 
termini  (cfr.  art.  664),  che  il  campo,  di  prima  specie,  costituito  d.2*' 
valori  assunti  dalla  funzione  nel  campo  C,  è  un  campo  finito. 

Per  dimostrare  il  teorema  ora  enunciato,  supporremo,  per  m^" 
glio  fissare  le  idee,  che  il  campo  C  sia  di  seconda  specie.  Imagri- 
niamo  anche  ,  per  rendere  la  dimostrazione  più  intuitiva,   che  i^ 
punto  (a;^  ,  x^)  di  C  sia  rappresentato  da  quel  punto  del  piano  che, 
rispetto  a  certi  due   assi   coordinati  OX,  ,  OX^ ,  ha  per  ascissa  x^ 
e  per  ordinata  x^.  Poiché  il  campo  C  è  finito  ,  esisterà  un  quadrato 
ABCD  nella  cui  area  siano  contenuti  tutti  i  punti  di  C. 
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Dividendo  il  quadrato  in  quattro   parti    mediante   le   parallele 
ondotte  dal  centro  ai  lati,  anche  il  campo  C  si  verrà  a  scindere  in 
uattro  campi  C\  ,  C'g ,  C'3  ,  C'^  con- 
;nati  risp.  nei  quattro  quadrati  più 
iccoli  ;  ed   è    chiaro    che    ammes 
y,  se  è  possibile ,  che   la  funzione 
a?j  y  x^)  non  restasse  finita  nel  cam- 

0  C,  essa  dovrebbe  divenire  inft- 
ita  almeno  in  uno  dei  quattro  nuo- 

1  campi,  p.  es.  in  C  3.  Diviso  ora 
Ilo  stesso  modo  il  quadrato  in  cui 
a-de  C'3  in  quattro  quadrati  più  pic- 
Dli,  anche  il  campo  C'3  si  scinderà 

1  quattro  campi  C'\  ,  C'^  ,  C'^g  ,  C'\  /^^ 

i  uno  almeno  dei  quali,  p.  es.  C'\ , 

i  fanzione  f{x^  ,  x^)  non  resterà  fl- 
it a.  Così  procedendo  si  verrà  a  costruire  una  progressione  infi- 
ita  di  campi  : 

C  ,  C  ,  C"  ,  C"  ,  .  .  .  (1) 


^nuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente  e  tali  che  la  distanza 
ra  due  punti  qualunque  di  C^'^  è  piccola  quanto  si  vuole,  pur- 
ché si  prenda  l'indice  i  abbastanza  grande.  Esisterà  dunque  (ar- 
icelo 708)  un  punto  ben  determinato  P  il  quale  è  punto  interno , 
)  almeno  di  confine,  per  ognuno  dei  campi  (1),  cosicché,  se  a^ ,  a^ 
jono  le  coordinate  di  P ,  la  funzione  f^x^yX^)  è  continua  nel 
punto  («1 ,  aj),  nel  quale  assume  il  valore  f^a^ ,  a^)  rispetto  ad  ognuno 
degl'infiniti  campi  (1). 
Si  avrà  dunque,  purché  si  scelga  l'indice  i  abbastanza'grande, 

per  tutti  i  punti  {x^  ,  x^)  contenuti  in  C*^ ,  giacché  questi  punti , 
per  t  abbastanza  grande,  distano  di  quanto  poco  si  vuole  dal  punto 
(a^  ,  rtj).  Per  tutti  i  punti  di  C^'^  la  funzione  f(xi  ,  ajg)  avrebbe  dun- 
que un  valore  compreso  fra  /"(a^  ,  a^)  +  1  ed  f{a^  ,  a^)  —  1,  cioè  si 
manterrebbe  finita,  contro  quanto  si  ò  ammesso.  Il  teorema  è  dun- 
que dimostrato. 

711.  Per  n=  1  il  teorema  testé  dimostrato  ricade  in  quello  del- 
l'art. 675.  E  la  dimostrazione  di  indole  afi*atto  generale  da  noi  qui 
data  prende  la  forma  semplicissima  della  dimostrazione  data  in 
quell'  articolo. 

Vote. 


1.  La  nozione  di  funzione  dei  punti  di  un  campo  di  specie  n  non  è  che 
un  caso  particolare  della  nozione  di  corrispondenza  fra  i  punti  Cx,  ,  x^  )...,  j-,,) 
di  un  campo  C  di  specie  n  od  i  punti  C^/,  ,  y^  ,  .  •  .  ,  i/,n)  di  un  campo  F  di 
specie  m.  La  corrisponduiiza  sì  dico  Li-univoca  (o  univoca  nel  senno  asso- 
luto della  parola)  quando  ad  ogni  punto  0  corrisponde  un  unico  punto 
di  r  e  reciprocamente.  Se  si  sappia  soltanto,  come   nel   caso   considerato 
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dianzi,  che  ad  ogni  punto  di  C  corrisponda  un  unico  punto  di  F,  la  cor- 
rispondenza si  dirà  univoca  rispetto  al  campo  F. 

2.  Supposto  che  ad  ogni  punto  P  di  G  corrisponda  un  unico  punto  Q 
di  r,  tale  corrispondenza  si  dirà  continua  nel  punto  P  se,  fissato  a  piacere 
il  numero  positivo  o,  esista  un  numero  positivo  e  tale  che  ad  ogni  punto 
di  C  la  cui  distanza  da  P  sia  inferiore  ad  e  corrisponda  un  punto  di  F  la 
cui  distanza  da  Q  sia  inferiore  a  8. 


§  12.0  —  Altri  teoremi  sulle  f arnioni  coniinae 

di  pl&  Tariabili  reali. 


712.  Teorema.  —  Sia  f(Xi  ,  x^  ,  .  .  .  ,  x,»)  una  funzione  data  e 
continua  in  ogni  punto  situato  nelV  interno  o  sul  confine  di  un 
certo  campo  finito  C.  Sia  poi  h  un  certo  numero  ben  determinato, 
tale  che  scelto  a  piacere  il  numero  positivo  e,  esista  nel  campo  C 
almeno  un  punto  (x^  ,  X2 ,  .  .  .  ,  x„)  pel  quale  sia  : 

!f(Xi  ,  Xjj  ,  .  .  .  ,  x,J  -  h|  <  e. 

Esisterà  allora  anche,  entro  il  campo  C,  un  punto    nel  quale   la 
funzione  assume  precisamente  il  valore  h. 

In  altri  termini,  se  il  valore  h  può  essere  avvicinato  indefinita- 
mente mediante  valori  di  f{x^  ,  a?^ ,  .  .  .  ,  x^),  esso  può   anche   es- 
sere raggiunto. 

Diviso  infatti,  precisamente  come  air  art.  710,  il  campo  C  neiJ 
quattro  campi  più  piccoli  G\  ,  C'g  y  C'3  ,  C'^ ,  è  chiaro   che   il   va- 
lore Ti  potrà  essere  avvicinato  indefinitamente  mediante  i   valori 
assunti  da  f{xy^  ,  x^  in  uno  di  questi  campi,  p.  e.  nel  campo  C\'z 
poiché  altrimenti  esso  non  potrebbe  essere  avvicinato   indefinita- 
mente neanche  nel  campo  0.  Diviso  poi  a  sua  volta  il  campo  C— 
nei  quattro  campi  C"j  ,  G'\  ,  C'g  ,  C"^  ,  dovrà  h  essere   avvicina- 
bile indefinitamente  anche  coi  soli  valori  assunti  da  f{x^  ,  x^  in- 
uno  almeno  di  essi,  p.  es.  in  G'\,  Così  procedendo  si  verrà  a  co- 
struire una  progressione  infinita  di   campi   C,  C  ,  C",  C",  .  .  . 
ognuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente  e  tali  che  la  distanze 
fra  due  punti  qualunque  di  C^*^  sia  inferiore  ad  un  numero  fissate-: 
piccolo  a  piacere,  purchò  si   scelga    opportunamente    V  indice   k5 
Siano  «j  ,  ag  le  coordinate  del  punto  P  che  si  trova  (art.  708)  nel 
rintcrno  o  sul  confine  di  ognuno  dei  campi  C,  C,   C'',...«   Poiché 
il  punto  P  è  evidentemente  situato  neirinterno  o  sul  confine  de 
campo  C,  la  funzione  data  avrà  in  esso  un  valore  ben   determi- 
nato /"(rt,  ,  ag),  e  sarà  in  esso  continua.  In  virtù  della  continuità 
si  avrà  dunque  per  ogni  punto  (ccj  ,  x^  di  C^'^,  purché  si  sia  scelte: 
opportunamente  l' indice  i  : 


\f{Xi  ,  X2)  -  A«i  ,  «2)1  <  ^-  (*- 

D'  altra  parte,  poiché  il  valore  h  é  avvicinabile  indefinitament^ 
mediante  i  punti  di  C^'^ ,  esisterà  in  C(*^  un  punto  (g^  ,  j^g)  V^^ 
quale  sia  : 
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e,    siccome  (y^ ,  y^)  appartiene  al  campo  C^^^ ,    si   avrà    al    tempo 
stesso,  per  la  (a)  : 

\f(yi  >y2)-A«i  )  «2)1  <^-  (t) 

^^a^Ue  (3)  e  (7)  segae  ora  manifestamente  : 

Qtx^sta  disugaaglianza,  dovendo  sussistere  per  gli  stessi  valori  di 
^1  >  a^  e  di  ^  comunque  si  scelga  e,  ci  dice  che  il  suo  primo  mem- 
^i"o  è  più  piccolo  di  qualunque  numero  assegnabile.  Esso  è  dun- 
^I^ot  rigorosamente  uguale  a  zero,  cioè  si  ha /^(a,  ,  02)  =  /»:  con  che 
*'^st:a  dimostrato  quanto  si  voleva. 

"^13.  Se  f(Xj  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  x^)  è  una  funzione  data  univocamente  in 
^Q^^^i,  punto  di  un  certo  campo  C,  entro  il  quale  essa  si  mantiene 
^^^^ta^  esiste  un  numero  reale  b  {che  si  chiama  il  limite  superiore 
^e£  i^alori  della  funzione)  il  quale  non  è  superato  da  alcuno  dei 
^^^^ori  assunti  dalla  funzione  nel  campo  C,  ma  può  essere  da  essi 
^^ ^^cinato  a  meno  di  tanto  poco  quanto  si  voglia, 

JK  questa  una  facile  conseguenza  del  teorema  dell'art.  672.  In- 
?^^tii,  Finsieme  dei  valori  assunti  dalla  funzione  data  nei  punti  di 
?Y  costituisce,  per  ipotesi,  un  campo  finito  r  di  prima  specie  ;  per 
J*  C|uale  esisterà  quindi  un  estremo  superiore  h  ed  un  estremo  in- 
rp^*iore  a.  Il  numero  6,  non  essendo  superato  da  alcun  valore  di 
»  sarà  dunque  uguale  0  maggiore  ad  ogni  valore  di  f  in  C  ,  e 
^^ir^  avvicinabile  indefinitamente  dai  punti  di  r,  ossia  appunto  dai 
^^lori  che  f  prende  in  C. 

Similmente  si  vede  che  il  mcmero  a  è  uguale  o  minore  ad  ogni 
^^^^Gre  di  f  in  C,  ma  può  essere  avvicinato  dai  valori  di  f  in  C 
^*  ^^^n,eno  di  tanto  poco  quanto  si  voglia.  Il  numero  a  si  chiamerà, 
^5^€i.logamente  a  6,  il  limite  inferiore  dei  valori  assunti  dalla  f un- 
^'one  f  nel  campo  C. 

'^14.  Teorema.  —  Sia  f(xj  ,  Xg ,  .  .  ,  ,  x^^)  una  funzione  data  uni- 

*^^cament€  e  continua  in  ogni  punto  situato  neWinterno  0  sul  con- 

^^ie   di  un  certo  campo  finito  C.   Esisteranno,   nelV  interno   0   sul 

^^'n./ine  di  C,  un  jtunto  (aj  ,  a^  ,..  .,  a^)  ed  un  2mnto  (3^  ,  Pg  »•••>  ?«) 

^^ii   che  ogni  valore  assunto  dalla  funzione  data  sia  maggiore  od 

^^ale  ad  f(ai  ,  a^  ,..v  ^,t)  ^  minore  od  uguale  ad   f(pj  ,  ^^  ?— >  ?*»)• 

In  altri  termini  :  la  funzione  f  non  solamente   ammette ,    come 

J}.^^    caso  dell'  art.  prec,  un  limite  inferiore  a  ed  un  limite   supe- 

^^fe  6,  ma  questi  valori  a  e  b  possono  anche  essere  effettivamente 

^^^^giunti  dalla  funzione   risp.    nel    punto    ben    determinato   (a,  , 

^»  >  .  .  . ,  aJ  ®  nel  P^nto  (gì  ,  P2  ?  •  •  •  ?  ?n)- 
.  "^er  dimostrare  ciò,  cominciamo  dall'osservare  che  la  funzione  f 

\   txiantiene  (secondo  il  teorema  dell'art.  710)  necessariamente  fi- 

^^t€t  entro  il  campo  C,  inclusovi  il  confine.  Esisteranno   dunque , 

^^**   Tart.  prec,  un  limite  inferiore  a  ed  un  limite  superiore  6,  dei 

^Mori  da  essa  assunti,  i  quali,  potendo  essere  avvicinati  indefini- 

^^ticiente  dai  valori  di  f,  verranno  anche  raggiunti   risp.   in   certi 
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due  punti  («i  ,  «2  >  •  •  •  >  O  ®  (^1  j  ^2  »  •  •  •  >  ^n)  ^ì   ^  >   secondo 
teorema  dell'art.' 7 12,  giacché  la  funzione  f  è  continua  cosi  n- 
rinterno,  come  sul  confine  di  C. 


Vota. 


1.  Tbobemà.  — ^e  f(x,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  x,|)  è  una  funzione  data  univocamente  e  e 
tinua  in  ogni  punto  del  campo  finito  C  {il  cui  confine  faccia  pure  parte 
campo  stesso)^  fissato  a  piacere  il  numero  positivo  8,  esisterà  un  numero  • 
sitivo  e  tale  che  i  valori  assunti  dalla  funzione  in  due  punti  qualunque  di 
distanti  fra  loro  per  meno  di  e,  differiscano  fra  loro  di  una  quantità  in 
riore  in  valore  assoluto  a  8. 

La  dimostrazione  si  può  fare  modificando  opportunamente  il  metodo, 
noi  ormai  giét  più  volto  usato,  di  cui  abbiamo  dato  il  primo  esempio  ne 
dimostrazione  dell'art.  710.  Invece  di  considerare,  come  in  queir  articc 
nel  quadrato  ABGD  i  soli  quattro   quadrati   C'j  ,  C,  ,  C,  ,  C\,   conside 
remo  anche  altri  cinque  quadrati  C\  ,  C'^  ,  C\  ,  Ù^  ,  C\  eguali  fra  loro  e  ^ 

lati  paralleli  ai  primi,  aventi  risp.  i  cec 
nei  punti  designati  nella  figura  qui 
j^  canto  colle  lettere  «5  i  o^  )  o^  ,  o^  ,  o^. 

'  questa  figura   è   messa  in  evidenza, 

me  esempio,  Tarea  del  quadrato  C  ',.  ( 
posto,  supponiamo,  se  è  possibile,  che 
proprietà  da  dimostrarsi  non  abbia  li 
go  per  il  campo  C  e  per  una  certa  qui 
tità  prefissata  S.  É  facile,  allora,  di 
conoscere  che  essa  non  avrà  luogo,  se 
pre  per  la  stessa  quantità  prefissata 
neanche  quando  il  campo  di  variab 
—  tà  del  punto    si  ristringa    ad   uno  ,    < 

^1  portunamente    scelto  ,   dei    nove   can 

C'i  ,  C'j  , .  .  .  ,  C'y,  Infatti,  se  essa  avei 
luogo  per  ognuno  di  essi,  dando  ad  e  risp.  certi  valori  Ej  ,  e,  ,  •  .  .  ,  e^  , 
chiaro  che,  detto  e'  il  più  piccolo  dei  nove  numeri  e,  ,  e^  ,  .  .  .  ,  Sg  ,  d 
punti  di  C  distanti  per  meno  di  e'  cadrebbero  simultaneamente  almeno 
uno  dei  nove  quadrati  C\  ,  C'g  ,  .  .  .  ,  C'j,  ;  cosicché  la  differenza  dei  vai 
assunti  in  essi  da  /  esser  dovrebbe,  in  valere  assoluto,  inferiore  a  ò,  c< 
tro  il  supposto. 

Detto  ora  C  uno  dei  nove  campi  C'j ,  . . .  ,  0'^  formati  risp.  dai  punti  d 
che  si  trovano  nei  nove  quadrati  C,  ,  .  .  . ,  C'^ ,  per  il  quale  non  sussis 
sempre  rispetto  al  numero  prefissato  0,  la  proprietà  da  dimostrarsi,  si  c( 

sidereranno  anche  per  C,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  per  C,  i  ne 
quadrati  C",  ,  C"^  j  •  .  •  j  C^  per  uno  almeno  dei  quali,  p.  es.  per  C",  n 
sussisterà,  per  la  differenza  8,  la  proprietà  da  dimostrarsi.  tSi  verrà  di 
que,  cosi  procedendo,  a  costruire  la  progressione  infinita  di  campi  : 


,    Ly     ,    Vj*      ,   V^        ,    .   .  , 

ognuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente,  con  area  tendente  a  ze 
tali  che  in  uno  qualunque  di  essi  si  possono  sempre  trovare  due  pun 
distanti  fra  loro  di  tanto  poco  quanto  si  vuole,  per  i  quali  i  corrisp( 
denti  valori  di  /  non  differiscono  di  una  quantità  inferiore  in  valore 
soluto  a  8.  Ma  ciò  ò  manifestamente  in  contraddizione  colPipotesi  che 
sia  continua  nel  punto  P,  di  cui  si  ò  dimostrata  V  esistenza  (art.  7C 
che  si  trova  neir  interno  o  sul   confine    di    ognuno    degli    infiniti    cao 

C  ,  G  ,  G    ,  .  •  .  . 


CAPITOLO  IX. 

PROPRIETÀ   GENERALI   DELLE   EQUAZIONI 
A   COEFFICIENTI   REALI. 


§  1.0  —  Osservazioni  preliminari. 

"715.  In  questo  e  nel  seguente  capitolo  ci  occuperemo  special- 
^*^^nte  di  funzioni  razionali  intere  a  coefficienti  reali  e  dei  valori 
*^he   esso  assumono  per  valori   reali  della  variabile. 

-Oata  una  funzione  intera  f{x)  della  variabile  x  di  un  certo 
^>^ndo  n,  essa  può  anche  non  essere  compieta,  cioè  può  mancare 
^i  alcuni  termini;  in  particolare  potn\  mancare  dell'ultimo  termine 
^  elei  due  ultimi,  ecc.  riuscendo  cosi  divisibile  esattamente  per 
^  >  ce*,  ecc.  Sia  in  generale  Ap'X^(p^O)  il  termine  di  grado  più 
t>^8so  ed  A^o?'*  quello  di  grado  più  alto,  cosicché  sarà: 

fix)  =  Apx'*  -\-  Ap^.x^'"'  +  .  .  .  +  A,,x\  (1) 

I^er  le  cose  già  dimostrate  è  facile  di  riconoscere  che  : 

^       1)  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  {positivi   o   negativi) 

^*    X  i/  segno  di  f(xj  coincide  col  segno  del  termine  di  grado  più 

^^sso  ApX"; 

.       2)  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  (positivi    o    negativi) 

'    X  il  segno  di  f(x)  coincide  col  segno  del  suo    termine    di  più 

^^ita  grado  A„x'*. 

"^  16.  Scrivendo  infatti  la  (1)  come  segue  : 

f{x)  =  xP[A^  +  Ap^^x  +  Ap^^x^  f  .  .  .] ,  (2) 

^Serviamo  (cfr.  art.  680)  che,  prendendo  x  abbastanza  piccolo,  il 
*^*ore  assoluto  di 

Ap^^X  -f  Ap^2'^'  -j-  .  .  . 
Sì 

.   Pnò  rendere  piccolo  a  piacere  ed  in  particolare  si  può  rendere 
1^^^   piccolo  del  valore  assoluto  di  Ap  ;  onde  per  questi  valori  ab- 
^^tanza  piccoli  di  x  il  segno  della  somma  : 

Ap  +  L^p»-!^'  +  Ap^gX-  +  .  .  .] 

spenderà  dal  segno  della  prima  parte  Ap  il  cui  valore   assolai 
Pi'evale  sul  valore  assoluto    delia    seconda.    Dunaue    nelT  espre 


uto 
que    neii'  espres- 

Capkllt.  —  iMtiluzioni  di  analisi  algebrica,  B.**  ediz.  47 
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siouc  (2)  di  f{x)  il  se^no  del  fattoro  fra  parentesi  coinoiderà  col 
segno  di  Ap ,  epperò  il  segno  di  f{x)  coinciderà  appunto  col  segno 
di  x^'Ap, 

717.  Per  dimostrare  la  seconda  asserzione,   si   osservi    che      la 
funzione  : 

r(x)  =  A„a:'*  +  A„_ia;*-i  +  A^^^x'^'^-  f  .  .  . 
yi  può  anche  scrivere  : 

f(x)  ---  a=».JA„  +  A,^,(^)  +  A,._,(^)' +  . . .}. 

Ciò  posto,  poiché,  crescendo  sempre  più  il  valore  «assoluto  di  ^i 

il  valore  di  (     J  diviene  sempre  più  piccolo,  è  chiaro,  per  la  ^i" 

mostrazionc  stessa  di  poco  fa,  che,  per  valori  abbastanza  piccoli 

di  (  -  V  cioè  per  valori  abbastanza  grandi  di  x,  il  segno    dell'  «" 

spressionc  fra  parentesi  coinciderà  col  segno  di  A„.  E  quindi  ^^ 
segno  di  fix)  coinciderà  per  valori  abbastanza  grandi  di  x  ^^^ 
segno  di  x'*A„ ,  e.  d.  d. 

718.  Ua^ equazione  algebrica  di  grado  dispari  ammette   semp  ^^ 
almeno  una  radice  reale, 

È  questo  un  corollario  della  seconda  parte  dell' enunciato  d^^' 
l'art.  715.  Infatti,  se  il  grado  n  dclTequazione  : 

f  x)  =  a^^x"  +  a^x""^  -{-...+«;,=  0 

è  dispari,  il  sogno  di  f(x)  per  un  valore  negativo  abbastan  -^'^ 
grande,  —A,  di  et*  coinciderà  col  sogno  di  a^/— A)",  cioè  col  se^«  '^^\ 
di  -  a^f  nel  mentre  che  per  un  valore  positivo  abbastanza  graU"^- 
B  coinciderà  col  segno  di  (((^W^cìoò  col  segno  di  «„.  La  funzio  ^^^ 
f{x)  assumerà  dunque  segni  opposti  per  ce  =  —  A  e  per  a;  =  B;  oi"»^-^ 
fra  —  A  e  B  dovrà  trovarsi  (art.  682;  almeno  una  radice  di  fi^x)=^==^ 

719.  Se  V  equazione  : 

f(x)  =  a^x'*  -V  a,x'*"^  4-  .  .  .  +  a^  =  0 

non  ha  radici  reali. 

1«)  il  grado  di  f<x)  sarà  un  numero  }jari\ 

2o)  la  funzione  f{x)  conserverà  sempre  lo  stesso  segno  qualti  ^ 
que  sia  il  valore  r/i  x  ; 

3*5)  //  segno  costante  di  f(x)  coinciderà  col  segno  del  suo  pri^^^ 
coefficiente  ìx^y 

La  prima  proprietà  è  un  corollario  immediato  dell'art,  prec.  J^ 
seconda  è  un  corollario  del  pari  ovvio  delTart.  682.  Quanto  alla  ìQf^ 
proprietà,  essa  si  dimostra  osservando  che  per  un  valore  positi  "^  . 
abbastanza  grande  di  x  il  segno  di  f{x)  coincide  appunto  (art.  IX^' 
col  segno  di  a^. 
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Eserolsi. 

ate  le  funzioni  : 

-  ;k7  +  8x*  +  Sx*  -f-  10  ,  -  x'  +  Sa;»  -  Sx* 
1*  +  lOa?»- 100  ,  «•  +  lOr* 
^rminare  i  sogni  dei  valori  che  esse  assumono  por 

a?=4Q0    ,*  =  —  00    ,jy  =  £,ar=:  —  £ 
Mido  s  una  quantità  positiva  piccolissima. 


.0— Parità  o  disparità  del  namero  di  radici  di  uii*eqaaxioiie 

comprese  fra  dae  numeri  dati. 

20.  Dati  a  piacere  due  numeri  reali  a  e  ^  (a  <  g),  ci  propo- 
ino  di  dimostrare  che:  il  numero  delle  radici  reali  delV  equa- 
ne  a  coefflcienti  reali  f(x)  =  0,  che  si  trovano  comprese  in  va- 
5  algebrico  fra  a  e  %,  è  pari  se  f(a)  ed  f(-^)  hanno  lo  stesso  se* 
)  ed  è  invece  dispari  se  f(ff)  ed  f(P)  hanno  segno  contrario, 
Uano  infatti  a*!  ,  sc^ , .  .  .  ,  cCp  tutto  le  radici  reali  deirequazione: 

f{x)  =  a^a?"  -f  a^x'""^  +  .  .  .  +  a^  =  0  (1) 

itate  ciascuna  anche  più  volte  a  seconda  del  suo  grado  di  mul- 
icità.  Si  avrà  identicamente  (art.  493),  qualunque,  cioè,  sia  il 
ore  di  a;; 

f{x)  =  (x  -  .Tj)(aj  -  Xg)  .  .  .  (aj  -  ajp)  •  9(0;) 

endo  (p(x)  una  funziono  razionale  intera  di  x ,  con  coeflpcienti 
lì,  del  grado  n-jp,  che  non  è  annullata  da  alcun  valore  reale  di  x, 
>a  questa  identità,  sostituendo  in  essa  in  luogo  di  x  una  volta 
'alore  a  ed  una  volta  il  valore  p,  segue  : 

fia)  =  (a  -  JCi)(a  -  x^)  ...  (a  -  cCp)(p(a) 
f{a)  _  a  -  ac,   a  —  scg        a  —  x 


>ìide 


m      p-a^i    ?-«:/      p-a?^ 


^•P,  (2) 


'c  P  =  A_i  è  una  quantità  positiva,  giacché,  se  ^(a)  e  c(?)  fos- 

o  di  segno  contrario,  dovrebbe  fra  </  e  ^  essere  compresa  al- 
no una  radice  deiTequazione  9(0?)  =0;  che  invece  non  ne  può 
-re  affatto,  come  già  si  è  notato. 

Considerando  la  i*""  frazione:  r -',  è  ora  facile  di  riconoscere 

'  essa  avrà  valore  negativo  se  la  radice  x^  è  compresa  fra  a 
*  e  positivo  in  caso  contrario.  Infatti,  se  a  <  ac,  <  J;,  sarà  a  —  ac^ 


negativo  e  3  —  x^  positivo,  onde  la  frazione  sarà  negativa.  Se  in- 
vece si  abbia  a  <  p  <  a?,-  ovvero  x^  <  a  <  g,  le  differenze  a  -  ac,- 
p  —  Xj  saranno  entrambe  negative  ovvero  entrambe  positive,  ond( 
il  loro  quoziente  sarà  positivo.  Concludiamo  che  delle  p  frazioni 

OL  —  X- 

^ ve  ne  sono  tante  di  negative  quante  sono   le  radici  realE    WW 

P  -  ^i 

di  f{x)  -0  comprese  fra  (a)  e    (^);    le    altre    son    tutte    positive*  ^3e. 

Perciò  il  secondo  membro  della  (2)  sarà  evidentemente   positivoc:^  'o 

0  negativo  sccondocliè  il  numero  di  tali  radici  comprese  fra  a  e  ^J       P 

sia  pari  ovvero  dispari.  Ma,  se  il  secondo  membro  è  positivo,   i  Mr     il 

primo  membro  -^rr-  dev'essere  pure  positivo,  cioè  /(a)  ed  f{^)  d  -tjdi 

segno  eguale,  e  se  il  secondo  membro  è  negativo,  dev'essere  ne  ^^^  e- 

f{a)  _ 

gativo  —rr ,  cioè  /(«)  ed  /(g)  di  segno  contrario.   Resta  così  di-  -«:    i- 

mostrato  quanto  si  voleva. 

721.  In  particolare,  si  potrà  sempre  decidere,  per  mezzo  de^^s^^I 
teorema  dimostrato,  se  Tequazione  f(jx)  =  0  abbia  un  numero  pai-^  ^ 
ovvero  dispari  di  radici  positive.  Supponiamo  per  semplicità  eh*'  ^^^ 
l'ultimo  coefficiente  a,^  di  f{x)  sia  diverso  da  zero  (giacché  ne^— ^^^ 
caso  di  a,j  =  0  Tequazione  f{x)  -  0  si  dividerebbe  esattamente  per  ^^^ 
x  e  basterebbe  quindi  considerare  un'equazione  di  grado  n  — 1^    -)• 

Prendendo  a  =  0  si  trova  f(p)  =  a„,  e  prendendo  p  =  +  co  (cio^  ^^^ 
un  numero  positivo  abbastanza  grande,  cosicché  fra  a  e  p  sian» 
comprese  tutte  le  radici  positive  di  f{x)  =  0)   sappiamo  per  il  f 
prec.  che  il  segno  di  f{^)  coincide  con  quello  del  primo  termina 
a^P**,  cioè  con  quello  di  «^ ,  essendo  p**  positivo. 

Dunque  le  radici  positive  di  f(x)  =  0  sono  in  numero  pari  o  dB 
f(pari*secondochè  i  coefficienti  estremi  Hq  ed  a^  sono  di  segno  egual-^^^^^ 
ovvero  di  segno  contrario. 


0 

§ 

e 


722.  In  modo  affatto  simile  si  potrà  procedere  per  decidere  s^  -^^se 
sia  pari  o  dispari  il  numero  delle  radici  negative,  sostituendo  ciò»  ^^^^^^ 
X  —  0  ed  a?  =  —  00 .  Ma,  più  semplicemente,  potrà  bastare  1'  ossen^^  *^* 
vazione  che  la  differenza,  n  -  p,  fra  il  grado  dell'equazione /(«)=»  ==0 
e  il  numero  delle  sue  radici  reali  è  sempre  un  numero  pari,  po^ 
che  questa  differenisa  è  il  grado  dell'  equazione  o{x)  =  0  che  ne 
ammetteva  radici  reali  (cfr.  art.  719),  onde  il  numero  delle  radii 
reali  sarà  pari  o  dispari  secondochè  sia  pari  o  dispari  il  gn 
dell'equazione.  Quindi,  se  V equazione  è  di  grado  pari,  le  radici  pi 
sitive  0  negative  saranno  entrambe  in  numero  pari  ovvero  entram 
in  numero  dispari.  Se  invece  Inequazione  è  di  grado  disparisse 
numero  delle  radici  positive  è  pariy  quello  delle  negative  sarà  f  -  li- 
spari  e  viceversa. 
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Vote  ed  Esercisi. 


1.  Verificare  colla  sostituzione  di  a?  = -*- x  ed  .v=:  — x  che  il  numero 
delle  radici  reali  di  un'equazione  a  coefficienti  reali  è  pari  o  dispari  se- 
oc^ndochò  è  pari  o  dispari  il  grado  delTequazione. 

2.  Dimostrare  che  l'equazione  3a;*—  3a?*-H  8a?  — 2  =  0  ha  un  numero  dispari 
€ii  radici  positive,  le  quali  sono  tutte  più  piccole  dell'unità. 

3.  Dimostrare  che  se  la  funzione  razionale  intera  f(,x)  conserva  sempre  lo 
»  tesso  segno  qualunque  sia  il  valore  di  x,  dev*  essere  identicamente  : 

f(x)  =  [9(x)]«.<{,(x) 

^j9sendo  9(x)  e  '{^x)  due  funzioni  razionali  intere^  delle  quali  la  seconda  è  tale 
c/te  Inequazione  ^x)  =  0  non  ammetta  alcuna  radice  reale. 

4.  L'  equazione  : 

9  a  Q 

--^—4-,--'       +...+r— ^^  =  1,  (1) 

A  —  a,       A  —  Og  A  —  a,^ 

crlie,  fatti  sparire  i  denominatori  prende  la  forma  di  un'equazione  ordina- 
ria del  grado  n  in  X,  ha  tutte  le  sue  radici  reali  qualunque  siano  i  valori 

roali  che  si  attribuiscano  alle  ^i  )  ^^  >  •  *  *  >  ^n  ^^  ^^^^  <*i  «  ^2  >  •  •  •  >  ^n* 
Posto  per  brevità  : 

(X  -  a,)(k  -  a,) ...  (À  -  a„)\  1  --^ . . .  _^3iL_U4,(X) 

l         A  —  «1  A  —  a^j 

e    supposto,  come  è  sempre  lecito  : 

rtj  <  a^  <  «3  <  .  . .  <  ^„_i  <  ci,i  ) 
«i  dimostrerà  l'asserto  verificando  che  le  quantità: 

Sono  risp.  dei  segni  : 

(-  D" ,  (-  ly-» ,  (- 1)»-» , . . . ,  (- 1)» ,  (- 1) ,  +. 

Dette  Xj  I  A,  ,  .  .  .  ,  Xn  le  n  radici  di  (1)  scritte  nell'  ordine  di  grandezza 
^^gebrica  crescente,  si  avrà  quindi  : 

ttj  <  )|  <  ag  <  Xg  <  ^3  .  . .  <  X,,_i  <  ct^  <  X„. 

5.  Come  ad  ogni  «istema  di  valori  reali  delle  ar,  ,  a*,  , .  .  .  ,  .r,^  corrispon- 
*^o»  tenendo  costanti  in  (1)  le  a,  ,  a.^  ,  .  .  .  ,  a,^ ,  un  unico  sistema  di  valori 
^eali  delle  radici  Xj  ,  X,  ,  .  .  .  ,  X^  ,  cosi,  reciprocamente,  ad  ogni  sistema  di 
Calori  reali  delle  X^  ,  Xj  ,...,  X^  corrispondo  un  unico  sistema  .Tj*  ,  a\^  ,...,  x,^^. 

^er  dimostrare  ciò  si  ponga  : 

(X  -  aj)(X  -  a,)  ...  (X  -  aj  -^  /'(X)  (2) 

^  ^i  faccia  vedere  che  : 
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6.  I  teoremi  precedenti  hanno  molta  importanza  in  quanto  servono  ( 
base  alla  teoria  delle  coordinate  ellittiche. 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  n  =  B,  cioè  consideriamo  Pordinario  spi 
xio  a  tre  dimensioni,  e  siano  a;,  y,  z  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  o] 
togonali  di  un  suo  punto  qualunque.  Si  chiamano  coordinate  ellittiche  d( 
punto  {Xy  y,  x)  le  tre  radici  Xj  ,  Xj  ,  X3  dell'  equazione  : 

oc         1J  z 

X— a     l-h      X  -f  e  ^ 

Ogni  punto  {x^  y,  %)  viene  cosi  a  considerarsi  come  l'intersezione  di  ti 
superficie  di  2<^  ordine  le  cui  equazioni  si  ottengono  dalle  (4)  ponendo  ris 
per  X  una  volta  X^ ,  una  volta  X^  0  finalmente  X3.  Supposto  : 

a  <  X3  <  6  <  X2  <  e  <  Xi , 

la  prima  di  queste  superficie  è  un  ellissoide,  la  seconda  un  iperboloide 
una  falda,  la  terza  un  iperboloide  a  due  falde. 

È  importante  di  notare  che  tutto  le  superficie,  rappresentate  dalTeqa 
zione  (4)  variando  comunque  il  valore  del  parametro  X,  sono  omofocali  (eia 
hanno  gli  stessi  fi  fuochi),  e  che  por  ogni  punto  dello  spazio  ne  passar 
soltanto  tre»,  appartenenti  alle  tre  diverso  specie  sopra  indicate,  le  qu'" 
in  esso  punto  si  tagliano  ad  angolo  retto. 


ai 


§  3.0  — Segni  di  f(x)  e  di  f\x)  In  prossimità  delie  radici 

di  /"(»)  =  0.  Conseguenze   diverse. 

723.  Sia  a  una  radice  reale  dell'  equazione  a  coefficienti  rea 
f{x)  =  0.  Chiameremo  valori  dì  x  antecedenti  ad  a  tutti  i  vaio 
di  X  che  sono  algebricamente  minori  di  a  e  ne  differiscono  di  un 
quantità  piccolissima  (*)  ;  e  similmente  chiameremo  valori  di 
susseguenti  ad  a  quei  valori  di  x  che  differiscono  da  a  di  un 
quantitìi  piccolissima  e  sono  algebricamente  maggiori  di  a.  Ind 
cando  quindi  con  k  una  quantità  positiva  abbastanza  piccola, 
chiaro  che  i  valori  di  x  antecedenti  ad  a  saranno  dati  da  as=a- 
e  quelli  susseguenti  da  x-7.-\^k. 

Ovvero  anche,  più  semplicemente,  detta  h  una  quantità  positiv 
o  negativa  abbastanza  piccola  in  valore  assoluto,  i  valori  di  x  i 
diacenti  ad  n  saranno  rappresentati  da  5c  =  a^7i,  e  saranno  ant( 
cedenti  o  susseguenti  ad  a  a  seconda  che  h  sia  negativo  o  positive 

724.  Ciò  premesso,  ci  proponiamo  di  dimostrare  che,  se  ol  è  um 
radice  reale  dell'  equazione  f(x)  =  0,  le  due  funèioni  f(x)  ed  r(x 
hanno  valori  di  segni  opposti  per  i  valori  di  x  antecedenti  ad  0 
ed  hanno  invece  segni  uguali  per  i  valori  di  x  susseguenti  ad  a 

Ciò  equivale  a   dire  che   il    quoto  ^— -    ha  valore  negativo  pc 

X  antecedente  ad  a  e  valore  positivo  per  x  susseguente  ad  a.  Ve 


(*)  11  grado  di  piccolezza  non  si  fitabilisce  a  priori;  è  necessario  anz 
che  resti  indeterminato,  per  poter  prendere  a  seconda  dei  casi  una  picce 
lezza  sempre  maggiore  purché  diversa  da  zero. 
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dreino  poi  che  per  x  =  a  esso  ha  sempre  il  valore  zero ,  il  che 
è  ^ià  manifesto  quando  a  sia  radice  semplice,  poiché  in  tal  caso 
si   ha  Aa)  =  0  ed  f{(i)^0. 

Tutto  si  riduce  dunque  a  dimostrare  che,  per  h  abbastanza  pic- 

fiOL  4-  h) 

colo  in  valore  assoluto,  il  valore  di  -— —  è  negativo,  nullo   o 

positivo  secondochè  è  negativo,  nullo  o  positivo  il  valore  di  h. 

725.  Per  dimostrare  ciò  osserviamo  che  si  ha  per  lo   sviluppo 
ài   Tavlor: 

V 

r(«  +  ft) _ _ __u_       [2   ^-"  „. 

Indichiamo  poi  con  X  il  grado  di  multiplicità  della  radice  a 
(cosicché  si  avrà  almeno  X=  1,  nel  caso  cioè  in  cui  a  sia  soltanto 
^^^a  radice  semplice),  e  ricordiamo  (art.  698)  che  in  tale  supposto 
si    ha: 

A«)-0  ,  f  (a)=0  ,  r'(a)=0  ,  .  .  . ,  r-'KoL)^  0  ,  f^''K<^)^0. 

I^a  (1)  si  riduce  così  alla  formola  seguente: 


,^A«),,u./:!!:^) 


+  /i^+i  '-— — ^'-  H- , . . 


'À     ■  "      U  +  1 


A^  +  ^)  ^  «-- ■--      ■  (2) 

Ciò  posto,  il  numeratore  del  secondo  membro  è  una  funzione 
^^  tera  di  h  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  della  stessa  h. 
-^or  conseguenza,  per  valori  abbastanza  piccoli  di  h,  il  segno  di 
Questo  numeratore  coinciderà  col  segno  del    suo    primo    termine 

'*     —:f-f  (art.  715;.  Lo  stesso  dicasi  pel  denominatore,  il  cui  segno, 

per  h  abbastanza  piccolo,  coinciderà  col  segno  di  h""^- -. 

Da  ciò  si  conclude  che  il  segno  del  quoziente  che  sta  nel  2^^  mem- 
bro della  (2)  coinciderà,  per  h  abbastanza  piccolo,  col  segno  del 
quoziente  di  questi  due  primi  termini  : 

[\  h 

X-1 


^'oè  col  segno  di  A,  essendo  X  un  numero  positivo. 
^^  quoziente   i^ --;  è  dunque  dello  stesso  segno  di  /i,  e.  d.  d. 
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72G.  La  forinola  (2)  si  può  semplificare  dividendo  numerato  ^mr^^. 
e  denominatore  del  secondo  membro  per  h^'^»  Con  ciò  essa  pren«z3.cì 
la  forma  : 


■\  h\  ...  I 


A  —  1 

dalla  quale,  facendo  Ji  =  0,  si  trae  : 

come  dovevamo  dimostrare  a  complemento  del  teorema. 


7'i 


727.  Teorema  1.'>  —  Fra  due  radici  reali  consecutive  di  iin^eq^ 
zinne  a  coefficienti  reali  è  sempre  compreso  (*)  un  numero  disp 
di  radici  della  sua  prima  derivata^  e  quindi  almeno  una. 

Sieno  infatti  a  e  p  («<?)  due  radici  reali  consecutive  dì  f[x)==^^^ 
tali  cioè  che  fra  a  e  (3  non  sia  compresa  alcun'altra  radice  ren»- ^^ 
di  questa  equazione.  Detta  h  una  quantità  positiva  abbastanza  pi  ^' 

f(OL  i-  h)  1 

cola,  il  rapporto      ~ ha  segno  positivo,  giusta  il  teorema  d^^*' 

V  art.  724;   nel    mentre   che    il    rapporto   — — --  avrà  invece  ^  ^" 

gno  negativo.  D'altra  parte,  poiché  fra  a  e  p,  e  quindi  anche  f^'Mj^^ 
a  +  h  e  ?  - //,  non  cade  alcuna  radice  di  f{x)=0^  sostituendo  ^^^ 
f{x)y  in  luogo  di  Xy  i  due  valori  a  -f  /i  e  g  —  /t,  si  devono  ave?  ^'*^* 
risultati  dello  stesso  segno  (art.  720),  cioè  f{a  +  h)  e  f(?-'h)  d.    '*' 


ci 
lo 

stesso  teorema  dell'art.  720,  che  fra  a-f/i  e  g— /i  o,  che  è  lo  stes^  ^' 
fra  OL  e  'f,  essendo  h  piccolo  a  piacere,  è  compreso  un  numero  c^^' 
spari  di  radici  di  f\x)  =  0,  e.  d.  d. 


vono  avere  segno  eguale.  Ma  i  rapporti  ^, —  ed  — ^; — —  h 

no  segno  opposto  ;  quindi  è  chiaro  che  i  denominatori  À^+^) 
f\^  —  h)  esser  devono  di  sogno  contrario.  E  di  qui  segue,  per 


728.  Teorema  2."  (**)  — Dw6  radici  reali  consecutive  delia  priiw^^ 
derivata  di  un'  equazioìie  a  coefficuinti  reali  o  non  comprendere^ 
nessuna  radice  reale  della  proposta  o  ne  comprendono  una  so  ^ ^^ 
radice  semplice, 

Sieno  intatti  a'  e  ^'  due  radici  consecutive  della  prima  deriva  ^^ 
e  sui)poniamo,  se  è  possibile,  clic  esse  comprendano  due  radi  ^^^ 
distinte  a  e  fi  della  proposta.  Pel  teoroma  precedente  fra  a  e  i' 
dovrebbe  essere  eonipreso  almeno  una  radice  7'  della  prima  d  ^-^' 
rivata.  ]\Ia  .-ìllnra  7',  essendo  compresa  fra  a  e  J,  sarebbe   ancl"**^ 


I  •  I 


Dicciuìo  riidi(?i  comprese  fra  duo  limiti    a    &    h    s'intendono    esci  e»  ^"^ 
(juclle  che  jxm*  avventura  coincidessero  con  a  o  con  h. 
(■^'*j  Conosciuto  col  uomo  di  teorema  di  liolle. 
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4 

ipresa  fra  a'  e  g',  cioè  le  due  radici  a'  e  p'  della  prima  deri- 
a  non  sarebbero  più  consecative  contrariamente  al  supposto  ; 
eanche  è  possibile  che  fra  a'  e  ^'  sia  compresa  per  es.  una 
ice  doppia  a  della  proposta,  perchè  se  a  è  radice  doppia  della 
posta,  essa  è  radice  semplice  della  prima  derivata  ;  onde  anche 
innesto  caso  a'  e  P'  non  sarebbero  più  consecutive,  perchè  com- 
nderebbero  un'altra  radice  d  della  prima  derivata.  Il  teorema 
osi  dimostrato. 

29.  Teorema  3.®  —  Se  X  è  il  numero  delle  radici  reali  della 
ma  derivatay  il  numero  delle  radici  reali  della  proposta  noìi 
►  superare  X  +  1. 

»iano  infatti  a',  f,  7',  .  .  .  ,  6'  le  X  radici  reali  della  prima  de- 
ità scritte  ncirordine  stesso  del  loro  valore  algebrico  crescente, 
onsideriamo  la  successione  di  valori  crescenti  : 

-  00  ,  a'  ,  ^'  ,  TfS  .  .  .  ,  5' ,  +  « .  (3) 

)on  ragionamento  affatto  analogo  a  quello  dell'art,  prec.  si  ri- 

loscerà  che  fra  -  00   ed  a'  è  compresa  al  più  una  sola  radice 

l'equazione  proposta.  Pel  teorema  poi  dell'art,  prec.  sappiamo 

j  fra  a'  e  ^',  come  pure  fra  p'  e  7',  ecc.,  cade  al  più  una  sola 

lice  della  proposta.  E  finalmente  si  riconoscerà  che  fra  6'  e  +00 

le  pure  al  più  una  sola  radice  reale  della  proposta. 

u  tal  modo  l'intero  campo  da  -00   a  n- 00   resta  diviso  in  X'-l-l 

Brvalli,  in  ciascuno  dei  quali  cade  al  più  una  sola  radice  della 

sposta. 

Lia  proposta  non  potrà  dunque  avere  più  di  X  -f  1  radici  reali, 

a.  d. 

'30.  Nella  dimostrazione  ora  data  si  è  supposto  implicitamente 
5  l'equazione  proposta  avesse  le  sue  radici  reali  tutte  distinte, 
licchè  nessuna  di  esse  si  trovasse  a  coincidere  con  una  delle  (3). 
teorema  3°  però  vale  incondizionatamente,  semprechè  le  radici 
ili  della  proposta  o  della  derivata  si  contino  col  loro  grado  di 
Itiplicità. 

?Gr  convincersi  di  ciò  basterà  riflettere  che,  se  siano  p.  es.  a, 
e  tre  radici  consecutive  (a  <  6  <  e)  distinte  della  prima  derivata 
^  sia  radice  multipla  di  grado  X  della  proposta  : 

lo)  nessuna  delle  altre  due  radici  a,  e  può  essere  anche  ra- 
-e  della  proposta  ; 

20)  nell'intervallo  fra  a  e  ò,  e  cosi  pure   nel!' intervallo   fra 
s  e,  non  cade  in  questo  caso  alcuna  radice  della  proposta  ; 

30)  la  6  è  multipla  (art.  699)  di  grado  X  -  1  per  la  prima  de- 
^ata. 

"731.  Teorema  4.°  —  Se  \k  è  il  numero  delle  radici  reali  di  una 
^azione,  la  sua  k*"**  derivata  avrà  almeno  |jl  —  k  radici  reali. 
Infatti,  se  f^^^{x)  =  0  avesse  {k  —  k  —  h  radici  reali,  f^^~'^^(x)  ne 
l'ebbe  ,  pel  teorema  3°  ,  al  più  |x  -  A:  —  /i  -f- 1 ,  f^^~^^(x)  al  più 
^  fc  —  ^  +  2  e  così  via  finché  si  concluderebbe  che  la  proposta 
^)  =  0  ne  avrebbe  al  più  [jl  —  fc  —  /i  +  k,  cioè  j/.  —  h  contro  il  sup- 
sto. 

Qapkli.1. -- Istituzioni  di  analiai   algebrica,  3."    cdiz.  48 
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732.  Corollario.  —  Se  un'equazione  ha  tutte  le  9ue  radici  re* 
li  (*),  anche  le  sue  derivate,  di  tutti  gli  ordini^  avranno  tutte  le 

loro  radici  reali. 

Invero,  se  V  equazione  f(x)  =  0,  di  grado  n,  ha  tutte  le  radi  -ci 
reali,  la  derivata  /'^*>(a;)=0  ne  avrà,  pel  teorema  4<>,  almeno  «-  k. 
Ma  n—k  è  appunto  il  grado  dell'equazione  /'(*^(a?)=0;  quindi,  ec^^c. 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Se  l'equazione  del  terzo  grado,  a  radici  distinte: 

ha  tre  radici  reali,  e  si  indichi  con  8  il  numero  delle  sae  radici  positi^ 
si  ha: 

r>0  f  q>0  ^  p  >0 

r>0fq>0yp<0    e  per    r  >  0  ,  g^  <  0 

r  <0 ,  q  >0  f  p>  0         »         r  <0  j  q  <0 

r<0,q>0,p<0. 


Ò-O 

per 

0  =  2 

» 

5  =  1 

» 

5  =  3 

» 

n 
io 


Per  dimostrare  ciò  si  comincierà  dall' osservare  che  8  è  pari  o  dispi 
secondochè  sia  (art.  721)  r  >  0  ovvero  r  <  0.  Si  completerà  poi  il  crite 
osservando  che  la  derivata:  8x*  +  2px  +  q  =  0  ha  pure  le  radici  reali,  cr^o- 
sicchè  dai  segni  di  quest'ultime  si  argomenteranno  facilmente  (cfr.  art.  7<^3^) 
i  segni  delle  radici  della  primitiva. 

2.  Mostrare  come  si  determini  il  numero  delle  radici  reali  di  un^  eqc^v^* 
zione  conoscendo  i  valori  delle  radici  reali  della  derivata. 

3.  Dimostrare  che  se  :  (n  —  l)ft*  <  2nac  ,  l'equazione  a  coefficienti   re-^^^^ 
art"  -r  bx^^^  -f  rx**"*  .  ,  ,  =  0  non  ha  più  di  »  --  2  radici  reali. 

Si  applichi  il  teorema  4". 

4.  Se  {X  è  il  numero  dello  radici  reali  multiple  di  un'equazione  (cont^^*^^^ 
ciascuna  una  volta  sola)  e  X  il  numero  delle   radici    reali    distinte    de    '~^1* 

—  ^  ,  .  —5^+  1 

prima  derivata,  si  hafx<-  per  X   pari   e    [a<— _—  per  X  dispari. 

5.  In  molte  questioni  di  analisi  (in  quelle  per  esempio  in  cui  occorrer      "^^ 

lo  funzioni  nferiche)  e  di  fisica  matematica  hanno  grande  importanza  ce ^te 

particolari  funzioni  intere  di  x  di  1**,  2**,  3**,  .  .  .  grado,  che  si   chiam^^^no 
risp.  polinomi  di  Legendre  del  1",  2**,  3^,  .  .  .  ordine  (**). 

Il  polinomio  di  Legendre  dell'  ordine  »,  che  indicheremo  con   ?«(»)         ^'^ 
1'  espressione  seguente  : 

"^  '  1-2  ...  «      I  2.(2n  -1) 

nfn-  !)(«  -  2)(n  -  3)  ( 

^   2.4.(2«-l)(2»i-3)  *•  •)  ^ 

e  trae  la  sua  origino  dallo  sviluppo  in  serie: 

z:_.."  =  1  -h  Pj(ar).a  +  P2(aj).a«  + (^) 


Vi  -  2ax«  +  a» 


(*)  Con  ciò  intendiamo  dire  brevemente  che  essa  ha  tanto  radici  reali 
quanto  è  il  suo  grado. 

(**)  Circa  lo  funzioni  di  Laplace^  cfr.  Jordan:  Cours  d' Analyse.  Tome  II  i 
2»  Ediz.  pg.  245. 


La  stessa  funziono  Pf,(^)  si  può  anche  ottenere  derivando  n  volte  di  se- 
^piito  rispetto  alla  variabile  x  la  funziono:  («*— 1/^  e  precisamente,  se  si 
pone  per  brevità  : 

/'W=^-(»''-in  (3) 

SI  ha  * 

Pni^)  =  /''"'(a=).  (i) 

Da  quest^ultima  espressione  di  P||(x)  è  facile  dedurre  che  le  equazioni 
~Pi^(z)  =  0,  che  «i  ottengono  eguagliando  a  zero  uno  qualunque  dei  polinomi 
c/i  Legendre^  hanno  tutte  le  loro  radici  reali. 

Infatti,  poiché  V  equazione  : 

{x^^iyzzo  (5) 

Ila  tutte  le  sue  2»  radici  reali,  (la  radice  +  1  e  la  radice  —  1  ripetute  eia- 
«icona  n  volte),  tutte  le  sue  derivate,  e  quindi  in  particolare  la  sua  7*™* 
derivata,  avranno  del  pari  (art.  782)  tutte  le  loro  radici  reali. 

6.  Dimostrare  che  Vequazione  Pn(x)  =  0  Aa  inoltre  tutte  le  sue  radici  disc- 
gutdi  e  comprete  fra  —1  e  -f-  1. 

Basterà  applicare  più  volte  di  seguito  alPequazione  (5)  il  teorema  del- 
l'art. 727  e  quello  delPart.  H99.  Cosi,  per  quest^ultimo  teorema,  la  derivata 
di  (5)  avrà  la  radice  -f  1  e  la  radice  —1  ripetuta  ciascuna  n— 1  volte  e, 
per  il  teorema  dell'art.  727,  avrà  inoltre  una  radice  compresa  fra  —lo 
H-  1  ;  e  cosi  via. 

7.  Mediante  le  (8)  e  (4)  si  dimostrino  le  formole  seguenti  : 

P  Wl(«^)  -  P  n-l(^)  =  (2n  +  1)VJX)  , 

{^  +  l)Pn+i  -  (2n  +  l)arP,  +  wP„.,  =  0  , 
(1  -  x«)P"»  +  2xV\{x)  +  n{n  +  l)P,,(a;)  =  0. 


§  4.')— Variaslonl  e  permanenze.  Teorema  di  Badan  e  Fourler. 

Regola  dei  segni  di  Oarlesio. 


733.  Sia  data  nna  successione  di  un  numero  finito  di  numeri 
i-eali,  diversi  da  zero,  scritti  in  un  certo  ordine  sopra  altrettanti 
posti.  Si  dirà  che  in  uno  di  questi  posti  vi  è  una  permanenza  ov- 
vero una  variazione  secondochè  il  segno  del  numero  che  occupa 
quel  posto  è  uguale  o  contrario  al  segno  del  numero  che  occupa 
il  posto  precedente.  Cosi,  ad  esempio,  nella  successione:  3,  —2,  4, 
^,  —  6  vi  sono  tre  variazioni  (2^,  3^,  e  5^  posto)  ed  una  perma- 
nenza (4o  posto). 

Poiché  al  primo  posto  non  c^  è  né  variazione ,  né  permanenza 
(non  essendoci  alcun  termine  che  lo  preceda),  così  è  chiaro  che 
la  somma  complessiva  del  numero  di  variazioni  e  di  permanenze 
in  una  successione  di  n  quantità  sarà  n  — 1. 

734.  Teorema  di  Budan  e  Fourier.  —  Siano  a  e  ^  due  numeri 
reali  qualunque,  che  non  siano  però  radici  né  dell'  equazione 
f(x)  =  0  (di  grado  n),  né  delle  sue  derivate  successive;  e  sia  a  al- 
gebricamente minore  di  ^.  Se  si  considerano  allora  le  due  succes- 
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f(a)  ,  f\a) ,  f"(a) ,  r\oì) ,...,  P-y»)  (:■_  > 

f(?)  ,  f  (?)  ,  f '(?)  ,  f  "(?) ,  .  .  . ,  f  "'(?) ,  (^  > 

8i  ha  : 

1.0  che  il  numero  di  variazioni  contenute  nella  prima  succe 
sione  è  maggiore  od  uguale  al  numero  delle  variazioni  contenu 
nella  seconda; 

2.^  che  il  numero  delle  radici  reali  delVequazione  f(x)=0  co 
lyrese  fra  a  e  ^  non  può  mai  superare  la    differenza  fra  il  n 
mero  di  variazioni  della  prima  e  della   seconda   successione^ 
può  esserle  inferiore  di  un  numero  pari. 

Per  riconoscere  in  qual  modo  i  segni  della  successione  (1)  pò 
sano  differire  dai  segni  della  successione  (2),  consideriamo  la  sa 
cessione  generale  : 


e 


e  immaginiamo  di  seguire  col  pensiero  i  diversi  valori  che  YsmwrMO 
prendendo  gli  n  termini  di  questa  successione,  quando  la  x  si  :f  ^ 
crescere  con  continuità  dal  valore  a  al  valore  ^  passando  per  tu'C'  ti 
i  valori  intermedi. 

Durante  questo  crescere  della  a?  da  a  a  ^,  noi  sappiamo  che  uk^^ 
qualunque,  f^*)^  delle  funzioni  (3)  potrà  cambiare  di  segno  soltan.  '^^ 
nel  momento  in  cui  la  x  passa  per  un  valore  che  V  annulla,  ci^::::::^^ 
per  una  radice  di  f^^^  =  0. 

Dobbiamo  dunque  ricercare  che  cosa  avvenga  dei  segni  del  ^* 
successione  (3)  quando  la  x  attraversa  un  certo  valore  y  cbe  a^  ^* 
nulla  una  delle  funzioni  C3).  Incominceremo  dal  supporre  che  ^ 
annulli  proprio  la  stessa  funzione  f{x).  Allora,  se  X  sia,  in  gen.. — ^ 
rale,  il  grado  di  multiplicità  di  y  come  radice  dell' equazioc:^ 
f{x)  =  0,  si  avrà,  come  sappiamo,  (art.  698)  : 

at)=o  ,  r(T)=o ,  r'(T)-o , . . . ,  f^^-'w^o ,  r^^KT)^ .... 

In  questa  successione  non  è  il  caso  di  considerare  variazioni  — ^  ^ 
permanenze,  poicliè  i  suoi  termini  sono  in  parte  nulli. 

Detta  però  ?i  una  quantità  positiva  piccolissima,  potremo  cor"  " 
frontare  fra  loro  le  due  successioni  : 

at-^)  ,  r(T-'^^ ,  r'(T-'0 , . . . .  r^'^^'K'cà) ,  f^%-h) , . . . 

ed 

Ay-^/0  ,  n^+h) ,  f '(7+;i) , . . . ,  f'^-'K^^h) ,  f^H^^h) , . . . 

clic  corrispondono  a  due  valori  di  x  V  uno  antecedente  e  V  b\\i^^^ 
susseguente  a  y- 

Ora,  per  quanto  si  è  visto  poco  innanzi  (art.  724) ,  essendo  J 
radice  di  f(x)-0,  f(^-h)  ed  f'iy^h)  sono  di  segno  opposto,  n^^ 
mentre  che  fi^-hh)  ed  Ó^-ì-h)  sono  di  egual  segno. 

Ciò  significa  che  la  prima  successione  ha  una  variazione  nel  s^' 
condo  posto,  nel  mentre  che  in  quésto  stesso  posto  la  secónda  suc- 
cessione ha  una  permanenza.  Similmente,  poiché  7  è  anche  radice 
di  f\x)-Oy  si  avrà  che  f(^-h)  ed  f'iCi—h)  sono  di  segno  opposto 
nel  mentre  che  Ay+^)  ^^  f'(^-^^)  sono  di  egual  segno,  onde  an- 
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ie  al  terzo  posto  si  avrà  una  variazione  per  la  prima  successione 
i    una  permanenza  per  la  seconda. 

E  questa  stessa  conclusione  si  potrà  fare  evidentemente  fino  al 
>sto  (X  4- 1)***^  inclusivamente.  In  questo  posto  poi  f^^h'^—h)  ed 
^^(T+^)  Iranno  lo  stesso  segno,  poiché  ^  non  è  radice  di  f^^^{x)=0. 
Qiique:  quando  la  x  cresce  passando  attraverso  un  valore  spe- 
rile Y  radice  di  f (x)  =  0,  la  serie  di  Budan: 

f(x)  ,  f'(x)  ,  f '(X)  ,  .  .  . ,  f(")(x)  (3) 

■  rde  precisamente  tante  variazioni  quanto  è  il  grado  di  multi- 
icità  della  radice  7. 

735.  Consideriamo  ora  l'altro  caso  che  può  presentarsi  durante 
crescere  di  x  da  a  verso  ^,  cioè  che  x  passi  per  un  valore  spe- 

a^le  7  che  sia  radice  di  una  certa  derivata  p'*'^    (senza  esserlo 

'Ila  precedente). 
Se  A:  è  il  grado  di  multiplicità  di  y»  si  avrà  : 

/^(Pf  *-i)(y)  =  0  ^  /•(p^*)(y)  ^  0. 
Anche  qui  dobbiamo  confrontare  le  due  successioni  di  valori  : 

f^^'K^  +  h) ,  r(^)(T  +  h) ,  fiP-^K^  +  h),..., 

he  corrispondono  a  due  valori  di  x  V  uno  antecedente  e  V  altro 
usseguente  a  y* 

Poiché  Y  è  radice  di  f^^^x)  =0,  ripetendo  il  ragionamento  pre- 
edente,  si  troverebbe  che,  dal  terzo  posto  in  poi,  si  hanno  nella 
rima  di  queste  due  successioni  k  variazioni,  le  quali  si  cambiano 
1  altrettante  permanenze  nella  seconda  successione.  Rimane  quindi 

vedere  che  cosa  accade  al  secondo  posto ,  giacché ,  quanto  al 
rimo  posto ,  è  chiaro  che  f^'^K^  -  h)  ha  lo  stesso  segno  di 
('^^^(Y  +  h),  non  essendo  compresa  fra  y  —  Ti  e  y  -f  /i  alcuna  ra- 
ice  di  f<P^^\x)  =  0.  Invece  f^^K^-^)  e^  /'^''Kt  +  ^)  saranno  di 
5gni  eguali  o  contrari  (art.  720)  secondochè  k  sia  pari  o  dispari; 
oichè  Y  è  radice  di  /'^^^(a;)=0  di  multiplicità  k,  cosicché  si  deve 
tenere  che  fra  ->(  —  h  e  ^  +  h  vi  sono  k  radici  di  f^P^{x)=^0, 

Nel  caso  di  k  pari  le  due  successioni  avranno  dunque  ai  primi 
ne  posti  assolutamente  gli  stessi  segni,  onde  passando  dalla  prima 
iccessione  alla  seconda  si  verificherà  semplicemente  la  perdita 
elle  k  variazioni  sopra  menzionate.  Si  perderà  quindi  un  numero 
ari  di  variazioni. 

Nel  caso  di  k  dispari  il  secondo  posto  cambia  di  segno  passando 
alla  prima  successione  alla  seconda,  cosicché,  se  al  secondo  po- 
ro si  aveva  una  permanenza,  si  avrà  poi  una  variazione  e  vice- 
ersa.  Al  secondo  posto  si  sarà  dunque  perduta  ovvero  guadagnata 


—  382   — 

nna  variazione  dopo  il  passaggio,  cosiccbè  il  numero  totale  di  v 
riazioni  perdute  non  sarà  più  A:  (come  quando  k  era  pari) 
bensì  /c±l,  che  è  evidentemente  un  numero  pari  positivo  (o  nuli 
Riassumendo  questi  due  casi  concludiamo  che  il  passaggio  di 
attraverso  una  radice  di  una  derivata  porta  con  sé  che  la  ser 
di  Sudan  (3)*  perda  un  numero  pari,  che  può  anche  essere  nuli 
di  variazioni. 

736.  Esaminati  cosi  i  casi  possibili  di  cambiamenti  di  seg^Ezii 
nella  serie  di  Budan,  immaginiamo  che  la  x  cresca  con  continui^crà 
da  a  verso  p.  Dopo  quanto  si  ò  spiegato,  è  chiaro  che  la  serie  ^dlì 
Budan  durante  questo  crescere  di  x  non  guadagnerà  mai   vari  .^ai- 

zioni  ;  bensì  essa  perderà  una  variazione  per  ogni  radice  di  f(x) 0 

che  viene  attraversata  da  a;  ;  di  più,  ogni  qualvolta  x  attraver^^a 
una  radice  di  una  derivata,  essa  perde  un  numero  pari  (che  p^Lziò 
essere  anche  nullo)  di  variazioni.  Si  conclude  che  la  perdita  di 
variazioni  che  si  verifica  confrontando  la  successione  (1)  colla  sci^c- 
cessionc  (2)  ò  uguale  o  maggiore  del  numero  di  radici  reali  di 
f(x)  =  0  comprese  fra  a  e  ^,  e,  se  6  maggiore,  ne  differisce  di  '^Lan 
numero  pari,  e.  d.  d. 

737.  Regola  dei  segni  di  Cartesio.  —  Sia  : 

f(x)  =  Co  +  c^x  +  c^x^  +  .  .  .  +  0,,-iic'*"^  +  c^x"*  =  0 

l'equazione  data.  Applichiamo  ad  essa  il  teorema  di  Budan  pr^er 
a  =  0  e  ^  =  +  00. 

Si  avrà  allora  che  il  numero  delle  sue  radici  comprese  fra  ^ 
e  i- 00  (cioè  il  numero  delle  sue  r&dìci  reali  e  positive)  Tioni^o^^^^ 
superare  il  numero  di  variazioni  che  la  serie  delle  funzioni  : 

fyX)  ^^  Cq  "r  C|X  ~r  Ct^X     T  C^X     "T   .  .   .    "1"  Cf^X 

f{x)  =          e,  +  2c^x  +  ScgX^H-  .  .  .  -r  wc,j2C^"^ 
f\x)  =                  2c2    +  6C3X  +  .  .  .  +  w(n  -  l)c„aj'*"^  -^•*) 

r'(^')-  6C3     -f 


perde  passando  x  dal  valore  0  al  valore  -f  00 . 

Ora,  per  .t  =  0,  i  segni  di  queste  funzioni  coincidono  coi  seg^ 


ni 


dei  coefficienti  : 


^0  >  ^t  >  ^2  7  ^3  > 


a     •     • 


risp.  e  per  x  =  x    coincidono  ^art.  715)  coi  segni  dei   termini    ^^' 
più  alto  grado,  cioè  hanno  tutte  il  segno  di  c„ ,   il    che    signific:^^ 
che  per  x  =  co    la  serie  f(x)  ,  f{x)  ,  .  .  .  presenta  soltanto    perra^' 
nenzo.  Si  conclude  dunque  che  per  «  =  0  la    serie    di   Budan   b^ 
precisamente  tante  variazioni  quante  ne  ha  la  serie  dei  coefficienW' 
dell'equazione,  e  che  queste  variazioni  si  perdono  tutte  passando 
ad  X  =1  -f  00 .  Si  avrà  dunque  pel  teorema  di  Budan   che  ;   il   nu- 
mero delle  radici  positive  di  un'equazione  non  può  mai  superare 
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il  numero  di  variazioni  che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefficienti, 
«,  se  ne  è  inferiore,  ne  differisce  per  un  numero  pari. 

Cosi,  p.  es.,  l'equazione:  oc^  —  4x*  —  3x^  +  123c'  -f  Sac  +  1  =  0  non 
può  avere  più  di  due  radici  positive,  perchè  la  serie  dei  suoi  coef- 
ficienti 1,  —4,  -3,  12,  8,  1  presenta  due  sole  variazioni.  Inoltre 
possiamo  aggiungere  che  essa  avrà  o  nessuna  oppure  due  radici 
positive. 

738.  La  regola  dei  segui  di  Cartesio  si  presta  egualmente  a  dare 
un  limite  superiore  del  numero  delle  radici  negative  delTequazione 
proposta.  Basterà  infatti  trasformare  Tequazione  neirequazione  a 
radici  di  segno  contrario,  con  che  le  radici  negative  si  cangiano 
nelle  positive  della  trasformata,  e  applicare  a  quest'ultima  la  re- 
gola di  Cartesio.  Cosi  nell'es.  prec.  la  trasformata  a  radici  di  se- 
f^o  contrario  è:  ar»  -h  4a:*  —  3x^  —  12x-  +  8ar  -  1  =  0,  che  ha  tre  va- 
riazioni. Perciò  la  proposta  non  potrà  avere  più  di  tre  radici  ne- 
gative (e  precisamente  ne  avrà  una  o  tre). 

739.  La  dimostrazione  data  all'art.  737  cade  in  difetto  quando 
1'  equazione  proposta  sia  incompleta,  cioè  manchi  di  alcuni  ter- 
mini. In  questo  caso  infatti  i  valori  delle  funzioni  di  Budan  per 
.T  =  0  (cioè,  che  è  lo  stesso,  i  coefficienti  dell'  eq.)  sono  in  parte 
nulli,  onde  il  teorema  non  si  può  applicare  immediatamente.  Con- 
verrà bensì  sostituire,  in  luogo  di  a:  =  0,  un  valore  piccolissimo 
positivo  a?  =  6,  tanto  piccolo  da  potersi  ritenere  che  fra  a;  —  0  ed 
a:  —  e  non  cadano  radici  delTcquazione  proposta.  Si  cercherà  al- 
lora il  numero  di  variazioni  della  serie  f{z)  ,  /*'(s)  ,  /^  (s) , .  .  .  . 

Ma  è  facile  riconoscere  che  questo  numero  di  variazioni  coin- 
cide ancora  precisamente  col  numero  delle  variazioni  della  serie 
dei  coefficienti  (diversi  da  zero)  dell'equazione  incompleta. 

Suppongasi  infatti  che  manchino  i  termini  compresi  fra  c^x'*  e 
c^cc*(À  <  fc),  cioè  che  sia 'nell'equazione  proposta: 

e  vediamo  quali  siano  i  segni  delle  corrispondenti  derivate  : 

fi>-\i) ,  fc+'ics) , . . . ,  /•('•-•)(£) ,  r\z).  (5) 

Quanto  al  segno  di  /'^'*^(6),  esso  coincide  (art.  715)  col  segno 
del  suo  termine  di  grado  meno  elevato,  cioè,  come  si  vede  dalle 
(4),  col  segno  di  C;,.  Lo  stesso  dicasi  per  le  f^^^^H^)  ^  f^^'^^K^),  •»•'', 
per  queste  funzioni  però  il  termine  di  grado  meno  elevato  (essendo 
c,^^j  =  0  ,  Cf^^2  ■•=  0  ,  .  .  .  ,  C|^  ì^  0)  si  presenta  in  tutte  col  coefficiente 
Cff  che  è  il  primo  coefficiente  diverso  da  zero  dopo  Cf^,  Conclu- 
diamo dunque  che  i  segni  delle  (5)  coincidono  coi  segni  della  suc- 
cessione : 

a  quale  contiene  evidentemente  tante  variazioni  quante  ne  con- 
iene  la  semplice  coppia  Cf^Cf^,  È  dunque  chiaro  che  la  regola  dei 
jegnl  di  Cartesio  si  può  applicare  anche  alle  equazioni  incom- 
plete, non  tenendo  alcun  conto  dei  termini  che  mancano.  Cosi  «id 
es.  l'equazione  ar*  — 8x— 110  =  0  non  contenendo  nei   suoi   coeffi- 
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cieuti  1,  "8,  -  110  che  una  sola  variazione,  non  potrà  avere  e 
una  sola  radice  reale  positiva,  e  questa  esisterà  certamente. 

740.  Se  un'equazione  ha  tutte  le  radici  reali^  il  numero  delle  b^^m 
radici  comprese  fra  due  numeri  qualunque  a  e  ^  (a  <  ^)  è  pre^s^  i- 
aamente  uguale  al  numero  delle  variazioni  perdute  daUa  serie  ^adii 
Budan  passando  da  x  =  a  ad  x  =.  ^. 

Sia  infatti  n  il  grado  delFequazione.  Facendo  variare  con  co  r^m- 
tinnita  la  a;  da  —  Qo  a  +  oo ,  la  serie  di  fiudan  dovrà  perdere  (d^^v- 
ticolo  734)  n  variazioni  corrispondentemente  al  passaggio  per  o- 
gnuna  delle  n  radici  dell'equazione.  Attraversando  le  radici  del^le 
derivate  non  potrà  quindi  perdere  alcuna  variazione,  poiché  alt  ^ari- 
mcnii  il  numero  totale  di  variazioni  perdute  passando  da  -  oo  a 
4-  00  sarebbe  superiore  ad  w  ;  il  che  è  assurdo  non  potendo  la  e==>e- 
rie  di  Budan  (art.  733)  contenere  più  di  n  variazioni.  ^^ 

741.  In  un^ equazione  a  radici  tutte  reali  il  numero  delle  var  -j'a- 
zioni  che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefficienti  è  precisamente  «• 
gunle  al  numero  delle  sue  radici  positive, 

È  questa  una  conseguenza  del  teorema  dal  precedente  quale  si 
durra  assolutamente  nello  stesso  modo  tenuto  per  dedurre  dal  ti 
ema  di  Budan  la  regola  dei  segni  di  Cartesio. 


Note  ed  Esercisi. 


1.  Applicare  la  regola  dei  segni  di  Cartesio  airequazione  a:*-|-x*-f-x*— 25. 
80  =  0.  Sostituire  quindi  i  valori  x=:  — 8,   —2,  —1,  1,  2,  8    e    riconosci 
cosi  che  essa  ha  precisamente  due  radici  reali  negative  ed  una  reale 
sitiva. 

2.  Un^cquazione  a  coefficienti  tutti  positivi  non  ha  radici  positive  e 
equazione  completa  a  coefficienti  alternativamente  positivi  e  negativi 
ha  radici  negative. 

'à.  Il  numero  di  variazioni  di  segno  che  presenta  la  successione  dei  c( 
ficicnti  di  un'equazione  è  pari  o  dispari  secondochò  i  coefficienti  estrf 
sono  dello  stesso  sogno  o  di  segno  contrario. 

4.  Data  V  equazione  di  grado  n  : 

f{x)  =  a^cc'*  4-  ajcc'*"^  -t-  . . .  4-  «n-2^  +  «n  =  ^  ^^^ 


si  considerino,  in  luogo  dello  successive   derivate,   le   funzioni    più   sc^  ra- 
plici  : 


f^{x)     =  a^,x''  ^  -f  rtjA'"  3  +  ...  -1-  a.^.2 


/;,^i(ic)=  OqX  I  a, 

Si  ha  il  seguente  teorema  dovuto  a  Laguerre: 

Se  a  è  nn  numero  positivo,  il  numero  delle  variazioni  nella  serie: 


O) 


f(«)  ,  f,(a)  ,  f,(a) ,  .  .  . ,  f„(«)  (3) 
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è  uguale,  o  superiore  di  un  numero  pari,  al  numero  delle  radici  positive  su» 
périori  ad  a  delVequazione  f(x)  =  0. 

5.  La  dimostrasione  di  questo  teorema  data  da  Laguerre  si  basa  sul 
lemma  seguente,  che  si  può  considerare  come  una  generalizzazione  della 
regola  dei  segni  di  Cartesio  : 

Sia  F(x)  una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  di  x,  convergente 
per  tutti  %  valori  positivi  di  x  piit  piccoli  di  un  numero  dato  a,  la  quale  cessi 
di  essere  convergente  per  x  =  a  Ammettiamo  inoltre  che  il  numero  delle  varia- 
zioni  di  segno  che  ai  presentano  nella  successione  dei  coefficienti  della  serie  sia 
finito.  Il  numero  dei  valori  di  x  per  i  quali  la  serie  F(x}  è  convergente  ed  ha 
per  valore  zero  è  al  più  eguale  al  numero  delle  variazioni  della  serie  F(x),  e, 
se  ne  è  inferiore^  ne  differisce  di  un  numero  pari,  {Laguerre —  Notes  sur  la 
revolution  des  équations  numériques,  Paris  1880). 

6.  Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  di  Laguerre  cominciamo  dal- 
Tosservare  che  si  ha  identicamente,  per  la  regola  di  Buifini  : 

/(x)=(x-a){/'«(a)x"'-i+/'„_i(o)a;"'-»+  .  .  .  +/'i(a)l+Aa) 
d^  onde  : 


05  —  a  a?  —  a 

Ma  per  (v  >  a  si  ha  (art.  628)  lo  sviluppo  convergente  : 

A»)        m       1  f(OL){  ,  ^oL^a^  ^        I 

X  —  a       X  a       X    (        5CCC*  ) 

X 

Si  può  dunque  scrivere  : 


+ 


A«).Q  +  «A«)(^y+«V(«)  •©%... 


che  è  uno  sviluppo  ordinato  secondo  le  potenze  crescenti  della  variabile 

(  -  J ,  il  quale  è  convergente  per  i  valori  di  -  compresi  fra  0  ed  -. 
\x/  X  a 

Poiché  le  variazioni  presentato  dai  coefficienti  di  questo  sviluppo    non 

differiscono  evidentemente  da  quelle  della  serie  (8),  si  ha  dunque,  in  virtù 

del  lemma  premesso ,  che  il  numero  dei  valori  di   -  compresi  fra  0  ed  - 

X  a 

(o,  che  è  lo  stesso,  il  numero  dei  valori  di  x  compresi  fra  +  oo  ed  a)  per 

f(X) 

i  quali  si  annulla   non  può  superare  il  numero  delle  variazione  della 

05— a 

serie  ^(8)  ed  in  ogni  caso  ne  differisce  di  un  numero  pari,  e.  d.  d. 

7.  £  importante  di  osservare  che  il  teorema  di  Laguerre  si  applica  nella 
pratica  con  grande  facilità,  poiché  gli  n-f  I  valori  (3)  sono  appunto  quelli 
stessi  che  s' incontrano  (art.  492)  neir  usuale  calcolo  pratico  del  valore 
di  /(a). 

Cosi,  ad  esempio,  data  V  equazione  : 

f{x)  =  x^-  3x*  +  8x3  -  2aj  +  1  =  0,  (4) 

dovendosi  calcolare  il  valore  di  /(2)  per  riconoscere  se  il  numero  di   ra- 
dici positive  comprese  fra  0  e  2  sia  pari  o  dispari  (art.  720),  si  incontre- 

Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*    cdiz .  49 


o: 
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ranno  naturalmente  i  numeri  : 

1  ,  -  1  ,  -  6  ,  -  12  ,  -  26  ,  -  51  =  A2). 

Presentando  questi  una  sola  variasione,  il  teorema  di  Laipiem  oi  d^^B<^e 
ohe  Inequazione  (4)  ha  una  radice  positiva,  ed  una  sola,  superiore  a  2. 

8.  Come  altro  esempio  si  applichi  il  teorema  di  Budan  a  ricercare  -"un 
limite  superiore  del  numero  di  radici  positive,  comprese  fra  2  6  +  ^*^  ®^' 
Tequazione:  x*  —  Sx*  +  8»'  —  4»  —  1  =  0. 

Si  costruirà,  col  procedimento  di  Horner  (cfr.  capitolo  XIV),  il  quad 

1-1       1-2     -5 
113         4 
13       9 

1         5 
1 

di  cui  la  prima  orizzontale  ci  dice,  pel  teorema  di  Laguerre,   che   il 
mero  di  tali  radici  è  uguale  od  inferiore  a  8;  nel  mentre   che  la 

naie   f  la  quale  ci  dà  i  valori  di/^2),  — —  ,  .  . .  j  ci  dice,  pel  teorema  di 

dan,  che  V  equazione  ha   una   sola   radice  superiore  a  2. 

9.  Per  altri  teoremi  che  presentano  molta  analogia  con  quelli  dimost 
in  questo  §  cfr.  le  due  Note  :  Sulla  separazione  delle  radici  delle  equazioni 
diante  il  calcolo  delle  differenze,  (Bendiconto  della  B.  Aco.  delle  Scienze 
Napoli,  novembre  e  dicembre  1894)  ;  come  pure  i  §§  S®  e  4»  del  capitolo 
segue. 

§  5.0  —  Teorema  di  Starm. 

742.  Sturm  b  giunto  pel  primo  a  costruire  una  successione 
funzioni  : 

f{x)  ,  fiix)  ,  f^{x)  ,  f^{x) ,  .  .  . 

tali  che  la  perdita  di  variazioni  che  essa  subisce  passand.  da  ^^^ 
valore  x  --  a  ad  un  valore  «=  p  ,  (f;  >  a),  sia  eguale  precisamenr^t<3 
al  numero  delle  radici  reali  distinte  di  f'{x)=0  comprese  fra  a  e:^  ?• 
Le  prime  due  funzioni  f{x)  ed  f^(x)  altro  non  sono  che  il  pricr^o 
membro  delTequazione  e  la  sua  prima  derivata  f{x),  che  ora  ^^' 
dichercmo  per  simmetria  con7i(ac).  Le  altre  funzioni  si  costr  ^" 
scono  come  segue.  Per  f^(x)  si  prende  il  resto  (con  segno  ca-  '^^^' 
biato)  della  divisione  di  f(x)  per  f^(x)  ;  per  f^{x)  il  resto  (con  ^^^' 
gno  cambiato)  della  divisione  di  f^{x)  per  f^ix)  e  così  di  seguic:^-^» 
cosicché  si  hanno  le  identità  : 

f{x)  =  cp,(x)  f,{x)  -  r,ix) 

ux)  =  ^,{x)ax)-ax)  o) 

Ux)^^^{x)Ux)^fJix) 


di 


A-2(^')  =  9fc-i(«)  A-i(«)  -  A(«)  ,  A(a?)  =  Cost. 
neirultima  delle  quali,  poiché  i  gradi  dei  resti  vanno  diminuendo 
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tnpre  almeno  di  una  unità  (cfr.  art.  545),  si  può  ritenere  che 
iltimo  resto  f^{x)  sia  una  costante  C. 

[noltre,  ammettendo  per  ora  che  la  funzione  f{x)  e  la  sua  prima 
rivata  f{x)  siano  prime  fra  loro,  possiamo  anche  ritenere  (cfr. 
;.  545)  che  questa  costante  C  sia  diversa  da  zero. 

743.  Ciò  posto,  passiamo  a  dimostrare  che  la  perdita  di  varia- 
>ni  che  subisce  la  serie  di  funzioni  : 

f(x)  ,  f,(x)  ,  f,(x)  ,  .  .  .  ,  f;,(x)  (2) 

9Ì  costruita,  passando  dal  valore  x  =  ol  al  valore  x  =  p,  0  >  a), 
orecisamente  uguale  al  numero  delle  radici  reali  di  f(x)=0  com- 
ese  fra  a  e  p. 

A  tale  oggetto  è  essenziale  di  notare  che  le  funzioni  (2)  godono 
Ile  due  seguenti  proprietà  fondamentali. 

1.0  Due  funzioni  consecutive  della  serie  (2)  non  si  possono  an- 
elare per  uno  stesso  valore  di  x. 

Supponiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  si  avesse  per  un  certo 
loro  a  di  X  : 

A(a)  =  0  ,  A+t(a)  =  0. 
Poiché  fra  le  (1)  sussiste  la  relazione  identica  : 

A(«)  =  ?.>i(a^)  A+iW  -  A+2(a5) , 
avrebbe  in  particolare  : 

onde  si  dedurrebbe,  essendo  per  supposto  f^ia)  =  0  ,  A+iCa)  =  0, 
)ver  essere  altresì  fi^^^CL)  ■=■  0.  Essendo  ora  /',^.j(a)=0  ,  fi^^W^O, 
dimostrerebbe  similmente  dover  essere  fi+^ioi)  =  0,  e  cosi  pro- 
dendo  si  concluderebbe  finalmente  che  dev'essere  /"^Ca)  --  0.  Ma 
b  è  assurdo,  poiché  f^ix)  é  una  costante  diversa  da  zero. 
2.0  Se  una  funzione  di  Sturm  si  annulla  per  x=a,  le  due  fun- 
oni  della  serie  (2)  che  la  comprendono,  prendono,  per  x=a,  va- 
ri di  segno  opposto.  Dalle  relazioni  (1)  si  ha  infatti  : 

Di  qui  si  vede  che,  se  /',(a)  =  0,  si  ha  : 

A-.i(a)  =  -A+i(a), 

De  appunto  che  le  due  funzioni  fi^iCx)  ed  fi^i{x)  che  compren- 
no  fjix)j  hanno  segni  opposti  per  ac  =  a. 

744.  Venendo  ora  alla  dimostrazione  del  teorema,  notiamo,  come 
è  fatto  pel  teorema  di  Budan,  che,  facendo  crescere  la  oc  da  a 
rso  5,  le  funzioni  di  Sturm  allora  soltanto  possono  subire  cam- 
imenti  di  segno,  quando  la  x  attraversi  un  valore  speciale  che 
Dalli  qualcuna  ai  queste  funzioni. 1 1noltre  ,    con    ragionamento 
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identico  a  qnelio  tenuto  pel  teorema  di  Badan,  8i  riconosce  e 
se  X  attraversa  una  radice  a  (semplice,  per  supposto)   deU'  eq 
zione  proposta  f{x)  =  0,  la  serie  di  Sturm  perderà  (al  secondo 
sto)  una  variazione. 

Se  dunque  noi  dimostreremo  che  la  serie  di  Sturm  non  pe 
alcuna  variazione  quando  la  x  passi  per  un  valore  di  7  che 
nulli  un'altra  qualunque  delle  funzioni  (2),  è  chiaro   che   il   t  ^:=( 
rema  enunciato  resterà  stabilito  completamente. 

Supponiamo  pertanto  che  la  x  attraversi  un  valore  7  per  il  qn a 

si  abbia  /*,(y)  =  0,  e  confrontiamo  al  solito  i  valori  : 

A-i(T  -  ^)  ;  A(T  -  ^)  ,  A+i(T  -  ^)  (e 

coi  valori  : 

A>i(T  +  ^)  >  A(T  +  h)  ,  A4.i(T  +  h).  ih 

In  virtù  della  prima  proprietà  (art.  743)  delle  funzioni  di  Stu  :mtii, 
essendo  /'^(y)  =  0,  sarà  invece  : 

A^,(Y)sO,  A-+,(T)^0, 

onde,  per  h  abbastanza  piccolo,  i  tre  numeri  : 

A.j(T  -  ^)  ,  A-,(T)  ,  A.i(T  +  ^) 
avranno  égual  segno  e  cosi  pure  i  tre  numeri  : 

A+i(T  -  h)  ,  fuiii)  ,  A+i(T  +  ^)- 

Ma,  per  la  seconda  proprietà,  fi^xii)  ed  A-4.i(t)  Iranno  segni   op- 
posti ;  avranno  dunque  segni  opposti  anche  fi^i(p[—h)  ed  fi^fy — ^)j 
come  pure  avranno  segni  opposti  fi^ii^-^h)  ed  A+i(T+^)*  I^oichè  ora, 
nella  terna  (a)  i  termini  estremi  hanno  segni  opposti,  è  chiaro  che, 
qualunque  sia  il  segno  del  termino  intermedio,  questa  terna  pre- 
senterà una  variazione  seguita  da  una  permanenza,   ovvero  una 
permanenza  seguita  da  una  variazione;  cioè  in  complesso  avrà  una 
sola  variazione.  Per  la  stessa  ragione  anche  la  terna  (6)  avrà  un* 
sola  variazione.  Non  c'è  dunque  né  perdita  né  guadagno  di  v** 
riazioni  passando  da  (a)  a  (6),  e.  d.  d. 

745.  Ci  resta  ora  a  far  vedere  che  il  teorema  di  Sturm  vale  an- 
che nel  caso  che  f{x)  ed  f'(x)  abbiano  un  massimo  comun  divi- 
sore variabile  (cioè  almeno  di  lo  grado)  ^(x).  Soltanto  vedremo  cbe 
allora  il  numero  delle  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Sturm  pas- 
sando da  a  a  g  indica  semplicemente  il  numero  delle  radici  reali 
distinte  di  f,x)  =  0  comprese  fra  a  e  p,  senza  tenere  alcun  conto 
del  loro  grado  di  multiplicità. 

Da  quanto  già  sappiamo  sulla  ricerca  del  massimo  comun  divi* 
sore  di  due  funzioni  e  dall'ispezione  del  quadro  (1),  che  serve  ap- 
punto a  questa  ricerca,  segue  che  anche  le  funzioni  f^{x\  fs(^)y*'^ 
fh-\(^)  saranno  tutte  divisibili  per  ^(x);  anzi  T  ultima  di  queste 
fh-ìl'^)  coinciderà  appunto  con  4^(x),  nel  mentre,  che  la  costante 
ff^{x)  riescirà  eguale  a  zero. 


y 
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Se  dunque  poniamo  : 

f(x)^à{x)F(x)  ,  f,{x)=^{x)F,(x)  ,  .  .  .  ,  A-iW^^'C^) ,  (3) 

sostituiamo  nelle  (1)  e  dividiamo  quindi  tutte  le  prime  fc-2  ugua- 
glianze per  ^{x)y  otteniamo  le  identità: 

¥(x)  ^  ^^(x)F^(x)  -F,(x) 

Y,ix)  =  o,{x)F^(x)  -  F,(x) 

F,{x)  =  ^,{x)F,{x)^F,{x)  (1)' 


F*-8(ic)  =  ^h(^)Fj,_,{x)  -  1 

in  virtù  delle  quali  le  funzioni  : 

F{x)  ,  F,{x)  ,  F^(x)  ,  .  .  .  ,  P,.i(x)  ,  1  (2)' 

8i  trovano  nelle  stesse  condizioni  di  quelle  considerate  nei  prece- 
denti articoli,  e  soddisfano  quindi  alle  stesse  due  proprietà  fon- 
damentali. Inoltre,  se  y  è  radice  multipla  di  /'(x)  =  0,  essa  è  sol- 
tanto radice  semplice  di  F{x)  =  0  (cfr.  articolo  701)  e  non  è  af- 
fatto radice  di  F/x)  =  0.  Si  giungerà  dunque  alle  stesse  conse- 
guenze ;  cioè  che  il  numero  di  radici  reali  di  F{x)  =  0  (o,  che  è 
lo  stesso,  il  numero  di  radici  reali  distinte  di  f{x)  =  0),  comprese 
fra  a  e  ^  è  uguale  al  numero  delle  variazioni  che  perde  la  suc- 
cessione (2)'  passando  da  a?  =  a  ad  a;  =  ^.  Ma  dalle  (3)  si  vede  che 
i  segni  della  successione  (2)'  coincìdono  (ovvero  sono  tutti  oppo- 
sti) coi  segni  della  successione  : 

secondochè  ^{x)  ha  segno  positivo  o  negativo.  In  ogni  caso  si  vede 
che  le  variazioni  e  permanenze  di  quest'ultima  successione  coin- 
cideranno con  quelle  della  successione  (2)'.  Resta  cosi  dimostrato 
quanto  si  voleva,  poiché  si  ritorna  cosi  precisamente  alla  succes- 
sione (2),  della  quale  soltanto  si  deve  trascurare  Tultimo  termino 
fjf{x)  che  è  ora  identicamente  uguale  a  zero. 

746.  Volendo  conoscere  il  numero  preciso  delle  radici  reali  del- 
Tequazione  proposta  f{x)=0,  basterà  sostituire  nella  serie  di  Sturm 
x  =  -  CD  ed«=-foo  e  vedere  quante  variazioni  si  perdono  pas- 
sando dall'uno  all'altro  valore. 

Poiché  1  gradi  delle  funzioni  di  Sturm  vanno  successivamente 
diminuendo  almeno  di  un'unità,  cosi  è  chiaro  che  il  numero  delle 
funzioni  di  Sturm  non  può  mai  essere  superiore  ad  n+l.  Affinchè 
poi  l'equazione  abbia  le  sue  radici  reali  e  distinte,  è  necessario 
primieramente  che  il  numero  delle  funzioni  di  Sturm  sia  proprio 
71  4-  1,  poiché  altrimenti  non  si  potrebbero  perdere  n  variazioni 
passando  da  —  oo  a  +  «> .  Oltre  a  questa  condizione  deve  poi  ve- 
rificarsi r  altra,  che  i  coefficienti  dei  termini  di  più  alto  grado 
delle  funzioni  di  Sturm  siano  tutti  dello  stesso  segno.   Siano   in- 
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fatti  : 

ax*^ ,  6»'*"^  ,  ca'*~*  ,  .  .  .  ,tx  ^r 

i  primi  termini  delle  funzioni  di  Sturm. 

Per  ac  =  —  00 ,  queste  funzioni  prenderanno  i  segni  dei  loro  prii 
termini  ;  onde  presenteranno  appunto  n  variazioni  soltanto  se  a, 
0,  .  .  .  sono  dello  stesso  segno. 

Per  ac  =  i-  00  questi  primi  termini  riesciranno  poi  allora  tu^K::^  *i 
dello  stesso  segno.  Le  n  variazioni  saranno  cosi  perdute  passanci^K  o 
da  —  00   a  +  Go   e  T  equazione  avrà  tutte  le  radici  reali. 

747.  Se  una  delle  funzioni  di  Sturm ,  p.  es.  f<(x) ,  non   cambi 
mai  di  segno  per  tutti  i  valori  x  compresi  fra  a  e  ^jper  ccUcola 
il  numero  di  radici  reali  comprese  fra  a  e  ^,  basterà  operare  co 
se  la  seHe  di  Sturm  si  componesse  delle  sole  i  +  i  funzioni  : 

f(x) ,  f,(x)  ,  f,(x) ,  .  . .  ,  f,(x). 

È  questo  un  corollario  quasi  evidente  della  dimostrazione  fat 
airart.  744.  Esso  può  avere  molta  importanza  pratica,  perchè  p 
tra  in  molti  casi  far  risparmiare  il  calcolo  delie  rimanenti  funzio^K3i 


O 


748.  Aggiungeremo  un'  altra  osservazione  riguardante  V  ulti 
funzione  di  Sturm,  la  quale,  come  si  è  visto,  è  una  costante. 

Per  Tapplicazione  del  teorema  non  è  necessario  conoscere  il  v 
lore  di  tale  costante,  ma  basta  conoscerne  il   segno.  Ora,   seg 
evidentemente  dalla  seconda  delle  due  proprietà  fondamentali  (a 
ticolo  743),  cui  soddisfano  le  funzioni  di  Sturm,  che  questo  segc^  ^ 
è  opposto  a  quello  che  assume  la  terzultima   funzione    per    qu^*^""^ 
valore  di  x  che  annulla  la  penultima,  che  è  in  generale  di  pri 
grado  in  x.  Nella  pratica  sarà  per  lo   più   conveniente   calcola 
in  questo  modo  il  segno  della  funzione  costante. 


Note  ed  Esercin. 

1.  Prendendo  Teqnazione  del  terzo  grado  (come  è  lecito)  sotto  la  formi 

f(x)  =  x^-\'Shx  +  g  =  Qy 

8Ì  trovano  per  le  altre  funzioni  di  Sturm  le  seguenti  : 

/,(jr)  =  X»  +  A  , /,(d?)  =-2hx-g  , /^{x)  =  -  ^»  -  4*». 

In  base  a  ciò  trovare  le  condizioni  perchò  V  equasione   abbia   tutte   L- 
radici  reali,  ovvero  tutte  reali  con  un  dato  numero  di  radici  positive  (cf: 
poi  la  Nota  1.*  dei  §  8.°). 

2.  Se  neir  equazione  generale  del  quarto  grado  : 

ax*  +  4òx'  -f-  6cx«  -f-  Adx  +  e  =  0  ( 

si  fa  la  trasformazione:  y  =  ax  •{-  b,  essa  prende  la  forma  (cfr.  Cap. 
§  6.^  Nota  !.•)  : 

f(y)  =  y*  +  6Hy*  +  4Gy  +  («»I-  8H»)  =  0, 
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H  =  flc-ò«  ,  I  =  ae-àbd  f  »c«  ,  G  =  a>d-  Qabe  +  26». 

Ponendo  inoltre:  J  =  aee  +  2bed  —  ad*  —  eò"  —  e",  si  trovano  per/(y)  =  0, 
«Itre  funzioni  di  Starm  : 

/i(y)  =  y»  +  8Hy  +  G  ,  /,(y)  =  -  8H«y  -  8Gy  -  (a«I  -  8H») , 
f^(y)  =  -  (2HI  -  8a J)y  -  Gì  ,  //y)  =  P  -  27 J«. 

).  Trovare  le  condisioni  perchè  la  (1)  abbia  un  dato  numero  di  radici 
«.li. 


CAPITOLO  X. 


RISOLUZIONE   NUMERICA   DELLE   EQUAZIONI. 


§  l.o  —  Determinasione  di  limiti  che  comprendano  le  radici 
reali  positive  (o  negative)  di  un'  equasione  a  coefflcientl 
reali. 

749.  Data  un'  equazione  a  coefficienti  reali  : 

f{x)  =  a^af"  +  a^x**"^  -h  .  .  .  +  a^  .i»  +  «^  =  0,  (D 

ci  proponiamo  di  determinare  un  numero  positivo,  possibilmente 
piccolo,  il  quale  superi  tutte  le  radici  positive  della  (1),  o,  come 
si  dice,  un  limite  superiore  delle  radici  positive  di  (1). 

Noi  supporremo,  come  è  sempre  lecito,  che  il  primo  coefficiente 
Gq  dell'equazione  sia  positivo  (poiché  in  caso  contrario  basterebbe 
moltiplicare  tutta  T  equazione  per  —1).  Allora,  se  anche  tutti  gH 
altri  coefficienti  dell'  equazione  fossero  positivi ,  1'  equazione  non 
potrebbe  evidentemente  avere  radici  positive,  poiché  per  x  posi- 
tivo f{x)  prenderebbe  evidentemente  un  valore  positivo  e  diverso 
da  zero.  Sia  dunque  a,^(A:<n}  il  primo  coefficiente  negativo  (di- 
verso da  zero).  0,  in  altri  termini,  poiché: 

«0  >  0  ,  «1 5  0  ,  ag  ^  0  ,  .  .  .  ,  a^.i  ^  0  ,  a^  <  0, 

sia  k  il  numero  dei  coefficienti  consecutivamente  positivi  (o  null^ì 

a  cominciare  da  slq.  In  tale  supposto,  se  A  indichi  il   valore  fl*' 

soluto  del  massimo  coefficiente  negativo  delV equazióne  (1),  Vespr^^' 
k 

sione   1  +\/ —  ci  darà  un  limite  superiore  delle  radici  positive  di 

quesV  equazione. 


750.  Invero 
la  somma  Ax 
ticamente  : 


aggiungendo  e  togliendo  alla  funzione  intera  fW 
""*  +  Aa;""*""^  +  .  .  .  4-  Aflc  +  A  ,  si  può  scrivere  iden- 


n-k 


f(x)  =  a^x''  +  a^x"*"^  -f  .  .  .  +  a;^-ia;**"*^i  +  [(A  +  a^)»; 

A  flc""*'*"^ 

+  (A  +  a^^Jx"-*-»  -h  .  .  .  +  (A  +  a,,)]  +  — -  -  A  — — -  . 

X  *~"  L  ce  "t"  X 

poiché  A(aj'*~*  +  ar'*""-^  +  .  .  .  +  a?  -f  1)  é  una  progressione  geoti^^' 
trica  che  ha  per  somma  A 

1  —  X 
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Se  ora  in  questa  espressione  dì  f{x)  sostituiamo  per  x  un   nu- 

lero  positivo,  Ja  parte  contenuta  nella  parentesi  quadra  riuscirà 

srto  positiva,  perchè  è  una  funzione  di  a?  i  cui  c(»efficienti  sono 

usitivi,  essendo  ciascuno  di  essi  la  somma  del  numero  positivo  A 

di  uno  dei  numeri  a^  ,  cr^^^., , ...  i  quali  o  sono  anch'essi  positivi, 

se  sono  negativi,  hanno  sempre  un  valore  assoluto  minore  di  A 

3r  r  ipotesi  fatta  sul  numero  A.  Se  inoltre  supponiamo  di  pren- 

A 
are  d'ora  innanzi  a:  >  1,  sarà  positiva  anche  la  parte    -—    ;  o  fl- 

X  —  1 

ilmente  notiamo  che  sarà  anche    certamente    positiva    la    parte 

lX^''^^  a2a:**"*-|-...-f  a^^ia""*^^,  poiché  i  k  coefficienti  a^yai,  a^  ,...,  a^_^ 

sono  supposti  tutti  positivi.  Se  indichiamo  dunque  con  t  un  ceno 

amero  positivo,  possiamo  scrivere  : 

Aa:'*-'^+^ 
f(x)=:a^x''''-     - +  T 

ce  —  1 

anche  : 

^    ,      a^{x  -  ly*-  A5c'»-*+i  aj''-^+iÌa.o(a;  -  l)»'''*  -  Aj 

f{x)  = — f  T  = — +  T. 

X  —  1  x  —  l 

Se  nel  secondo  membro  trascuriamo  la  parte  positiva  i  e,  se  in 
logo  del  numero  positivo  x^"^  scriviamo  il  numero  positivo  piti 
iccolo  {x  —  1)*~S  si  avrà  algebricamente  a  fortioH  : 

x'>-HMao(^-l)*-A|^  (2) 

se  —  1 

Esaminando  ora  il  secondo  membro  si  vede  che  il  fattore  cc'*"*+^ 
d  il  denominatore  x  —  l  sono  positivi,  cosicché  T  intero  secondo 
lembro  sarà  positivo  semprechò  sia  positiva  la  quantità  fra  pa- 
entesi  aQ{x  —  1)*  -  A,  cioè  scmprechè  si  abbia  : 

«0(^-1/ 5  A, 
,  che  è  lo  stesso, 

aJ-l^\/—      ed      aJ^l+x/  —  - 
Segue  dunque  dalla  (2)  a  fortiori  : 


n 

5  1  4-  \/ ^  . 


f(x)  >  0,     per    x^  1  4-  \/—  •  (3) 

Ciò  posto,  se  a  sia  una  radice  positiva  di   f{x)  =  0 ,    si    dovrà 
vere  : 


k 

a  <  1  -f- 


Ìt' 
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k 

poiché,  se  si  avesse  a^l  +  'i/ — ,    se    ne    dedurrebbe    in    vii^i 

della  (3)  : 

f{^)  >  0, 

il  che  è  assurdo,  giacché  si  ha  invece  f{a)  =  0,  essendo  per  sup- 
posto a  una  radice  di  f{x}  =  0.  Il  teorema  enunciato  all'  art.  749 
resta  così  dimostrato. 

751.  Esempio.  —  L'  equazione  : 

85c'  -H  5x^  -  lOx*  +  ISac  -  100  =  0 

ha  tre  coefficienti  consecutivi  positivi  (o  nulli)  a  cominciare  dal 
primo,  che  sono  i  coefficienti  delle  potenze  x',  x^,  ac*.  Si  ha  dunque 
in  questo  caso  A:  =  3,  A  =  100,  onde  si  può  prendere  come  limite 
superiore  delle  radici  positive  ; 

s 3 s 

e  quindi  a  fortiori  si  può  prendere  : 

3 

L  =  1  +  V27  =  4. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  sono  dunque  tutte  più  pic- 
cole di  4. 

752.  La  rcf^ola  esposta  si  può  spesso  applicare  con  più  vantai'- 
fcio  decomponendo  il  primo  membro  dell'equazione  in  una  somffi* 
di  più  funzioni  intere. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  che  l'equazione  proposta 
sia  messa  sotto  la  forma  : 

dove  le  9  sono  quattro  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  col 
primo  coefficiente  positivo.  Se  k^  è  il  numero  di  coefficienti  con- 
secutivi positivi  in  (fi(x)  a  cominciare  dal  primo,  A,  il  valore  as- 
soluto del  suo  massimo  coefficiente  negativo,  a^  il  suo  primo  coef- 
ficiente e  poniamo  : 

si  avrà  per  la  formola  (3)  : 

9i(cc)  >  0    per    x^L^, 
Se  ora  L^  ,  L3  ,  L^  sono  i  limiti  analogamente  calcolati  per  ^f(^\ 
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Csc) ,  ?4(x),  si  avrà  similmente  : 

9,(0?)  >  0    per    x  ^  L, 

(?3(x)  >  0    per    x  ^  L3 

(f^{x)  >  0    per    X  >  L^. 

Quindi,  so  L  è  il  maggiore  fra  i  quattro  numeri  L^ ,  L^ ,  L3  ,  L4 , 
i  avrà  a  fortiori  per  a?  >  L  : 

iioè  per  la  (4)  : 

f{x)  >  0    per    x^L, 

d'onde  si  conclude,  come  all'art.  750,  che  L  è  un  limite  superiore 
delle  radici  positive  di  f(x)  —  0. 

Il  limite  L  così  calcolato  può  riuscire  molto  più  piccolo  di  quello 
;Ije  si  troverebbe  applicando  direttamente  alla  funzione  f{x)  il 
eorema  dell'art.  749,  purché  si  faccia  opportunamente  la  decom- 
)osizione  di  f(x)  in  una  somma  di  più  parti. 

753.  Per  rischiarare  tutto  ciò  con  un  esempio,  prendiamo  Tequa- 
2ione  stessa  di  poco  fa,  che  scriviamo  come  segue  : 

(4x'  -  100)  -h  (4x'  -  10j7*)  +  {bx^  -  18x)  =  0. 

5i  ha  così  : 

3  4 

Li  =  l4->/25,  L2=l+ J|  L3  =  l  +J^<i-fV4. 
Di  questi  tre  numeri  il  maggiore  è  il  primo,  onde  si  può  ritenere  : 

7  6 3_ 

L  =  1  +  n/25  <  1  +  n/25  =  1  +  V5. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  sono  dunque  tutte  più  pic- 
cole di  3. 

754.  Limite  inferiore  delle  radici  positive.  Per  determinare  un 
iimite  inferiore  delle  radici  reali  positive  di  f{x)  =  0,  cioè  un  nu- 
mero possibilmente  grande  più  piccolo  di  tutte  le  radici  positive, 
>i  costruisca  la  trasformata  a  radici  reciproche  (cir.  Gap.  XIV,  §  4.o) 

;3onendo    a;  =  -  e   si   determini  un   limite   superiore   L'   delle   ra- 

y 

liei  positive  di  questa  trasformata.   Si   avrà  allora ,   se  y  è  una 
radice  positiva  della   trasformata  che  corrisponde  ad  una  radice 

positiva  X  della  proposta,  y  <  L',  cioè  -  <  L'.  Sarà  dunque  : 

X 

1 
X  >  —  . 

il  che  equivale  a  dire  che  —,  è  un  limite  inferiore  delle  radici  po- 


sitive  di  f{x)  =  0. 
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765.  Limiti  per  le  radici  negative.  Se  sull'  equazione  propo  s^^  ta 
/•(x)  =  0  si  fa  la  trasformazione  a  radici  eguali  ma  di  segno  c<z^  n- 
trario  x  =  —  y,  e  si  determinano  due  limiti  uno  inferiore  e  Tal  t:  ^o 
superiore  X  e  A  che  comprendano  fra  loro  tutte  le  radici  posit  S  ^^^e 
della  trasformata,  si  avrà  per  ogni  radice  positiva  y  (che  coK""^'i- 
sponde  ad  una  radice  negativa  x  della  proposta)  : 

X<y < A, 
onde  : 

-A<-y>-X, 
ossia  : 

—  A  <  X  <  —  X. 

Si  hanno  così  due  limiti  -A  e  —X  che  comprendono  fra  lo»*<> 
tutte  le  radici  negative  di  f{x)=0, 

756.  Metodo  di  Newton.  —  Per  ottenere  un  limite  superiore  dell^ 
radici  positive  deirequazione  (1),  si  cerchi  un  numero  a  pel  qun-^* 
/(a)  ,  f{a)  ,  f"{oL)  ,  .  .  .  riescano  tutte  positive. 

Poiché  : 

f(a)        f"(a) 

si  avrà  allora,  per  h  positivo,  f(a  +  /i)  >  0.  Ciò  significa  appuD^^. 
che  il  numero  a  è  un  limite  superiore  delle  radici  positive  ^^ 
f{x)  =  0. 

Volendo  applicare  il  metodo  di  Newton,  si  comincierà  a  ric^^*' 
care  il  più  piccolo  numero  intero  $  per  il  quale  la  funzione  f^'^'^^C  ^'^  ' 
che  è  di  primo  grado  in  x,  riesce  positiva.  Si  sostituirà  questo  r^  '*-^' 
mero  in  f^''-''KJC)  ,  f^'^'^^ix)  ,  .  .  .  finché  si  trovi  una  derivata  /<'^>  C^^^ 
la  quale  per  x  —  E  riesca  negativa.  Si  aumenterà  allora  5  di  ta"*^  ^^ 
unitii  quanto  ò  necessario  perchè  f^^\x)  riesca  positiva.  Sia  5'=5  "'^^ 
il  nuovo  numero  cosi  ottenuto. -L' importanza  pratica  del  met(^^^? 
di  Newton  sta  in  ciò  che  questo  nuovo  numero  5'  renderà  po^!' 
tive,  a  maggior  ragione,  anche  le  derivate  che  già  si  erano  esas:^*^  '" 
nate  prima,  poiché  p.  es.  : 

fO^-i){^l  +  h)  -  /-t^-^^^C?)  +  hf^^'^^\l)  + 

Si  potrà  quindi  procedere  allo  stesso  modo  sostituendo  5'n*^^'f 
derivate  /•(*^*) ,  f^^~^\.,.  ed  aumentandolo  airoccorrenza  appena<^^'^* 
si  trovi  una  derivata  che  prende  valore  negativo. 

757.  Esempio.  Sia  V  equazione  : 

f(,x)  =  x^-  6x^  +  8a;2  +  6a;  -  4  =  0. 
Si  ha  : 

-f\x)  =  2x^  -  9^2  4  Sx  +  3, 

\r\x)  =  3x«  -  9a;  +  4  ,  1  f'\x)  =  2x  -  3. 
Si  vede  clic  /""(x)  è  positiva  per  a;  =  2  ;  ma  perchè  sia  positiva 
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3he  f'{x)j  bisogna  poi  aggiuugerc  un'unità  e  prendere  x=3.  Por 
=  3  si  trova  che  f'{x)  ed  f(x)  riescono  positive.  Il  numero  3  è 
xque  il  limite  superiore  cercato. 

Questo  risultato  è  preferibile  a  quello  che  si  avrebbe  applicando 
metodo  dell*  art.  749,  secondo  il  quale  si  sarebbe  trovato  come 
lite  superiore  6. 

Hote  ed  Esercisi. 


.  Per  )a  determinazione  di  un  limito  saperiore  delle  radici  positive  di 
equazione  data,  si  hanno  molti  differenti  metodi.  Dal  punto  di  vista 
rico  è  a  tutti  preferibile  il  metodo  di  Newton.  Sarà  però  più  comodo 
la  pratica  di  applicare  dapprima  il  metodo  deirart.  749  e  ricorrere  al 
:odo  di  Newton  soltanto  noi  caso  in  cui  il  limite  cosi  ottenuto  sem- 
sse  troppo  grande. 

.  Si  applichino  i  due  metodi  a  trovare  dei  limiti  per  le  radici  positive 
egative  dell'  equazione  : 

Sx^  -  lOa;^  -  iOx^  +  200^2  -  ISOo?  -  100  =  0. 

.  Se  nelV equazione  data  ogni  coefficiente  negativo  ai  prenda   pogitivamenle 

'.  divida  per  la  gomma  di  tutti  i  coefficienti  positivi  che  lo  precedono ^  il  più 

nde  dei  quozienti  co8Ì  ottenuti  accresciuto  di  un*unità  è  un  limite  superiore 

e  radici  positive, 

Questo  metodo,  di  facilissima  applicazione,  è  anche  spesso  adoperato  nella 

tica. 

.  Dati  i  polinomi  : 

^^{x)  =  UqX^  +  a^x  +  «2 
cp3(cc)  —  OqX^  +  a^X'  4-  a^x  +  «3 


ha,  per  la  regola  di  Buffini,  essendo  a  un  numero  qualunque  (che  sup- 
remo positivo)  : 

(fj,{x)={x-a}\^^(a)x^^'^i-(f^{a)x^'H^2(^)x^'^+..,\+^^ 

>a  quest'  identità  apparisce  che  se  il  numero  a  rende  positive  %(oì)  , 
e)  ,  .  .  .  ,  9fc«i(a)  ,  «p,i^(a),  la  funzione  ^^(x)  sarà  positiva  per  tutti  i  valori 
X   superiori  ad  a  e  crescerà  col  crescere  di  x 

Di  qui  segue  evidentemonto  elio  il  numt^ro  a  soddisfacente  a  queste  con- 
toui  è  un  limite  superioru  delie  radici  positive  di  tutte  le    equazioni  : 

(Pifa)  =  0  ,  «p/.x)  =  0  ,  .  .  .  ,  9fc(a?)  =^  0. 

»i  ha  cosi  un  altro  metodo  per  determinare  un  limite  superiore  delle 
liei  positive  deir  equazione  : 

?n(^)  =  ^0^**  +  a^x*^'^  H-  .  .  .  +  a„«ia?  -f  a,»  =  0. 

esso  consiste  nel  prendere  un  numero  a  por  il  quale  9|(a)  sia  positivo 
accrescere  poi,  occorrendo,  questo  numero  successivamente  finché  rio- 
,no  positive  tutto  lo  quantità  9i(a)  ,  9/a)  ,  .  .  .  ,  9«(a).  L'  ultimo  valore 
a  cosi  ottenuto  sarà  il  limite  superiore  cercato. 

Questo  metodo,  analogo  a  quello  di  Newton,  ò  stato  proposto  da  La- 
rre  per  la  grande  comodità  di  calcolo  che  esso  presenta,  potendosi  cai- 
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colare  assai  facilmente  i  successivi  valori  9|(a) ,  9,(a)  . . .  mediante  li 
gola  di  BofElni  : 


§  2.^  —  Separaxione  delle  radici  reali  di  un'  equasione 

a  coefBlcienti  reali. 


758.  Per  procedere  alla  determinazione  delle  radici  reali  di  una 
equazione  data  f(x)  =  0  a  coefficienti  reali,  si  comincierà  dal  de- 
terminare (con  uno  dei  metodi  del  §  prec.)  due  limiti  l  ed  L(kL) 
possibilmente  vicini  allo  zero  entro  i  quali  cadano  tutte  le  radici 
reali  dell'  equazione. 

Fatto  ciò,  si  passerà  alia  cosi  detta  separazione  delle  radici 
reali.  Separare  le  radici  reali  dell'equazione  /][x)  =  0  signitìca  as- 
segnare per  ogni  singola  radice  due  numeri  che  la  comprendano 
fra  loro,  senza  comprendere  fra  loro  alcun'  altra  radice.  Così  per 
es.,  se  l'equazione  abbia  tre  sole  radici  reali  a,  p,  y,  esse  si  di- 
ranno separate  quando  si  siano  determinati  p.  es.  due  numeri  c^ 
e  Cg  compresi  fra  i  limiti  Z  ed  L  in  modo  che  si  abbia: 

Z  <  a  <  Cj  <  p  <  Cg  <  L. 

Per  la  separazione  delle  radici  reali  è  specialmente  utile,  nella 
pratica,  il  teorema  di  Budan  sia  per  la  facilità  di  costruire  le  fun- 
zioni: 

nx),nx),f\x),..,,f^'%x)  (1) 

come  per  la  facilità  di  calcolarne  i  valori  (o  piuttosto  i  segni;  per 
valori  speciali  di  x. 

E  chiaro  infatti  che  i  segni  delle  (1)  coincidono  coi  segni  dei 
quozienti  : 


Il    '    LI    '    li 

i  quali  si  calcolano  facilmente  col  procedimento  di  Horner  che  im- 
pareremo a  conoscere  in  seguito  (cfr.  Gap.  XIV,  §  2o). 

759.  Per  applicare  il  teorema  di  Budan  ,  immaginiamo  diviso 
r  intervallo  compreso  fra  i  limiti  Z  ed  L  in  A:  intervalli  più  piccoli 
(p.  es.  eguali  fra  loro)  mediante  V  intercalazione  di  certi  numen 
«1  ,  a2  ,  ag  .  .  .  a;j_i.  Ciò  posto  si  cominci  col  sostituire  nella  se^c 
di  funzioni  (1)  una  volta  cc=Z  e  poi  x  =  a^  e  si  veda  quarè  i^ 
numero  [/^  di  variazioni  che  questa  serie  perde  passando  di2^^^^ 
ad  «  =  a^.  Diremo  allora  brevemente  che  la  serie  di  Budan  perde 
[Xj  variazioni  nell'intervallo  compreso  fra  l  ed  a^  Si  trovi  quindi 
similmente  il  numero  [Ji^  di  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Badan 
nel  secondo  intervallo  fra  a^  ed  a.,  e  cosi  di  seguito  fino  a  deter- 
minare il  numero  \jf^  di  variazioni  perdute  nell'  ultimo  intervallo 
fra  a^_,  ed  L.  Poiché  la  serie  di  Budan  non  può  avere  più  di  » 
variazioni  (detto  n  il  grado  dell'  equazione  proposta)  e  queste  si 
perdono  tutte  passando  da  —  oo    a  4-  oo   senza  che  mai  se  ne  gua- 
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gni  alcuna  durante  il  crescere  di  x,  è  chiaro  che  si  avrà  sempre: 

1^1  +  1^2+  .  .  .  -i-lift<^«.  (2) 

[ntanto  quelli  fra  gl'intervalli  Z ,  a^  ;  «j  ,  a^  ;  .  .  .  nei  quali  non 
igiene  perdita  di  variazioni  (|jl  -  0)  possono  senz'altro  escludersi 
oj^ni  ulteriore  esame,  poiché  è  certo  pel  teorema  di  Budan  che 
essi  non  può  trovarsi  alcuna  radico  delT  equazione.  Esclusi 
3sti  intervalli,  resterà  un  certo  numero  à  d' intervalli  per  cla- 
mo dei  quali  avviene  la  perdita  di  una  o  più  variazioni.  In  uno 
ilunque  di  quest'intervalli  cadrà  certamente  almeno  una  radice, 
la  perdita  di  variazioni  è  dispari  ;  in  caso  contrario  resta  dub- 
)  se  rintervallo  contenga  un  numero  pari  di  radici  ovvero  non 
itenga  alcuna  radice. 

[n  ogni  modo  il  numero  X  degli  intervalli  che  restano  ad  'esa- 
narsi, sarà  minore  di  w,  come  segue  evidentemente  dalla  (2). 
Se  ora  suddividiamo  ciascuno  di  questi  X  intervalli  in  k  inter- 
ni ancora  più  piccoli,  avremo  in  tutto  \k  intervalli,  dei  quali  si 
Illuderanno  come  sopra  quelli  in  cui  non  avviene  perdita  di  va- 
zioni.  Resteranno  così  ad  esaminarsi  X'  intervalli  e  per  la  stessa 
2:ione  di  poco  fa  si  avrà  X'  <  n, 

Josì  procedendo  si  dovranno  esaminare  degl' intervalli  sempre 
1  piccoli,  nel  mentre  che  il  numero  di  quest'intervalli  sarà  sem- 
i  inferiore  o,  nel  caso  più  sfavorevole,  eguale  al  più  al  grado  n 
iTequazione  proposta. 

Così  ad  esempio  .se  V  equazione  sia  del  5^  grado  e ,  dopo  un 
rto  numero  di  suddivisioni,  si  sia  giunti  a  suddividere  V  inter- 
no fra  Z  ed  L  in  1000  piccoli  intervalli  fra  loro  eguali,  di  questi 
30  intervalli  soltanto  5  al  più  resteranno  ad  esaminarsi ,  nel 
?ntre  che  degli  altri  si  saprà  con  certezza  che  non  possono  con- 
lere  radici  deirequazionc. 

[mpiccolendo  così  sufticientcmcnte  grintervalli,  si  giungerà  ne- 
ssariamente  dopo  un  numero  finito  di  suddivisioni  ad  intervalli 
bastanza  piccoli,  perchè  in  ognuno  di  essi  sia  compresa  una 
la  radice  distinta  dell'  equazione  proposta.  Le  radici  si  trove- 
nno  allora  separate. 

Supponendo  poi,  come  del  resto  è  sempre  lecito,  che  l'equazione 
n  abbia  radici  multiple,  sarà  facile  decidere  se  in  uno  qualnn- 
e  di  questi  ultimi  intervalli  sia  compresa,  o  pur  no,  una  radice, 
ichè,  se  vi  è  compresa  una  radice,  /"(a?) 'dovrà  cambiare  di  se- 

0  sostituendo  per  x  i  due  valori  estremi  deirintervallo. 

760.  Se  l'equazione  abbia  due  radici  fra  loro  molto  vicine,  o  se 
grande  vicinanza  di  una  radice  dell'equazione  si  trovi  una  ra- 
ìe  di  qualcuna  delle  derivate,  potrà  accadere  che,  anche  spin- 
ndo  molto  innanzi  la  suddivisione  dogi'  intervalli,  resti  sempre 
mondimene  qualche  intervallo  dubbio^  pel  quale  cioè  la  serie  di 
dan  perda  più  di  una  variazione.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che 
esto  inconveniente  è  inerente  alla  natura  stessa  del   problema. 

1  secondo  caso  invece  può  accadere  che  l'intervallo  da  esami- 
rsi  contenga  già  una  sola  radice  dell'equazione  o  non  ne  con- 
iga  affatto,  e,  potendo  avere  la  certezza  di  ciò,  è  inutile  allora 


—  400  — 

di  proseguirò  colla  suddivisione  deirintervallo,  mediante  il  quale, 
se  esiste,  si  troverebbe  giù,  completamente  separata. 

E  importante  quindi  di  poter  conoscere  a  pHori  un  limite  infe- 
riore 6  della  piccolezza  fino  alla  quale  sarà  necessario  di  giungere 
per  questi  successivi  intervalli.  A  tale  oggetto  basterà  determinare 
un  numero  positivo  S  che  sia  più  piccolo  della  differenza  che  in- 
tercede fra  le  due  radici  reali  che  piti  sono  vicine  fra  loro.  Fatto 
ciò^  è  chiaro  che,  quando  grintervalli  ottenuti  colla  successiva  di- 
visione siano  divenuti  eguali  o  più  piccoli  di  o,  ogni  intervallo  non 
potrà  comprendere  più  di  una  sola  radice  deirequazione  ;  perchè, 
se  ne  comprendesse  due ,  queste  due  differirebbero  fra  loro  per 
meno  di  6,  contro  il  supposto. 

A  questo  punto  sarà  dunque  inutile  procedere  colla  suddivisione, 
poiché  per  accertare  se  Tintervallo  contenga  o  no  un'unica  radice 
deirequazione ,  basterà  l'esame  dei  segni  di  f(x)  per  x  eguale  ai 
due  valori  estremi  deirintervallo. 

Vedremo  in  altro  luogo  (cfr.  Gap.  XII)  come  si  possa  deter- 
minare un  cosiffatto  limite  ò  mediante  il  calcolo  del  cosi  detto  di- 
scriminante  deirequazione  proposta. 


Hote  ed  Esercizi. 


1.  È  appena  necessario  far  osservare  che  la  separazione  delle  radici  <li 
un'equazione  data  si  potrebbe  effettuare  assolutamente  allo  stesso  modo 
applicando  il  teorema  di  Sturm.  Questo  metodo  sarebbe  anzi  preferibile 
dal  punto  di  vista  teorico,  perchè,  ad  uno  stadio  qualunque  della  succes- 
siva suddivisione  degli  intervalli,  non  resterebbero  mai  intervalli  dubbi. 
Nella  pratica  si  suole  però  dare  la  preferenza  al  teorema  di  Budan,  ^1'^' 
cialmente  so  requazÌ9ne  sia  di  grado  un  pò  elevato,  sia  per  la  maggi^i'^ 
facilità  di  «ostruzione  delle  funzioni  di  Budan,  come  por  la  maggiore  f** 
cilità  di  calcolarne  i  valori  per  valori  s])cciali  della  variabile.  D' a'^''* 
parto  conviene  osservare  che,  per  una  medesima  suddivisione  in  intervalli» 
come  il  numero  degli  intervalli  che  resteranno  ad  esaminarsi  applicando 
il  teoroma  di  Sturm  non  supera  mai  il  numero  delle  radici  reali  dell  e- 
quazione,  applicando  invece  il  teorema  di  Budan  non  supererà  mai  il  grado 
dell'  equazione  ed  il  numero  di  quelli  fra  questi  intervalli  che  restano 
dubbi  non  supererà  mai,  come  è  facile  riconoscere,  la  metà  di  detto  grado. 

2.  Separare  le  radici  dell'  equazione  : 

ajs-f  ic*-4x3-3ic«4.  3a;-f-  1  =  0 

che  sono  tutte  comprese  fra  —2  e  -f- 2,  incominciando  col  sostituire  nelle 
funzioni  di  Budan  i  valori  interi  x—  —  2,  —1,  0,  1,  2.  Con  ciò  resteranno 
separate  tre  radici  comprese  risp.  negli  intervalli  (  —  1,  0)  ;  (0,  1);  (Ij  2)- 
Eesteranno  a  separarsi  altre  duo  radici  comproso  nell'intervallo  (  —  2,  -!)• 

§  3.0  —  Applicazione  del  calcolo  delle  differeoze. 

761.  Se  f(x)  è  una  funzione  ben  determinata  della  variabile  3C 
ed  h  un  incremento  costante,  che  si  suppone  fissato  una  voUa  p(f 
sempre,  la  differenza  f(x  +  /i)  —  f{x)  è  una  nuova  funzione  di  ^ 
che  si  suol  chiamare  la  differenza  prima  di  f{x)  e  designare  col 
simbolo  ^f{x). 


/ 


X 
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Il  simbolo  A  premesso  alla  funzione  f{x)  si  può  dunque  consi- 
ierare  come  un  simbolo  operatore  che  cambia  f{x)  in  f{x^h)—f{x). 
Per  tal  ragione  col  simbolo  ÙL^f{x)  s'intenderà  quella  funzione  che 
n  deduce  applicando  due  volte  di  seguito  Toperatore  A  alla  fun- 
zione f(x),  cioè  la  differenza  prima  della  differenza  prima  di /\x). 
Questa  nuova  funzione  si  chiama  brevemente  la  differenza  seconda 
li  f{x).  Si  ha  dunque  : 

Analogamente  si  chiama  in  generale  differenza  A:"*"  della  fun- 
zione f{x)^  e  si  indica  con  Ay(jc),  quella  funzione  che  si  deduce 
da  f{x)  applicandole  k  volte  di  seguito  l'operatore  A. 

762.  La  differenza  k***"  della  somma  di  due  (o  più)  funzioni  è 
uguale  alla  somma  delle  differenze  k***^  delle  singole  funzioni, 

È  senz'  altro  evidente  che  : 

Applicando  un'  altra  volta  questo  princìpio  si  avrà  dunque  : 

AV+  ?J=  A[A/^+  A(p]  =  Ay+  A«9 
e  applicandolo  ancora  una  volta  : 

ÒL^lf  +  cp]  =  A[Ay  +  A«9]  =:  A Y  +  A»9 
e  cosi  di  seguito. 

763.  Se  f{x)  è  una  funzione  intera  del  grado  n  in  x,  si  ha  pel 
teorema  di  Taylor  : 

f(x  +  h)-f{x)  =  h  jr(a:)  +  A  f'ix)  +  ~  r\x)  +  . . .  j  , 

onde  si  vede  che  la  prima  differenza  ^f{x)  è  un  polinomio  in  x 
iel  grado  n  —  1. 

La  seconda  differenza  sarà  quindi  una  funzione  del  grado  n— 2 
a  la  k^^  differenza  sarà  una  funzione  intera  di  x  del  grado  w— A;, 
poiché  ogni  applicazione  del  simbolo  operatore  A  diminuisce  di 
an'  unità  il  grado  della  funzione. 

In  particolare  la  n"^^  differenza  di  f{x)  sarà  una  funzione  intera 
di  X  del  grado  0,  cioè  una  semplice  costante.  Le  ulteriori  diffe- 
renze (n  +  l)™**,  (71  +  2)*^",  .  .  .  avranno  quindi  tutto  il  valore  co- 
stante 0. 

764.  Quest'ultima  osservazione  riesce  preziosa  per  il  calcolo  pra- 
tico dei  valori  che  assume  una  funzione  intera  f{x)  per  una  serie 
di  valori  di  x  procedenti  in  progressione  aritmetica,  cioè  per  un 
certo  valore  Xq  e  per  i  valori  ajo  4-  ^,  oJq  +  2^,  .  .  .  ;  detta  h  la  ra- 
gione della  progressione  aritmetica,  che  si  sceglierà  appunto  come 
incremento  costante  per  la  formazione  delle  differenze  dei  diversi 
ordini. 

Capelli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  3.*  ediz.  51 
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In  luogo  di  scrivere  : 

scriveremo  brevemente: 

Avendo  cosi  già  denotato  con  Ui  il  valore  speciale  che  assnme 
f{x)  per  a:  =  Xq  + 1^,  designeremo,  in  coerenza  a  ciò,  con  A\-  il 
valore  speciale  che  prende  per  x^x^+ih  la  differenza  A*"*  AV(aj). 

Possiamo  pertanto  costruire  il  quadro  seguente  : 


X 

A») 

àfix) 

AV(x) 

.     .     .     .  à^'^^fix) 

Xq 

«0 

it^o 

A*«o 

e 

Xo  +  h 

«l 

Auj 

iS 

e 

Xo-h2h 

«, 

At^j 

AS 

e 

Xq   4-  3^ 

«3 

AU3 

A*«, 

.    .    .    . 

e 

Xq  4-  4^ 

«4 

At^4 

A«M4 

•                 • 

e 
e 

•                • 

•             • 

•  • 

•  • 

.         •         • 

e 

(1) 


del  quale  la  legge  di  costruzione  numerica  è  semplicissima,  poii^l^^ 
i  numeri  di  una  stessa  colonna  non  sono  altro   che   le   differe'^'^^^ 
fra  i  numeri  successivi  della  colonna  precedente. 
Se  poniamo  infatti  per  brevità  : 

A'^-y(x)  =  (|;(a;),  C^^ 

si  avrà  * 

A Y(a:)  =  (|;(x  +  ^)  -  (Kflc).  C^^ 

Sostituendo  ora  in  quest'ultima  identità  in  luogo  di  a?  il  valc?^^ 
speciale  Xq  t  ih,  se  ne  deduce  : 

A^w,.  =  (Kcc«  +  ih  +  ^)  -  (Kx'o  +  ih).  ^^^ 

Ma  d'altra  parte,  sostituendo  nella  (2)  in  luogo  di  x  una  voJ*^ 
Xq  +  ih  e  poi  Xq  -f  ih  +  /i,  si  ha  : 

^""^'Ui^iiiXQ  +  ih)  C^^ 

Dalle  (4),  (5)  e  (6)  segue  dunque  appunto  che: 

A*Wi  =  A*-iw,.+i  -  A^-^i^,.  C^^ 

766.  Sussistendo  fra  i  numeri  del  quadro  (1)  le  relazioni  (7), 
facile  scorgere  che  i  numeri  del  quadro  stesso  si  potranno  calcola. 
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per  mezzo  di  semplici  addizionij  appenaohè  si  conoscano  i  numeri 
iella  prima  orizzontale;  giacché  allora  si  potrà  anche  considerare 
^ome  conosciata  completamente  V  ultima  colonna  i  cui  elementi 
(ODO  tutti  eguali,  come  si  è  osservato. 

Quanto  poi  ai  numeri  della  prima  orizzontalo,  essi  si  determi- 
leranno  mediante  semplici  sottrazioni  dopoché  si  siano   calcolati 

primi  n  +  1  numeri  della  prima  colonna  :  w©  >  **i  >  ^2  •  •  •  ^n  »  ®^" 
;endo  n  il  grado  di  f{x), 

766.  Esempio.  —  Si  vogliano  calcolare  i  valori  che  prende  la  fun- 
:ione  : 

f{x)  =  4a;3  -  2x3  +  X  t  2 

>er  i  valori  speciali  di  x  : 

-1,0,1,2,3,4,5,6,7,.... 

Colla  sostituzione  diretta  dei  primi  quattro  valori  in  f{x)  si  troverà 
mbito  : 

A-l)  =  -5,A0)  =  2,r(l)  =  5,A2)  =  28. 

Si  avrà  cosi  : 


«A  =  —  5 


t^i=      2 
t*3=    28 


Awq  =  tti  —  Wq  =  7 
Am^  =  t*2  —  tt^  =  3 
AU}  =  W3  —  Wg  =  23 


A«i/o  =  -  4 
A2?^i=    20 


A^Uo  =  24 
A^Wj  =  24 

A^tt^  =  24 
A^wj  =  24. 


(8) 


Fatto  ciò,  si  potrà  calcolare  u^  con  sole  tre  addizioni,   poiché 
i  ricaverà  successivamente  : 

A»t^g  =  A^^i  +  A»Wi  =  20  +  24  =  44 

AW3  =  Aug  +  A^Wj  =  23  +  44  =  67 

1*4=    Ws  +  ^^3  =  28  +  67  =  95. 

Con  ciò  il  quadro  (7)  si  troverà  accresciuto  di  una  nuova  diagonale, 
ìoè  diverrà  : 


X 

K^) 

^f{x) 

A^/tx) 

^'m 

-1 

-5 

7 

-4 

24 

0 

2 

3 

20 

24 

1 

5 

23 

44 

24 

2 

8 
2 

67 

24 

3 

5 

9 

24 

4 

24 

5 

24 

E  cosi  si  seguiterà  aggiungendo  allo  stesso  modo  tante  diago- 
nali nuove  per  quanti  sono  i  numeri  della  prima  colonna  che  si 
vogliano  calcolare. 

7G7.  Se  è  data  una  certa  funzione  di  x  : 

f(x)  =  a^x""  +  ayX*"^^  +  a,»'*""*  +  .  .  .  +  a^  (9) 

e  si  ponga  per  brevità  (*)  : 

x{x  —  h){x  —  2A)  .  .  .  (x  —  ((jL  —  1)A)  =  X** , 

è  facile  riconoscere  che  si  potranno  sempre  determinare  ed  in  un 
unico  modo  dei  nuovi  coefficienti  costanti  «q  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a^  tali  da 
aversi  identicamente  : 

f{x)  =  a^x^  +  ttisc^^  +  . .  .  +  OL^^iX  -f  a^.  (9)' 

Eguagliando  infatti  i  due  coefficienti  di  x**  nelle  due  espres- 
sioni (7)  e  (7)',  si  avrà  dapprima  Uq  =  a^.  Eguagliando  i  coefficienti 
di  ac**"^  si  avrà  un'equazione  che  conterrà  soltanto  a^  ed  a^  e  farà 
quindi  conoscere  il  valore  di  a,.  Eguagliando  poi  i  coefficienti  di 
x^^  si  avrà  un'equazione  di  primo  grado  in  a©  ,  «j  ,  Oj  dalla  quale, 
essendo  già  noti  a^  ed  a^ ,  resterà  determinato  in  modo  unico  il 
valore  di  a^  e  così  di  seguito. 

768.  Ciò  posto,  si  ha  per  la  definizione  di  A/'(x)  : 

Ar(cc)  =  ao[(x  +  hf  -  x^'\  +  a^[{x  +  hf^^  -  ac"^]  +  . . . 

Ma: 

{x'\-hY-x^-{x-^h)x{x"h)  .  .  .  (aj-(lx-2)^) 

-aj(x-;i)  ...  (jc-(tiL-2);i)(aj-(iiL-  l)7i)  (1^3 

=x{x-h) ...  (x-(ix-2)/i)[(cB+/i)-(x-([x-l)/i)]  =  pLAaj**^. 
Quindi  : 

Vediamo  così  che:  il  rapporto  incrementale: 

A  f(x)      f(x  +  h)  -  f(x) 


8i  deduce  dalla  forma  (9)'  di  f(x)  precisamente  colla  stessa  legff^^ 
di  derivazione  mediante  cui  dalla  forma  ordinaria  (9)  di  f(x)  ^* 
dedurrebbe  f'(x). 

769.  Prendendo  ora,  della  funzione  (11)  la  differenza  prima  cti^ 
sarà  eguale  a  à^f{x)y  si  avrà  immediatamente  applicando  la  r^* 


(♦)  Per  A  =  0,  «**  coinciderà  appunto  coll'ordinaria  potenza  «**. 
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Ta  di  derivazione  ora  dimostrata  : 


recedendo  allo  stesso  modo  si  troverà  : 

AY(ìb)  =  h^\n{n  -  1)Ch  -  2)7oX^^3  ^  _  .  j  (13) 


ultimo  : 

A  Y(x)  =  [7iao  =  [na,. 

70.  Se  con  ^^f(0)  intendiamo  quel  valore  speciale  che  prende 
(x)  quando  si  ponga  a;=0,  sostituendo  x=0  nelle  Ul),  (12),  (13),..., 
crova  (per  Ti  =  1)  : 

Ar(0)=a„.,  ,  AV(0)=L2a,.,  ,  A3/(0)=L3a,_3  ,••..  (14) 

^lediante  queste  formolo  si  potranno  calcolare  i  coefficienti  a^  , 
,  «2  ...  della  forma  (9)'  di  f{x)  quando  siano  dati  i    coefficienti 
-Ila  forma  (9).  Sostituendo  poi  i  valori  delle  a<,  ,  a^  ,  ...  ricavati 
^lie  (14)  in  (9/,  si  ha  la  formola  : 

«.)  =  „0) .  .^  ^  «^*W)  +...,  .>M.  (,6) 

1  L^.  [n 

T71.  Esempio.  —  Per  : 

f{x)  =  ix^-'2x^-¥x  +  2 

^  già  trovato  all'  art.  766  (dove  si  è  preso  ^  =  1)  : 

/ì(0)  =  2  ,  A/^0)  =  3  ,  A V(0)  =  20  ,  Ay(0)  =  24. 

S  i  ha  dunque  per  f(x)  la  nuova  espressione  : 

Q         20  24    ~  — 

f{x)  =  2  +  7JC  +  r-3c«  +  f^x^  =  4x3  +  10aj*'+  'òx  -f  2. 

1         [2  [3 

72.  La  teoria  esposta  in  questo  §  può  avere  molta  importanza 
ica  nei  calcoli  da  farsi  per  la  separazione  delle  radici  reali 
{x)  =  0. 

fatti,  sia  che  sì  applichi  il  teorema  di  Budan,  come  se  si  ap- 
i  quello  di  Sturm,  potrà  occorrere  facilmente  di  dover  sud- 
ere  l'intervallo  compreso  fra  certi  valori  speciali  xq  ed  se,  in 
imero  molto  grande  di  intervalli  e  questi  si  prenderanno  or- 
amente  tutti  eguali  fra  loro. 

ratterà  allora  di  calcolare  i  valori  che    assume    una  stessa 
10  ^{x)j  appartenente  alla  serie   di   Budan    od  a  quella  di 
per  i  valori  speciali  di  x  : 

Xq  j  Xo+h  y  Xq-Ì-  2h  y  .  ,  .  ,  x^ 

h  la  grandezza  dei  nuovi  intervalli. 
*  m  sia  il  grado  di  ò(a;),  basterà  calcolare    (art.  765)   le 
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differenze,  a  base  Ti  : 

dopodiché  tutti  i  valori  speciali  ^{xq  +jh)  si  potranno  ottenere  per 
mezzo  di  semplici  operazioni  di  addizione. 

773.  È  utile  notare  che  l'ultima  differenza  A"*4'(^)  ^  uguale  (ar- 
ticolo 769)  ai  primo  coefficiente  di  ^{x)  moltiplicato  per  [m.  Cosi, 
nell'esempio  dell'art.  766,  sapendosi  già  a  priori  che  A'uo=24,  po- 
teva bastare  il  calcolo  dei  tre  soli  valori  /(— 1)  ,  f{0)  ,  f(l).  Sarà 
però  vantaggioso  di  avere  eseguito  il  calcolo  nel  modo  che  si  era 
indicato,  in  quanto  che  si  potrà  avere  una  riprova  dell'esattezza 
dei  calcoli  fatti  vcritìcando  che  l'ultima  differenza  calcolata  coin- 
cide effettivamente  col  detto  valore  già  conosciuto. 

Hote  ed  Eaeroiii. 


1.  Per  maggiori  sviluppi  sulla  teoria  delle  funzioni  intere  di  x  ordinate 

secondo  le  potenze  x**^  y  ^'*~\  •  •  •  rimandiamo  al  §  che  segue,  come  pure 
alla  memoria:  V  analisi  algebrica  e  V  interpretazione  fattoriale  delle  potenze 
(Giornale  di  matematiche  di  Battaglini^  Voi.  XXXI).  Osserviamo  intanto  fin 
d'ora  che  il  calcolo  delle  differenze,  trattato  secondo  quest^ordine  d'idee, 
conduce  ad  altri  teoremi  riguardanti  il  problema  della  separazione  delle 
radici,  che  presentano  molta  analogia  con  quelli  già  esposti  nel  Gap.  I^' 

2.  Ci  limiteremo  qui  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  contiene  in 
so  come  caso  particolare  la  regola  dei  segni  di  Cartesio  (che  si  dedurrà 
facendo  h  =  0). 

Data  V  equazione  : 


dove  : 

x»^  =  x(x-h)(x-2h)...(x-(ix-l)h)  ,  h>0, 

il  numero  delle  sue  radici  reali  positive  maggiori  di  {n—l)h.non  può  superare 
il  numero  delle  variazioni  di  segno  nella  serie  dei  coefficienti  Oq  ,  Sj ,  a,  ,«•)  ««• 
Basterà  dimostrare  che  se  un  polinomio  : 


si  moltiplica  per  a?  —  p,  essendo  p  >  wiA,  e  si  ordina  quindi  il  risultato  se- 
condo le  potenze  x*^"^^  ,  a?'** ,  o?"*"^,  ...  il  numero  di  variazioni  nei  coem- 
cienti  del  nuovo  polinomio  supera  sempre  di  un  numero  dispari  di  unit» 
il  numero  delle  variazioni  che  si  avevano  nel  polinomil).o  ) 
Sia  infatti  : 

^{x){x  -  p,){x  -  pj)  .  .  .  (a  -  Px)  =  0  (2^ 

l'equazione  proposta  in  cui  si  siano  messi  in  evidenza  i  fattori  lineari  cor- 
rispondenti alle  radici  pi  ,  p,  ,  •  •  •  j  px  maggiori  di  (n-l)A.  Supposto  dimO' 
strato  quanto  si  è  detto  or  ora,  ciascuna  delle  funzioni  intere: 

(j;(x)  ,  ^(xXx  "  Pj)  ,  if{x){x  -  Pi)(aJ  -  p,)  ,  .  .  . 

ordinata  come  la  (l)  conterrà  un  numero  dispari  di  variazioni  in  più  dell* 
precedente.  Quindi  il  numero  delle  variazioni  che  già  esistevano  in  ^.^)\ 
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si  troverà  accresciuto,  dopo  la  moltiplicazione  per  {x-p^)(x—p^)  ...  (x—pi)^ 
di  X  -H  2Àr,  essendo  k  un  intero  positivo  o  nullo. 

8.  Per  completare  la  dimostrazione,  ci  rimane  a  far  vedere  che  il  poli- 
nomio (1)  ha  un  numero  dispari  di  variazioni  in  meno  del  polinomio  ana- 
logo 'che  si  ottiene  sviluppando  il  prodotto  di  (1)  per  (x—p). 

Questo  sviluppo  è  il  seguente  : 


ao« 


•"+'        +  a, 

a"*           +a. 

x"*-i            -faj 

aj»*»-»  +...+  0 

-f-  tnhaQ 

4-(m— l;Aa, 

+(?n-2)7iaj 

-f  0 

-  poo 

~P«i 

-pò. 

-9<*m 

(3) 


Ciò  posto,  siano  ordinatamente: 

quelli  fra  i  coefficienti  di  (1)  nei  quali  accadono  le  variazioni  ,  cosicché 
p.  es.  i  coefficienti  compresi  fra  a«  ed  Of  abbiano  tutti  lo  stesso  segno  di 
Of  opposto  a  quello  di  a,.  Nello  sviluppo  (3)  si  ha  al  posto  del  coefficiente 
a^  il  coefficiente  : 

che  avrà  però  lo  stesso  segno  di  a^ ,  poiché  a^^,  è  di  segno  opposto  a 
quello  di  a^  e  la  parentesi  j(m— <-f  ì)^— pi  ha  valore  negativo  per  Pipotesi 
fatta  p  >  mh. 

Se  si  considera  finalmente  che  V  ultimo  coefficiente  dello  sviluppo  (8) , 
cioè  —  pa^^,  ha  segno  opposto  ad  a^  ,  e  quindi  anche  opposto  al  segno 
dell'ultimo  coefficiente  a„  di  (4),  si  vede  che  i  coefficienti  dello  sviluppo  (8) 
presenteranno  in  ognuno  dei  posti  corrispondenti  agli  indici  : 

altrettante  variazioni ,  alle  quali  se  ne  potranno  aggiungere  anche  altre 
Csempre  però  evidentemente  in  numero  pari)  provenienti  dai  segni ,  che 
non  conosciamo,  dei  coefficienti  di  (8)  compresi  fra  il  posto  r*°°  ed  il  po- 
sto^ »»<>,  ovvero  fra  r#«no  ed  il  ^■>'>,  ecc. 

£  dunque  chiaro  che  i  coefficienti  di  (8)  presenteranno  un  numero  di 
variazioni  eguale  a  quello  della  successione  (4)  aumentato  di  uu  numero 
dispari  di  unità,  e.  d.  d. 

4.  Tenuto  conto  delle  formolo  dell'art.  770,  il  teorema  ora  dimostrato  si 
può  anche  enunciare  cosi  : 

//  numero  delle  radici  positive  dell* equazione  di  grado  n,  f(x)=0,  che  tono 
maggiori  di  (n— l)h,  non  può  superare  il  numero  delle  variazioni  contenute 
riella  Mucceteione  : 

f(0)  ,  Af(0)  ,  A*f(0)  ,  . .  .  ,  A('"f(0) , 

siove  le  differente  B*intendono  riferite  alV incremento  finito  h. 

Il  teorema  di  Budan  ci  darebbe  invece  come  limite  superiore  di  questo 
stesso  numero  di  radici,  che  sono  poi  lo  radici  comprese  fra  (n— 1)A  e  -f  co  , 
il  numero  delle  variazioni  della  successione  : 

/<(n - i)h)  ,  f'{(n -  l)h)  ,  r'{(n  -  \)h\  ...,  fW{(n  -  1))a). 

5.  Si  deduca  come  corollario  del  teoroma  ora  dimostrato  che:  il  numero 
tidle  radici  pontive,  comprese  fra  0  e  k,  delV equazione  : 

aox'*  +  aiX'*-^  +  .  .  .  +  a,,.,x  +  a^  =  0  (5) 

non  può  superare  il  numero  delle  variazioni  contenute  nella  aucceeaione  : 

9(0)  ,  A9(0)  ,  A»9(0) A»9(0) , 
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esiendo  ; 

9(x)  =  Ho  +  a,x  +  a^*  +  .  . .  +  a^x** 

e  V  incremento  h,  con  cui  sono  costruite  le  differenze  X,  eeeendo  prteo  eguali 

ad 

(n-Dk 

6.  Si  deduca  ancora  come  corollario  un  limite  superiore  del  numero  di 
radici  di  /(x)  =  0  comprese  fra  due  numeri  qualunque,  espresso  dal  numero 
delle  variasioni  di  un'unica  successione  di  differenze  di  funzioni,  determi- 
nando opportunamente  V  argomento  delle  funzioni  e  V  incremento  k  delle 
differenze. 

§  4.0  —  Altri  teoremi  sai  calcolo  delle  dlfféreme. 

774.  Da  quanto  si  è  esposto  nel  §  precedente  già  appare  che 
per  mettere  in  completa  evidenza  la  perfetta  analogia  ira  le  dif- 
ferenze dei  diversi  ordini  di  ima  funzione  f(x)  e  le  sue  derivate 
ordinarie  f{x)  ,  f"{x)  ,  .  .  .  ,  conviene  considerare  in  luogo  delia 
semplice  differenza  lf{x)  il  rapporto  incrementale: 

Af(x)  _  f(x  -I-  h)  -  f(x) 

Noi  chiameremo  questo  rapporto  la  prima  derivata  a  differenza 
finita  h  della  funzione  /«x),  per  distinguerlo  dall'ordinaria  deri- 
vata f*(x)  e  la  indicheremo  con  f'{x), 

È  chiaro  che,  facendo  tendere  h  allo  0,  la  derivata  a  differenza 
finita  h  tende  a  confondersi  (art.  684)  coirordinaria  derivata  f'xi 
Si  può  dunque  considerare  la  f'(x)  come    il    caso    particolare  di 

f{x)  che  corrisponde  ad  ^  =  0  ;  o  meglio  si  potrà  dire  che  f\x) 
è  la  derivata  a  differenza  infinitesima  di  f{x)  (*). 


775.  Prendendo  di  f(x)  un'altra  volta  la  derivata  a  differenza 
finita  hy  si  avrà  la  seconda  derivata  a  differenza  finita  h   che  si 

indicherà  similmente  con  f"{x)  ;  e  si  avrà  evidentemente  : 


f"{x)  = 


'(T) 


h^ 


In  generale,  si  indicherà  couf^*'^{x)   la   k'^^    derivata,  a  diffe- 
renza finita  h,  di  fix)  ;  e  si  avrà  : 


7^,  =  ^'. 


(!) 


(♦)  Invero  il  rapporto  incrementale  (1)  non  avrebbe  senso  per  A=0.  Peròsi 

f(x-\-0)'-f(x) 
considererà  il  simbolo  come  Tequivalente  di 

lim =/  (a?). 

h=o  h 
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776.  Ciò  premesso,  la  legge  di  derivazione  delle  funzioni  intere 
può  enunciare  allo  stesso  modo  sia  che  si  tratti  di  derivata  a 
fférenza  finita  h  ovvero  di  derivata  ordinaria.  Soltanto,  in  que- 
'ultimo  caso  si  applicherà  la  legge  di  derivazione  alla  funzione 
x)  ordinata  secondo  le  potenze  ordinarie  di  x,  nel  mentre  che 
3l  primo  caso  s'intenderà  applicarla  ad  f{x)  ordinata  secondo  le 

otenze    a**  ,  cc'*"^,  .... 
Invero,  se  sia  data  la  funzione  intera  di  grado  n  : 

f(x)  =  aox''  +  a,a;**~^  -f  a^x*'""  +  .  .  .  +  a„  (3) 


ha  : 


f(x)  =  lim^^  =-•  naox'*-^  f  (w  -  l)a,x'''^  +  .  .  .  (4) 


d  affatto  analogamente  (art.  768)  : 

àf(x) 


h 
Di  qui  si  deduce  ora  colla  stessa  legge  dì  derivazione  : 

7^)  =  n(?i  -  l)ao;c^^  +  (n  -  l)(;i  -  2)(x^x^^^  +  .  .  .  (6) 

così  di  seguito. 

777.  A  questo  punto  è  importante  di  osservare  che  la  perfetta 
iialogia  fra  i  due  processi  derivativi  ha  per  conseguenza  una  per- 
etta analogia  fra  molli  teoremi  dell'algebra  ottenuti  coll'uso  delle 
erivazioni  ordinarie  ed  altri  teoremi  ottenuti  coiruso  delle  diffe- 
ìnze  finite.  Ciò  dipende  dal  fatto  che,  oltre  alla  perfetta  somi- 
lianza  dei  due  processi  derivativi,  si  ha,  come  già  si  è  notato 
irt.  499),  una  completa  somiglianza  fra  lo  sviluppo  della  potenza 
rdinaria  del  binomio  : 

{x  +  yr  =  a:**  +  ('ly^'-'y  +  (2)»^'*' V  +  . . .  ,  (7) 

le  è  la  prima  base  del  calcolo  algebrico,  e  lo  sviluppo  della  po- 
jnza  : 

(X  +  yf  =  x"*  +  (^)x'^'y  I  (2  ja^'^y'  +  •  •  •  •  (8) 

Si  ha  così  evidentemente  una  categoria  assai  estesa  di  teoremi 
Igebrici  i  quali  non  cessano  di  esser  veri  qualora  nel  loro 
iu7iciato  si  sostituisca  ad  ogni  potenza  x"  la  potenza  corrispon- 

ente  x'*  =  x(x  -  h)(x  -  2h)...(x  —  (n  —  l)h)  e  ad  ogni  derivazione 
rdinaria  la  corrispondente  derivazione  a  differenza  finita  h. 

778.  Come  prima  applicazione  importante   di   questo   principio, 

Capklli.  —  I»liiu%ioni  di  analisi  algebrica,  S.''   cdis .  52 
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ci  sarà  lecito  di  scrivere  senz'altro  la  sogaente  forinola: 

r(a:  +  y)=r(aj)+y7>)  +  gr^)4-^r^+...  (I) 

la  quale  altro  non  è  che  T  ordinaria  formola  di  Taylor  interpre- 
tata nel  nuovo  modo. 

Invero  la  formola'di  Taylor  è  stata  da  noi  dedotta  (art.  501'503\ 
partendo  dalla  funzione  f(x)  ordinata  secondo  le  potenze  a**,  «"'V*  i 
mediante  il  solo  uso  dello  sviluppo  della  potenza  del  binomio  e 
dell'ordinaria  derivazione.  Se  dunque  si  parta  invece  da  f{x)  or- 
dinata secondo  le  potenze  ce'*  ,  a;'*"^ ,  ...  e  si  ripetano  le  stesse 
deduzioni  sostituendo  le  potenze  x^  con  x^  e  le  derivate  f^^^  con 

le  f^^\  il  risultato  cui  si  perverrà  sarà  certamente  esatto  e  sarà 
precisamente  la  formola  (I). 

779.  Se  nella  formola  (I),  che  vale  qualunque  siano  i  valori  di 
X  ed  yj  si  cambia  x  con  ^  e  si  pone  quindi  ^  =  0,  se  ne  dedace 
la  seguente  : 


f{x)  =  AO)  +  «=Tp  +  '«^^-jj^  +  •  •  •  («) 

che  corrisponde  alla  formola  (8)  dell'art.  504. 

Finalmente  se  nella  (I)  sostituiamo  y  —  a:  in  luogo  di  y  e  scam- 
biamo poi  X  con  2/j  troviamo  la  formola: 


che  corrisponde  alla  (9)  dello  stesso  articolo. 

780.  Se  nelle  formole  (I),  (II),  (III)  sostituiamo  in   luogo  delle 
potenze    x^,  y^  i  loro  sviluppi  x{x  —  h)  ...  ,  y[y  —  h)  ...  ed  in  luogo 

ài  f^^^  il  simbolo  equivalente  (art.  775):  p-,  esse  assumono  risp. 
la  forma  : 

nx  +  /i;  =  /  (X)  + 1  ^f{x)  H-  y^^  ^^f(x)  +  . . .  d'; 

=A^H^^'-f(f-o•-r-•• 

L'ultima  di  queste  formole  è  conosciuta  nel  calcolo  delle  diff^ 
renze  sotto  il  nome  di  formola  di  Newton, 
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781.  Se  nella  forinola  (!')  si  ponga  y  =  hZj  essa  diviene  : 

r(x  +  hz)  =  f{x)  +  [l)^f(x)  4-  (2)A*Aaj)  -h  . . .  (9) 

Questa  formola  può  riuscire  utile,  prendendo  per  z  un  numero 
intero  qualunque^  per  calcolare  un  termine  qualunque  della  suc- 
cessione indefinita: 

fi^o) ,  fi^o  +  h)  ,  f{xo  +  2h) ,  A«o  +  371) ,  .  .  . 
quando  si  siano  già  calcolate  le  differenze  : 

AA^o)  ,  Ay(a:o)  ,  .  .  . ,  ^^''^f{xo)  , 
essendo  n  il  grado  di  f{x). 

782.  Per  mostrare  con  altro  esempio  la  fecondità  del  principio 
enunciato  airart.  777,  proponiamoci  di  ricercare  il  teorema  corri- 
spondente a  quello  già  dimostrato  (art.  699)  che:  la  condizione 
necessaria  e  sufflciente  affinchè  a  sia  radice  multipla  di  grado  X 
di  un'equazione  f(x)  =  0^  si  è  che  a  sia  anche  radice  multipla,  di 
grado  X  —  1,  della  sua  prima  derivata. 

La  definizione  di  radice  multipla  di  grado  X  consistendo  nel 
dover  essere  f{x)  divisibile  esattamente  per  (x  —  a)^ ,  si  tratterà 
ora  di  ricercare  la  condizione  affinchè  f(x)  sia  invece  divisibile 

per  (ac  —  a)\ 

E-ipeteudo  parola  per  parola,  salvo  i  mutamenti  richiesti  dalla 
legge  di  analogia  già  spiegata,  la  dimostrazione  fatta  agli  arti- 
coli 697-699,  si  giungerà  alla  conclusione  analoga  che: 

Se  a  è  radice  di  f(x)=0,  affinchè  f(x)  sia  divisibile  per  (x  —  ot)^  j 
cioè  per  (x  -  a)(x  —  a  —  h) ...  (x  —  a  -  (X  —  l)h),  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  f'(x)  sia  divisibile  per  (x  —  a)^"^  :  ossia  anche^  che  è  la 
stessa  cosa,  che  a  sia  anche  radice  delle  equazioni  : 

Af(x)  =  0  ,  A2f(x)  =  0  ,  .  .  . ,  A^-^f(x)  =  0. 

Note. 

1.  La  nozione  di  differenza  si  può  anche  stabilire,  indipendentemente 
<ial  concetto  di  funzione,  partendo  da  una  successione  qualsivoglia,  purché 
^en  determinata,  di  numeri  : 

Uq    j   Uy^    ,    U^   y    U^    ^    ,    ,    ,   y    U^   j    .    ,    ,    ,  (1) 

In  tal  caso  si  definirà  la  differenza  prima  di  un  termine  qualunque  u 
ome  ciò  che  si  ottiene  sottraendo  quel  termine  dal  successivo,  cioè  : 

Am,  =  Ui^^  -  Ui.  (2) 

Alla  successione  (1)  corrispondendo  così  una   successione    di  differenze 

A?/o  ,  Awi  ,  Amj  ,  .  .  .  ,  Aw„  ,  .  .  .  ,  (3) 

i    potrà  ora  considerare  la  successione  : 

A*Wo  ,  A%j  ,  A^ttj  ,  .  .  .  ,  A*M^  ,  .  .  .  (4) 
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formata  dalle  differenze  prime  dei  termini  di  (8)  ohe  si  chiameranno  le 
differenze  seconde  dei  corrispondenti  termini  di  (1);  e  cosi  di  segnito. 

2.  Qaalora  si  potesse  trovare  nna  funziono  ben  determinata  /(x)  per  la 
qnale  si  avesse  precisamente: 

AO)  =  wo  ,  Al )  =^  t^i  ,  A2)  =  u,  , . . . , 

è  manifesto  che  i  nnmeri  della  saccessione  (8)  si  potrebbero  scrivere  senza 
pericolo  di  ambiguità  sotto  la  forma  : 

^f{0) ,  AAD ,  AA2) .... 

in  quanto  essi  si  possono  ancLe  considerare  come  ottenuti  dalla  funsione 
À/(a;),  definita  come  all^art.  761  prendendo  T  incremento  ^=1,  ponendo  in 
essa  successivamente  oc  =  0,  1,  2,  .  .  .  .  £  cosi  si  avrà  in  generale  : 

A*w,  =  AV(i). 

8.   Un  termine  qualunque  xif^^della  aucce$BÌone  : 

%  »  ^1  7  1^2  »  •  •  •  7  ^n  »  •  •  •  W 

8Ì  può  dedurre  dalle  prime  n  differenze  del  primo  termine  mediante  la  foT' 
mola  : 

u,.  =  no  +  (;) Aou  +  (5)A*ao . . .  +  (;)aX.  (5) 

Supponiamo  infatti  fissato  il  valore  che  si  vuol  considerare  per  ii.  Esi- 
sterà sempre  (art.  488)  una  fun7.ione  intera  ^(x)  per  la  quale  si  abbia: 

9(0)  =  tio  ,  9(1)  =  Ui  ,  9(2)  =  t/,  ,  .  .  .  ,  9(n)  =  u„.  (6) 

Applicando  a  questa  funzione  <^(x)  la  formola  (II)'  deir  art.  780  in  cui 
Tincremento  h  si  prenda  eguale  ad  1  e  si  faccia  s-=  n^  si  otterrà  : 

(f(n)  =  9(0)  +  (")a9(0)  +  (2*)a*?(0)  +  . . . . 

Ora  questa  formola  è  precisamente  la  (5),  poiché  dalle  (6)   si  ha  che: 
9(71)  =  1/,,     e     ^\(0)  =  ^'uo    per    t  =  l,  2,  3, (7) 

4.  La  formola  (5)  si  può  anche  scrivere  simbolicamente  cosi  : 

M„  =  (l  +  A)»-Mo,  (8) 

poichò,  sviluppando  la  potenza  del  binomio  come  so  A  fosse  un  numero, 
la  (8)  si  riduce  precisamente  alla  (5). 

La  (8)  si  può  però  anche  interpretare  nel  senso  che  il  termine  u^  si  àe- 
duce  dal  termino  Uq  applicando  ad  esso  n  volte  di  seguito  Toperasione 
1  -f-  A  che  applicata  ad  un  termine  qualunque  della  successione  (1)  lo  c*^* 
^ia  nel  termine  seguente,  poiché  : 

(1  +  \)Ui  =  Ui  +  ^Ui  =  Ui  +  (w,-^i  —  XLi)  =  Ui^^, 

Infatti,  applicando  n  volte  di  seguito  ad  u^  quest^  operazione,  esso  si 
cangierà  successivamente  in  Mj  ,  k^  ,  U3  .  .  .  e  per  ultimo  in  Wj,  ,  appunto 
come  verrebbe  significato  dalla  (8). 

La  formola  (8),  e  quindi  anche  la  (5),  si  sarebbe  cosi  potuta  anche  pre- 
vedere immediatamoute  in  base  alla  nozione  di  differenza. 

5.  Una  differenza  qualunque  A"Uo  è  legata  ai  primi  n  -f  1  termini  della  f^^' 
ceasione  : 

Ho  )  111  >  11»  7  •  •  •  7  U^  , 


•  •  t 
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dalla  relazione  : 

(-  D-A^Mo  =  «0  -  (i  )w,  +  (2  )««  -  -  ±  (")«»•  (9) 

Sia  infatti  ancora  9(2)  una  funzione  intera  di  x  che  soddisfi  alla  (6).  Si 
può  scrivere: 

A"9(«)  =  [(H-  A)-l]VaJ) 

e  quindi  : 

(-  O^A^Cx)  =  Il  -  (l  +  A)r?(x)  = 

=  ?(»:)  -  (  J)(l  -l-  A)9(x)  +  (^*)(1  +  A)«?(a:)  -  . . . , 
ossia  anche,  poichò  Toporazione  (1  + 1)  cangia  9(^7)   in  ^[x  +  1)  : 

(-l)"A»9(a;)=9('c)-(i  )?(x+l)+  (;)?(xf  2)-  ....  (IO) 

Se  in  questa  identità  si  pone  ora  j;  =  0,  viene  : 

(-l)»A\(0)=9(0)-(';)<^(l)+(^)9(2)-...±(j)9(n) 

che  è  appunto  la  formola  (9),  come  si  vedo  dalle  (6)  e  (7). 

§  5.<>  —  Approssimazione  delle  radici. 
Metodo  di  Newton.  Aggiunte  dlìFonrler. 

783,  Una  volta  separata  una  certa  radice  reale  a  deirequazione 
proposta  a  coefficienti  reali  : 

/Tx)  =  o,  (1) 

cioè  determinati  due  numeri  «  e  6  (a  <  ò)  tali  che  fra  a  eh  cada 
soltanto  la  radice  a  che  si  supporrà  semplice  e  nessun'  altra  ra- 
dice reale  della  (1),  si  tratta  poi  di  determinare  il  valore  di  a.  Ciò 
non  si  può  fare  in  generale  che  per  via  di  successiva  approssima- 
zione determinando  le  successive  cifre  della  frazione  decimale  rap- 
presentante a  fino  a  quella  cifra  che  corrisponde  al  grado  di  ap- 
prossimazione desiderato. 

Tale  approssimazione  non  presenta  dal  punto  di  vista  teorico 
alcuna  difficoltà.  Infatti,  poiché  fra  a  e  6  cade  una  sola  radice  di 
f{x)  =.  0,  sappiamo  che  f{a)  ed  f[b)  saranno  di  segni  opposti  (ar- 
ticolo 720).  Se  dunque  sia  e  un  numero  qualunque  compreso  fra 
a  e  6  (p.  es.  il  loro  medio  aritmetico)  ò  chiaro  che,  se  f(a)  ed  f{c) 
sono  di  segno  eguale,  f{c)  ed  f{b)  saranno  di  segno  opposto  e  vi- 
ceversa. Se  dunque  il  cambiamento  di  segno  di  /*(»)  avviene  p.  e. 
fra  e  e  6,  concluderemo  che  la  radice  a  è  compresa  fra  e  e  6. 
Inserendo  ora  di  nuovo  fra  e  e  6  il  medio  aritmetico  e',  si  troverà 
similmente  che  la  radice  a  è  compresa  p.  es.  fra  e  e  e',  e  così  di 
seguito.  In  tal  modo  dopo  k  inserzioni  di  medi  aritmetici  resterà 
determinato  un  intervallo  entro  il  quale  cade   la  radice   a,   e   la 

h—a 
grandezza  di  questo  intervallo  sarà  data  evidentemente  da  --^. 


Ciò  significa  che  la  radice  a  si  troverà  allora  approssimata  a  me 

del  numero  — 7^-  il  quale  diviene  piccolissimo  per  poco  che  cres< 

Tesponente  fc. 

Ciò  nondimeno  questo  metodo  di  approssimazione  riesce  nelL 
pratica  di  troppo  lenta  applicazione,  onde  ad  esso  si  sostituiscon 
i  metodi  che  passiamo  a  spiegare. 


784.  Metodo  di  Netoton.  Se  la  differenza  (6-a),  fra  i  due  numer 
ò  ed  a  che  comprendono  cX;  sia  già  abbastanza  piccola,  si  avn 
evidentemente  : 

a  =  a  +  ^, 

dove  7^  è  un  numero  del  pari  molto  piccolo,  che  rappresenta  Tee 
rore  che  si  commetterebbe  prendendo  a  come  valore  approssimati 
di  a.  Poiché  a  è  radice  della  (1),  si  avrà: 

cioè  pel  teorema  di  Taylor  : 

f(a)  +  hf'{a)  +  h'^'^  +  ...  +  A"^-^  =  0.  (»  J) 

Essendo  ora  h  molto  piccola,  le  potenze  superiori  7j*  ,  ^' ,  . . 
sono  di  un  ordine  di  piccolezza  molto   più  grande  i  poiché ,  s 

sia  p.  es.  Ti  <  — ---,  sarà  h^  <  -i:v;r;r"  ).  Si  possono  per  tal  ragion 
^  1000'  1000000'         1-  i'  6 

trascurare  quei  termini  dell'equazione  (2)  che  contengono  a  far  ^ 
tore  h^  yh^ ,  ,  .  ,  .  Con  ciò  V  equazione  (2)  si  riduce  ad  un'  equa  - — 
zione  di  1^  grado  in  h  : 

f{a)  +  hfia)  =  0 
da  cui  si  ricava  : 

Il  metodo  di  Newton  consiste  nel  prendere  per  h  appunto  que — ' 
sto  valore,  cosicché  si  verrà  a  prendere  come  valore  approssimate^ 
di  a,  in  luogo  del  valore  primitivo  a,  il  valore  : 

n<-n       ^("^ 

et     —    d    • 

r(«) 

Per  avere  poi  un  terzo  valore  a"  maggiormente  approssimato^^^ 
si  procederà  allo  stesso  modo,  cioè  si  prenderà  similmente: 

«" = «'  -  $^,. 

f\a^)' 

Così  procedendo,  dopo  sole  due  0  tre  approssimazioni  si  giun-^ 
gerà  per  lo  più  all'approssimazione  desiderata. 

785.  La  dimostrazione  dell'art,  precedente  riuscirà  più  rigorosa 


,t 
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daireqnazione  (2)  si  deduca  dapprima  : 

hf{a)  =  —  f(,a)  —  h^  -yz ...  —  A    — ; 

e    dividendo  per  f{a): 

cio'v^e  si  è  posto  per  brevità: 

Se  ora  si  prende  per  h ,  secondo  l' indicazione  di  Newton ,  in 
luo^o  dell'intera  espressione  (4)  la  sola  prima  parte  —  w7~v»  1'®^* 

rore  che  si  commette  6  appunto  rappresentato  da  E.  Ed  invero 
8ì_  vede  cliiaramente  dalla  espressione  (5)  che  il  valore  di  E  sarà 
dì  un  ordine  di  piccolezza  superiore  alla  piccolezza  di  h,  sempre- 
^hè  la  quantità  fra  parentesi  non  sia  molto  grande,  come  d'ordi- 
^«'Fio  accade.  In  generale  dunque  l'errore  che  si  commette  pren- 

dendo  a  -  -rT—  come  valore  di  a  non  influirà  che  sopra  cifre  de- 

^^iiiali  di  ordine  molto  più  avanzato  dcirultima  già  accertata  esatta 
i^el  valore  approssimato  a;  cosicché  alle  cifre  decimali  che  già  si 
Conoscevano  esattamente  se  ne  verranno  ad  aggiungere  parecchie 
*ltre  successive  in  una  sola  volta. 

786.  Aggiunte  di  Fourier. — Se  fra  i  due  limiti  a  e  b,  che  coni- 

^^*^ndono  la  radice  a  e  soltanto  questa  radice  delV equazione  f[X)=0, 

^*^>n  cade  alcuna  radice  né  della  prima^  né  della  seconda  derivata, 

^^T  tino  dei  due  limiti  a  e  b,  p.  es.  per  a,  accadrà  che  f(a)  ed  f"(a) 

**^^o  dello  stesso  segno.  Allora  prendendo  questo  limite  coinè  primo 

.  ^^lore  approssimato  di  a  ed  applicando  ad  esso  il  metodo  di  New- 

J^^  *i,  si  otterranno  dei  nuovi  valori  sempre  pili  approssimati  ad  a 

-sempre  nello  stesso  senso  {cioè  per  difetto  0  per  eccesso  secondo 

^  e  il  punto  di  partenza  sia  il  limite  a  ovvero  il  limite  b). 

^^     Poiché  fra  a  e  &  cade  una  sola  radice  di  f{x)  =  0,  i  due  valori 

j  V^3)  ed  f{b)  saranno  di  segno  opposto  nel  mentre  che  i   due  va- 

/^  ^i  f'(a)  ed  f\b)  saranno  di  egual  segno,  non  cadendo  fra  a  e  b 

g  "^  Kìuna  radice  di  f''(x)  =  0.  È  dunque  chiaro  che,  se  f[a)  ed  f'\a) 

^^^^  no  di  segno  opposto,  f{h)  ed  f"{b)  saranno  di  segno  eguale  e  vi- 

*^  versa.  Per  fissare  le  idee,  noi  supporremo  che  siano   di   segno 

uale  f{a)  ed  f" (a).  Nell'altro  caso  la  dimostrazione  del  teorema 

unciato  si  fa  assolutamente  nello  stesso  modo. 


e 
e 


a. 


787.  Noi  dobbiamo  dunque  dimostrare  che,  partendo  dal  valore 
prossimato  per  difetto  a  e  prendendo  come  nuovo    valore   ap- 


^'^^ossimato,  secondo  Newton,  il  numero: 


"■—Ps-  <«' 
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questo  numero  è  più  prossimo  di  a  alla  radice  a  e  sempre  per 
difetto.  In  altri  termini  che  si  ha  : 

a  <  a'  <  a.  (7) 

Per  dimostrare  la  prima  diseguaglianza,  si  consideri  un  valore 
di  X  antecedente  ad  a  che  indicheremo  al  solito  con  a-  h.  Poiché 
fra  a  ed  a  —  h  non  cade  per  supposto  alcuna  radice  né  di  f{x) 
né  di  f\x)j  il  segno  di  fia)  coinciderà  con  quello  di  f^a-^h)  ed 

il  segno  di  --—  coinciderà  col  segno  di    ^ -,  Ma  il  segno  di 

fin)  ^  Aa-^) 

quest'  ultimo  quoto  è  negativo  (  art.  724  ):  quindi  anche  il  segno 

di  -ÒtK  sarà  negativo.  Dalla  (6)  segue  perciò  che  a'  è  uguale  ad  a 

accresciuto  di  un  numero  positivo;  cioè  appunto  che  si  ha  ahd., 

788.  Resta  a  dimostrare  che  a'  <  a,  cioè  che  a  -  ^— ^  <  a. 

A«) 
Ma  se  poniamo  per  brevità  : 

si  ha  in  particolare  a  -  — -  =  cp(a)  ;  ed  inoltre,  poiché  f{a)  =  0,  si 

ha  anche  a  =  9(a).  La  diseguaglianza  da  dimostrarsi  è  dunque  la 
seguente  : 

?(«)  <  9(a).  (0) 

Noi  dimostreremo  ciò  mostrando  che  ^(a:)  cresce  sempre  col 
crescere  di  ce  da  a  fino  ad  a.  Dalla  (8)  si  ha  infatti  : 

e  dividendo  per  h  si  può  scrivere  : 

rix+h)-f\x)      f(x+h)-f^x) 

à      '"'        ^  f'ix)-f{x+h) 

Di  qui,  passando  al  limite  per  h  =  0,  si  deduce  (art.  679)  : 
,.^9(x  +_;0  -<f(x)   _         f{x)r{x)  -  [fioL)]* 

k=o        h  ■*■       \f{x)y 

e  riducendo  nel  secondo  membro  : 

Poiciiò  ora  f(x)  ed  f'(x)  non  cambiano  mai  di  segno  facendo 
variare  x  da  a  fino  ad  a  e,  per  x  -  a,  f{a)  ed  f'\a)  hanno  segno 
eguale,  si  vede  che  il  prodotto  f(x)f'\x)  sarà  sempre  positivo  per 


u 
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gni  valore  di  x  compreso  fra  a  ed  a.  D' altra  parte  il  denomi- 
atore  [f{x)Y  è  pure  positivo  essendo  il  quadrato  di  un  numero 
eale  ;  quindi  il  secondo  membro  della  (10)  è  positivo,  cioè  : 

,,_^ix  +  h)  -  ^(x) 
lim 

h-zzO  h 

i  positivo  per  x  compreso  fra  a  ed  a.  Epperò  se  Tincremento  po- 
sitivo h  si  prenda  abbastanza  piccolo,  la  diflFereuza  (f(xj-h)—<f(x) 
deve  riuscire  positiva  o,  che  è  lo  stesso,  deve  aversi  : 

9(ac  -ì-h)>  (?(»). 

Questa  diseguaglianza  ci  dice  appunto  che  il  valore  algebrico 
di  9(ac)  cresce  continuamente  col  crescere  di  x  da  a  verso  a.  An- 
che la  diseguaglianza  (9)  resta  così  dimostrata. 

789.  Concludendo  vediamo  dunque  che  per  applicare  con  tutta 
sicurezza  il  metodo  di  Newton,  converrà,  specialmente  per  i  primi 
valori  approssimati,  esaminare  Tespressione  E  che  si  trascura  (ar- 
ticolo 785)  per  accertarsi  (ciò  che  si  fa  quasi  sempre  a  prima  vi- 
sta) se  essa  sia  veramente  trascurabile.  Ovvero,  non  volendo  far 
ciò^  si  potrà  occorrendo  restringere  i  limiti  di  a  e  6  che  compren- 
dono a,  fino  al  punto  di  essere  certi  che  fra  essi  non  cada  alcuna 
radice  della  prima  o  seconda  derivata,  dopodiché  si  procederà  con 
sicurezza  nel  modo  indicato  dalle  aggiunte  di  Fourier. 

790.  Esempio.  —  L'  equazione  : 

/'(x)  =  se»  -  2aj  -  5  =  0 

ha  una  radice  compresa  fra  2  e  3,  poiché  /*(2)=  — 1  ed  /t3)  =  16; 
e  non  può  averne  alcun'altra,  poiché  la  regola  di  Cartesio  ci  dice 
subito  che  l'equazione  ha  una  sola  radice  positiva.  Per  ristringere 
maggiormente  i  limiti  che  separano  la  radice,  si  dividerà  l'inter- 
vallo fra  2  e  3  in  dieci  intervalli  eguali.  Si  troverà  così  che  la 
radice  cade  fra  2  e  2,1  poiché /'(2,1)=0,061,  cioè  ha  segno  opposto 
a  quello  di  f(2).  Si  applicherà  ora  il  metodo  di  Newton  partendo 
dal  primo  valore  approssimato  a  =  2,1,  giacché  ^'(2,1)  ha  valore 
positivo  come  f{2,i).  Si  troverà; 

rW^A2AI^  0^1  ^0,00543.... 
ria)      r(a,l)      11,23        ' 

Si  ha  dunque  come  seconda  approssimazione  : 

a'  =  2,1  -  0,00543  =  2,0946. 
Si  troverà  poi  come  terza  approssimazione  : 

che  già  ci  dà  il  valore  della  radice  cercata  con  otto  cifre  deci- 
mali esatte.  A  riprova  di  ciò  basta  verificare  che /'(2,09455148)  ha 
valore  negativo. 

Capklli.  —  Istituzioni  di  analiai  algebrica,  3.»   odiz .  53 
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EsercisL 

1.  Applicare  il  metodo  di  Newton  al  calcolo  della  radice  situata  fra  i 
limiti  assegnati  nelle  equazioni  se^aenti  : 

ar*— 4a;  —  12  =  0     ;     radice  tra  2  e  8 

a;8~4a;«  -  7a:  -{-  24  =  0     ;     radice  tra  2  e  3 

a;8-24x  +  44  =  0     ;     radice  tra  8,2  e  8,8 

a'— 15a?  — 5  =  0    ;     radice  tra  4  e  4,1 

05*- Sx*  +  12x«  -}-  8x  -  4  =  0     ;    radice  tra  0  ed  1. 


§  6.0  —  Metodo  di  Horner  per  l'approssimazione  delle  radici. 
Uso  simaltaneo  dei  metodi  di  Horner  e  di  Newton. 


791.  Horner  ha  dato  un  metodo  che  permette  di  calcolare  suc- 
cessivamente le  diverse  cifre  decimali  della  radice  che  si  vuole 
approssimare,  che  si  supporrà  già  separata.  Supponiamo  p.  es.  di 
sapere  che  V  equazione  f(x)  =  0  ha  una  sola  radice  a  compresa 
fra  200  e  300,  cosicché  della  radice  a  (che  calcoleremo  p.  es.  per 
difetto)  si  conosce  la  cifra  delle  centinaia  che  è  2.  Si  tratta  ora 
di  calcolare  la  cifra  delle  decine.  Se  poniamo  a  =  200  +  h,  Tequa- 
zione  in  h  :  /(200  +  h)  =  0,  cioè  : 

1  ti  li* 

avrà  una  sola  radice  h  compresa  fra  0  e  100;  cosicché  se  nel 
primo  membro  di  questa  equazione  si  sostituiscono  successivamente 
in  luogo  di  h  i  valori  0,  10,  20,  30,  40,  50,  60,  70,  80,  90,  100, 
si  troveranno  due  valori  consecutivi,  p.  es.  30  e  40,  per  i  quali 
il  detto  primo  membro  cambia  di  segno.  Ciò  significherà  che/iè 
compreso  fra  30  e  40,  cosicché  si  sarà  determinata  la  cifra  delie 
decine  di  /i,  cioè  3.  E  si  avrà  quindi  a  =  230  +  /i, ,  dove  h^  è  un 
numero  compreso  fra  0  e  10.  Poiché  h=^*òO  +  h^ ,  l'equazione  in  hi 
si  dedurrà  dalla  (1)  al  modo  stesso  con  cui  la  (1)  si  é  dedotta 
dalla  f(x)  =  0. 

Cioè,  se  si  indichi  con  (f(/i)  il  primo  membro  della  (1),  si  avrà: 

Questa  equazione  avrà  una  sola  radice  h^  compresa  fra  0  e  10. 
Sostituendo  dunque  per  /ij  i  numeri  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10, 
si  troveranno  due  numeri  consecutivi,  p.  es.  8  e  9,  per  i  quali  il 
primo  membro  di  (2)  cambia  di  seguo  ;  cosicché  h^  sarà  compreso 
fra  8  e  9,  onde  8  sarà  la  cifra  delle  unità  di  h^  e  quindi  anche 
la  cifra  delle  unità  di  a.  E  si  avrà  a  =  238  -h  h^ ,  dove  h^  è  coni- 
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presa  fra  0  ed  1.  Per  determinare  ora  la  cifra  dei  decimi  di  h^ , 
51  procederà  allo  stesso  modo.  Poiché  Aj  -  8  -}-  A, ,  indicando  con 
i(h^)  il  primo  membro  della  (2),  si  avrà  per  ^2  l'equazione  : 

dalla  quale,  sostituendo  per  /ig  ì  valori:  0,  0.1,  0.2,  0.3,  0.4,  0.5, 
D.6,  0.7,  0.8,  0.9,  1,  si  dedurrà,  osservando  il  cambiamento  di  se- 
gno, che  h^  è  compresa  p.  e.  fra  0.6  e  0.7.  Si  avrà  allora  a=238,6+/i3, 
dove  A3  è  compresa  fra  0  e  0.1,  e  così  si  procederà  finché  si  siano 
determinate  di  a  tante  cifre  decimali  da  ottenere  il  grado  di  ap- 
prossimazione richiesto  dal  problema  che  si  tratta. 

792.  Il  metodo  spiegato  è  per  se  stesso  abbastanza  ovvio.  Ciò 
che  lo  rende  pregevole  nella  pratica  si  è  il  fatto  che  i  coefficienti 
delle  successive  equazioni  (1),  (2),  (3)  .  .  .  si  possono  calcolare  ab- 
bastanza rapidamente  col  metodo  dovuto  ad  Horner  che  noi  spie- 
gheremo in  seguito  (cfr.  Gap.  XIV,  §  2o).  Oltre  a  ciò  si  noti  poi 
che  quando  un  dato  intervallo,  entro  cui  si  sa  cadere  un  valore  h^ , 
si  suddivide  in  10  intervalli  più  piccoli,  per  riconoscere  quale  sia 
quello  di  questi  intervalli  più  piccoli  entro  cui  cade  Ti,-,  non  occor- 
rerà mai  di  fare  effettivamente  10  sostituzioni  di  valori,  ma  baste- 
ranno sempre  due  o  tre  od  al  più  4  sostituzioni.  Così  p.  e.  per  deter- 
minare le  due  cifre  consecutive  della  successione  0,  1,  2,  .  •  . ,  10 
che  comprendono  fra  loro  la  radice  h^  dell'  equazione  ^(h^)  =  0,  co- 
noscendosi già  per  il  calcolo  anteriore  il  segno  di  ^{0),  che  sia  p.  e. 
+  ,  si  sostituirà  h^  =  5.  Allora,  se  <p(5)  riesce  positivo,  h^  sarà  com- 
preso fra  6  e  10;  nel  caso  contrario  fra  0  e  5.  In  entrambi  i  casi  re- 
steranno ad  esaminarsi  soltanto  5  intervalli.  Si  vede  dunque  che, 
con  una  sola  sostituzione,  grintervalli  da  esaminarsi,  che  prima 
erano  dieci,  si  sono  ridotti  a  5  soli  intervalli  consecutivi.  Con  una 
nuova  sostituzione  questi  5  intervalli  si  ridurranno  a  soli  2  0  3, 
onde  è  chiaro  quanto  si  è  asserito. 

793.  A  queste  osservazioni  ne  aggiungeremo  un'altra  mediante 
la  quale  il  metodo  di  Newton  esposto  al  §  prec.  si  può,  almeno 
ad  un  certo  punto  del  calcolo,  intrecciare  assai  opportunamente 
col  metodo  di  Horner.  Supponiamo  invero,  per  fissare  le  idee,  che 
si  sia  giunti  al  punto  di  dover  determinare  h^  radice  dell'  equa- 
zione : 

X(^i)  =  0 

la  quale  sia  compresa  fra  0  e  0.001. 

Si  tratta  allora,  per  avere  la  quarta  cifra  decimale  della  radice 
cercata,  di  riconoscere  nella  successione  dei  dieci  numeri  0,  0.0001, 
3.0002,  . . .  ,  0.0009,  0.001  quali  sono  i  due  numeri  consecutivi  per 
i  quali  la  funzione  x  cambia  di  segno. 

Secondo  il  metodo  di  Newton  la  radice  hi  sarebbe  data  appros- 

jimativamente  da  -^^7-—.  C'è  dunque  gran  probabilità  che  i  due 

X'(0) 
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numeri  della  successione  precedente  comprendenti  h^  sieno  quali: 

stessi  fra  cui  cade  il  numero  "^jrJr:»  Si  possono   quindi    sempn 

senz'altro  provare  questi  due  numeri  e  molto  facilmente  si  riscon 
trerà  che  per  essi  appunto  avviene  il  cambiamento  di  segno.  S 
noti  poi  che  i  valori  ^(0)  e  y'iO)  sono  già  noti,  poiché  coincidon 
coi  coefficienti  di  Ti^^*  ed  hi  nella  funzione  x(^<^« 

794.  Chiuderemo  con  un  esempio  pratico. 

a)  Si  voglia  calcolare  con  una  certa  approssimazione  la  r 
dice  positiva  a  dell'equazione  : 

f(x)  =  4a;3  -  13»*  -  31a;  -  276  =  0 

che  è  una  sola^  come  risulta  immediatamente  dalla  regola  dei  s 
gni  di  Cartesio. 

Questa  radice  è  compresa  fra  6  e  7  come  subito  si  riconosc 
dai  primi  tentativi. 

Se  poniamo  a  =  6  -r  /i,  per  costruire  V  equazione  di  cui  h  è 
dice,   si    formerà  con  la  regola  di  Horner  (  Cap.  XIV,  §  2®  )  — 
quadro  : 

4        -13-31     -276 


.0 


il 


4 
4 
4 
4 


11 
35 

59 


35 
245 


-66 


il  quale  nella  pratica,  mettendo  in  evidenza  le  addizioni  parzia 
si  suol  mettere  piuttosto  sotto  la  forma  seguente  : 


4 

4 

4 

_4 
T 


-13  - 

-31 

-276 

24 

66 

210 

11 

35 

-66 

24 

210 

1 

1 

35 

245 

24 

59 


Si  ha  dunque  per  h  V  equazione  : 

9(/i)  =  àh^  +  5dh^  +  245^  -  66  =  0  , 

e  si  dovranno  ora  provare  i  numeri  : 

0.1  ,  0.2  ,  0.3  ,  .  .  .  ,  0.9  ,  1 

per  vedere  quali  siano  i  due  consecutivi  che  comprendono  h.  Si 
trova  cosi  con  qualche  tentativo  che  ^(0,2)  è  negativo  e  9(0,3)  è 


■  » 
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positivo,  onde  si  ha: 

A  =  0,2  +  ^1,     dove    h^<0,l. 
Per  avere  l'equazione  in  h^ ,  si  formerà  ora  il  quadro  : 

4  !  59,        245,  -  66  6,2 

|_0^        11,96  51,392 

4  ~ 

4 

^I  61,4 
4 

>iide  si  avrà  V  equazione  : 

9(^j)  =  4V  +  61,4.7^1»  +  269,08. ;ìi  -  14,608  =  0 

lalla  quale  si  dedurrà  con  qualche  tentativo  che  h^   è  compreso 
>a  0,05  e  0,06.  Si  ha  dunque  : 

a  =  6,25  +  ^,  ,  ^,  <0,01. 
Si  formerà  ora  il  quadro  : 


59, 
0,8 

59,8 
0,8 

245, 
11,96 

256,96 
12,12 

-66 
51,392 

-  14,608 

60,6 
0,8 

.  269,08 

61,4 
0,2 

61,6 
0,2 

61,8 
0,2 


269,08      - 14,608 
_3^08  13,608 

272,Ì6        -  1 
3,09 

275,26~ 


6,25 


•62,0 

dal  quale  si  deduce  V  equazione  in  h^  : 

X(h^)  =  4V  +  62,0. ;i,«  +  275,25 ./i,  -1  =  0. 

b)  A  questo  punto,  per  riconoscere  quale  dei  valori  0,  O.OOl, 
0.002  ,  ...  sia  il  primo  a  far  cambiare  il  segno  di  x>  serviamoci 
del  metodo  di  Newton  che  ci  dà  come  valore  approssimato  di  h^ 

il  quoziente  ^^^  ^^^> 
*  275,250 

Questo  quoziente  è  compreso  fra  0,003  e  0,004.  C'è  dunque  gran 
probabilità  che  in  questo  Intervallo  cada  la  radice  h^.  Ed  infatti 
si  verifica  che  x(0,003)  è  negativo,  nel  mentre  che  )r(0,004)  è  po- 
sitivo. Perciò  si  ha: 

a  ^  6,253  +  i^3  ,  ^3  <  0,001. 

Volendo  proseguire  collo  stesso  metodo  si    formerebbe   ora   il 


qaadro  : 
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^^ 

4 

62,0 

275,25 

-1 

6,253 

0,012 

0,186036 

0,896306108 

62,012 

275,436036 

-  0,103691892 

0,012 

0,186072 

62,024 

275,622108 

0,012 

|62,036 
da  cui  si  ha  per  h^  V  equazione  : 

e(;i,)=4V+ 62,036  •  A3«+275,622108  •  ;^3-0,10369 1892=0. 

e)  Ma  ormai,  essendo  h^  <  r^^y  gioverà  applicare  senz'altro 

r  ordinario  metodo  di  Newton. 

Dall'  equazione  precedente  si  ha  infatti  : 

0,103691892 
^-  275,622108  ' 

62,036  +  4^^3 
'    275,622108  ' 


dove: 


Ora,  essendo  h^  <  ttjttl  ,  si  vede  a  colpo  d'  occhio  che 


E< 


100 


100 


275622108      100000000      1000000 


Si  vede  dunque  che  Terrore  che  si  commette  prendendo  per 
il  valore  approssimato  ; 

0,103691892      103691,892      ^,,^„,^^ 
J =: ? 0,0003762, 

275,622108        275622108        '  ' 

non  può  influire  al  più  che  sulla  sesta  cifra  decimale  di  a.  Poj 
siamo  dunque  ritenere  con  cinque  cifre  decimali  esatte: 

a  =  6,25337. 


Note  ed  Eseroiii. 

1.  Calcolare  con  quattro  cifre  decimali  esatte  la  radice  positiva  (co 
presa  fra  1  e  2)  delP  equazione  : 

X*  -f  4x8-4r«-llic  +  4  =  0. 

Si  troverà  a?  =  1,6869. 

2.  Calcolare  con  cinque  decimali  la  radice  negativa  (compresa  fra  -   ^ 
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e  0)  deU*  equasione  : 

a*  ^  x4_4a58_8a:«  +  8a  +  1  =r  0. 

Si  troverà:  »  =  —  0,28463. 

3.  L^  equazione  x^— 2as— 5  =  0  ha  la  radice  positiva: 

X  =  2,094551484. 

4.  Oltre  ai  metodi  già  esposti  per  Tapprossim azione  delle  radici,  ve  ne 
sono  diversi  altri,  fra  i  quali  è  specialmente  notevole  qnello  di  Lagrange, 
che  da  la  radice  cercata  sotto  forma  di  frazione  continua.  Questo  metodo 
è  però  di  poca  importanza  nella  pratica;  onde  ci  limiteremo  a  darne  qui 
un  breve  cenno. 

Supponiamo  che  Tequazione  f{x)  =  0  abbia  una  radice,  ed  una  soltanto, 

compresa  fra  i  due  liberi  consecutivi  a  ed  a-j-l.  Ponendo  »z=a-{ — Tequa- 

clone  trasformata  in  y  avrà  una  sola  radice  positiva  superiore  ad  1.  Si 
determinino,  mediante  opportuni  tentativi,  i  due  interi  ò  e  ò  f  1  che    la 

comprendono  e  si  ponga  quindi  3/  =  ò  i-  -.  Si  costruisca  poi  la  trasformata 

in  z  e  si  determinino  similmente  i  due  interi  consecutivi  e  e  e  +  1  <^he  la 
comprendono.  Cosi  proseguendo  si  verrà  ad  ottenere  P  approssimazione 
di  X  sotto  forma  di  una  frazione  continua  : 

1       , 
a;  =  a  -f-  -      1 

6  +-  +. 


Qaesto  metodo  che  per  la  lunghezza  dei  calcoli  riuscirebbe  nella  pra- 
bioa  quasi  inapplicabile,  è  suscettibile  tuttavia  di  notevoli  semplificazioni, 
pz-oposte  appunto  da  Lagrange.  Lagrange  ha  dimostrato  come  la  serie  dei 
mmeri  a,  6,  e,...  si  possa  costruire,  da  un* certo  punto  in  poi,  senza  ten- 
aiiti,  (Vedi  Serret:  Court  d'Algebre  Supérieure,  Section  I,  Chap,  VIIj. 


CAPITOLO  XI. 


OPERAZIONI   CON   NUMERI   COMPLESSI, 


§  1.0  — Operazioni  fondamentali. 

m 

795.  Abbiamo  veduto  come  la  teoria  dei  problemi  di  1®  grado 
quelli  cioè  che  si  traducono  algebricamente  mediante  un  sistem 
di  più  equazioni  di  lo  grado  a  più  incognite,  si  possa  completa 
mente  svolgere  anciie  restando  nel  campo  dei  numeri  razionali.  No 
cosi  pei  problemi  di  2o  grado,  come  ad  esempio  quello  della  estra 
zione  di  radice  quadrata  da  un  numero  positivo,  che  già  ci  hann 
condotto  a  sostituire  al  campo  dei  numeri  razionali  quello  più  estes 
dei  numeri  reali.  Ma  neanche  il  campo  dei  numeri  reali  è  bastevol 
a  trattare  in  tutta  la  loro  generalità  i  problemi  di  2®  grado  e  d 
grado  superiore.  Per  persuadersi  di  ciò  basta  per  esempio  consi 
derare  il  caso  semplicissimo  dell'  equazione  : 

a?»  +  A  =  0 

la  quale  non  ammette  soluzione  reale  quando  A  è  un  numero  po^ 
sitivo   diverso    da   zero ,    cosicché    la   espressione    dell'  incognit 


X  =  si—  A  avrebbe  in  questo  caso  un  valore  puramente  formai  -^^ 
ma  privo  di  significato  numerico. 

Conviene  pertanto  di  vedere  se  sia  possibile  allargare  ulterioir*  ^ 
mente  il  campo  dei  numeri,  introducendo  nuovi  enti  aritmetici  me=^— ' 
diante  i  quali  questo  ed  altri  problemi  possano  divenire  risolubil  *  - 
Naturalmente  l'introduzione  di  nuovi  enti  aritmetici  in  tanto  potr  -^^ 
considerarsi,  anche  qui,  come  lecita  in  quanto  i  teoremi  fondameir»-* 
tali  del  calcolo  algebrico  continuino  a  sussistere  anche  dopo  avef  ^ 
esteso  il  campo  dei  numeri  mediante  l'introduzione  dei  nuovi  ent^  ^- 

Noi  comincieremo  pertanto  dall'esaminare  se  si  possa  introdurK::"^ 
nel  calcolo  un  nuovo  ente  aritmetico,  che  indicheremo  con  i  ^ 
chiameremo  unità  imaginaria,  il  quale  soddisfi  per  definizione  al  ^  ** 
eguaglianza  : 

i2=:-l. 

796.  Ove  si  possa  introdurre  il  numero  t,  converrà  altresì  intro- 
durre i  numeri  della  forma  hi  che  si  ottengono  moltiplicando  tJLO 
numero  reale  qualunque  h  per  l'unità  iraaginaria  i,  e  che  noi  chi^' 
meremo  numeri  imaginarii  puri.  E  finalmente  converrà  anche  dar^ 
significato  numerico  al  simbolo  a  +  hi  che  esprime  la  somma  ài 
un  numero  reale  qualsivoglia  a  e  di  un  numero  imaginario  puro  6». 
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I  numeri  della  forma  a  +  hi  si  dicono  numeri  complessi.  Essi 
comprendono  come  caso  particolare  tutti  i  numeri  reali  (6  =  0). 
Jaando  sia  invece  6^0,  i  numeri  complessi  si  diranno  imaginarii. 
C  questi  ultimi  comprendono  alla  lor  volta  come  caso  particolare 
^11  imaginarii  puri  (a  =  0). 

Per  gli  scopi  dell'analisi  non  è  necessario  di  cercare  di  quali 
pecie  di  grandezze  questi  numeri  complessi  possano  considerarsi 
^ome  misura.  Bensì  è  necessario  legittimarne  V  introduzione  nel 
calcolo  stabilendo:  !<>)  quali  fra  essi  debbano  ritenersi  come  uguali 
i  quali  come  distinti^  2°)  se  e  come  si  possano  estendere  ai  nu- 
iicri  complessi  le  regole  fondamentali  del  calcolo  ed  in  ispecie  le 
LeAnizioni  delle  quattro  operazioni  fondamentali. 

797.  Vediamo  in  quali  casi  si  dovrà  ritenere  V  uguaglianza  di 
Lue  numeri  complessi: 

a-hbi  =  a'  -{•  h'L 

Per  ritenere  questa  eguaglianza  senza  abbandonare  le  regole 
ondamentali  del  calcolo,  dovremo  altresì  ritenere  V  eguaglianza 
:tìe  ne  consegue  : 

a  —  a'  =  ò'i  —  hi 
V  eguaglianza  : 

a  -  a'  =  (6'  -  h)i 

finalmente  V  eguaglianza  : 

(a-a')^=(&'-6)^-t* 

-  quali  eguaglianze  si  deducono  tutte  dalla  prima  colle  regolo 
^ndameniali  di  addizione  e  moltiplicazione.  Cioè,  poiché  i*=— 1, 
i^    dovrà  ritenere  altresì  : 

(a  -  ay  =  -  {V  -  h)\ 

Ma  (a  —  o')*  e  (&'  —  bf  ,  come  quadrati  di   numeri    reali ,    sono 

—  mpre  numeri  reali  positivi;  onde  si  vede  che  questa  inugua- 
1  ianza  è  inammissibile  ad  eccezione  del  caso  in  cui   si   avesse  : 

i^  oè  a  —  a^  e  h=^b\  Dunque  : 

Def.  —  Due  numeri  complessi  allora  ed  allora  soltanto  si  riter- 
^^nno  egualiy  quando  la  parte  reale  del  primo  coincida  con  la 
^^^rte  reale  del  secondo  e  il  coefflciente  della  parte  imaginaria  col 
^ efficiente  della  parte  imaginaria. 

Cor.  1.0  —  Un  numero  imaginario  puro  non  può  mai  ritenersi 
"aliale  ad  un  numero  reale. 

Cor.  2.0  Perchè  due  imaginarii  puri  bi  e  b'i  siano  eguali^  de- 
*^  essere  b  =  b'. 

Cor.  3.0 — Affinchè  un  numero  complesso  a  +  bi  sia  eguale  a 
^^To^  dev*  essere  necessariamante  a  =  0  e  b  =  0. 

Capklli.  r—  latUuzioni  di  analisi  algebrica^  B.*  ediz.  54 
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798.  La  condizione  ora  trovata  affinchè  un  namero  complesso 
a  +  bi  sia  eguale  a  zero,  può  anche  esprimersi  più  brevemente  di- 
cendo che  dev'essere  a*+Z/^  =  0.  Infatti  a*  +  6*,  essendo  somma 
di  due  parti  reali  positive,  non  può  essere  nullo  se  non  quando 
sia  nulla  ciascuna  delle  due  parti,  cioè  si  abbia  a  =  0  e  6  =  0. 

Reciprocamente,  so  a  —  0  e  6  =  0,  sarà  a*  +  6^  =  0. 

Questa  somma  a^-{b^  dicesi  norma  del  numero  complesso  a+dt. 
Neir  algebra  però  ha  speciale  importanza  la  radice  quadrata  po- 
sitiva Va*  4-  ^^  che  chiamasi  modulo  del  numero  complesso  a  +  bi, 
scrivendosi  : 

mod(a  +  bi)  =  Va*  -f  ò*. 

Il  modulo  di  un  numero  complesso  a  +  bi  può  dunque  definirsi 
come  quel  numero  reale  e  positivo  che  rappresenta  il  valore  arit- 
metico della  radice  quadrata  della  somma  a*  +  b*. 

Ciò  posto,  è  chiaro  che  affinchè  un  numero  complesso  a+bi  sia 
uguale  a  zero,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  eguale  a  zero  il 
suo  modulo, 

799.  Addizione  e  sottrazione  dei  numeri  complessi.  Volendo  con- 
servare le  regole  fondamentali  del  calcolo,  è  chiaro  che  la  defi- 
nizione di  addizione  di  due  numeri  complessi  non  può  darsi  che 
nel  modo  seguente  : 

(a  +  bi)  -V  (a'  +  Vi)  =  (a  +  a')  4-  (6  +  b')i  (1) 

cioè:  per  somma  di  due  numeri  complessi  si  intenderà  quél  nu- 
mero complesso  che  ha  per  parte  reale  la  somma  delle  parti  reali 
dei  due  addendi  e  per  coefficiente  di  i  la  somma  dei  coefficienti 
di  i  nei  due  addendi. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  il  problema  della  sottrazione 
di  due  numeri  complessi  si  può  sempre  risolvere,  ed  in  un  modo 
unico,  a  seconda  della  formola  : 

(a  +  bi)  -  (a'  -f  bU)  =  (a  -  a')  +  (6  -  b')i.  (2 

Infatti,  per  la  definizione  di  addizione,   si  verifica  immediata 
mente  che  : 

(a'  +  bU)  4-  [(a  -  a')  +  (6  -  b')i]  =  (a  +  bi) 

e  che  il  secondo  membro  della  (2)  è  il  solo  numero  complesso 
che  soddisfi  air  eguaglianza: 

(a'  -h  bU)  -{■x=^{ai-  bi). 

L'addizione  e  la  sottrazione  di  numeri  complessi  venendo  cosi 
ricondotto  ad  un  numero  doppio  di  addizioni  e  sottrazioni  da  o&«^'- 
guirsi  in  modo  analogo  una  volta  sulle  parti  reali  ed  un'altra  ^^J 
coeflicienti  delle  parti  iniaginarie,  è  chiaro  che  tutte  le  regole  fo'^* 
damcntali  del  calcolo  relative  all'addizione  e  sottrazione  resta>^^ 
invariate  anche  nel  campo  più  esteso  dei  numeri  complessi.  Cosi 
sarà  p.  es.  : 

(a  +  60  -i-  (a'  4-  bU)  =  (a'  4-  bU)  4-   a  4-  bi), 
ecc. 
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800.  MoìtipUcazione  di  numeri  complesaù  Anche  qui,  affinchè 
possano  sussistere  inalterate  le  regole  fondamentali  per  il  prodotto 
di  due  polinomi,  si  vede  che  la  definizione  di  prodotto  di  due  nu- 
meri complessi  a  +  hi  ed  a'  -\-  b'i  non  può  darsi  che  come  seguo  : 

{ai-bi){a'-}-bn)=aa''\-ba'i\'ah'i'\-bbU'=aa'fba'i-j'ah'i-hh' 

o  meglio  : 

(a  +  bi)(a'  +  b'i)  =  (aa'  -  bb')  +  (ah'  +  a'byi  (3) 

Dunque:  per  prodotto  di  due  numeri  complessi  a-l-bi  ed  a'+b'i 
s^ intenderà  quel  numero  complesso  che  ha  per  parte  reale  il  nu- 
Tìiero  reale  aa'  —  bb'  e  per  coefficiente  della  parte  imaginaria  il 
numero  reale  ab'  +  a'b. 

801.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  evidentemente  che 
il  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  indipendente  dall'ordine  di 
moltiplicazione  dei  due  fattori. 

Cioè: 

(a  4  bi){a'  +  b'i)  =  (a'  +  b'i){a  +  bi). 

Lo  stesso  accade  per  un  prodotto  di  un  numero  qualsivoglia  di 
fattori  complessi.  In  effetto,  per  dimostrare  che  un  prodotto  non 
tìi  altera  cambiando  in  un  modo  qualunque  V  ordine  dei  fattori, 
basta  dimostrare,  come  è  facile  vedere,  che  esso  non  si  altera  per 
lo  scambio  di  due  fattori  consecutivi;  cioè,  in  ultima  analisi,  ba- 
ste rù  dimostrare  nel  nostro  caso  che  : 

(a  +  bi){a'  +  b'i){a"  +  b"i)  =  (a  +  bi){a"  -F  ò/O^a'  +  bH)  , 

cioè  anche  che 

[{aa'  -  bb')  +  {ab'  +  a'b)i]{a"  +  b"i) 

=  [{aa'-  bb")  +  {ab"  -f-  a"6)](a'  +  b'i). 

Ed  invero  ciò  si  verifica  immediatamente  efl'ettuando  i  due  pro- 
Llotti  secondo  la  regola  data  sopra  nella  definizione.  Conclude- 
L'cnio  dunque  che  un  prodotto  di  due  o  più  numeri  complessi  non 
ir^  altera  cambiando  in  un  modo  qualunque  V ordine  di  successione 
lei  fattori. 

802.  Se  un  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  uguale  a  zero, 
dev'essere  necessariamente  uguale  a  zero  almeno  uno  dei  due  fattori. 

Supponiamo  infatti  che  si  abbia  : 

(a  +  bi)  (a'  +  b'i)  =  0 

>ssia  per  la  definizione  di  prodotto  : 

{aa'  -  bb')  +  {ab'  +  a'b)i  =  0. 

Poiché  quest'ultimo  numero  complesso  è  uguale  a  zero,  dev'es- 
sere separatamente  (art.  797,  Cor.  3.o)  : 

aa' -^bb':=0  ,  ab'  +  a'6  =  0 ; 
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quindi  anche  : 

{aa'  -  66')*  +  (ab'  +  a'6)*  =  0, 

cioè,  svolgendo  i  quadrati  e  riducendo  : 

a  V2  +  ò^ò'^  -f-  a^b'^  +  a'«6»  =  0 

il  che  può  scriversi  : 

(a2  +  62)(a'«-f-6'*)  =  0. 

Ma  il  primo  membro  di  quest'  eguaglianza  essendo  il  prodotto 
di  numeri  reali,  già  sappiamo  che  esso  non  può  annullarsi  che 
quando  si  abbia  : 

a«  +  62  =  0 

ovvero  quando  si  abbia  : 

a'*  +  6'*  =  0. 

Ma  nel  primo  caso  (cfr.  art.  798)  dovrà  essere  a  =  0  e  6  =  0, 
cioè  essere  nullo  il  primo  fattore  complesso  a  4-  6ì  del  prodotto 
considerato  in  principio;  nel  secondo  caso  dovrà  essere  a' =  0 , 
6'  =  0,  cioè  nullo  il  secondo  fattore. 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito. 

803.  Dalla  definizione  di  prodotto  si  deduce  immediatamente  che 

(a  +  60[(a'  +  6'i)  +  (a"  +  6"t)] 

=  (a  +  bi){a'  +  67)  +  (a  +  bi){a"  +  b"i\ 

onde,  combinando  poi  questa  proprietà  dei  prodotto  coll'altra  già 
dimostrata  dell'  invertibilità  dell'  ordine  dei  fattori,  si  dimostrerà 
senza  difficoltà,  collo  stesso  andamento  che  suol  tenersi  in  arit- 
metica, che  anche  per  il  caso  di  numeri  complessi  A  ,  A'  ,  A",... 
B  ,  B'  ,  B",.-  sussiste  inalterata  la  regola  per  il  prodotto  di  due  po- 
linomi espressa  dalla  formola  : 

(A  +  A'  +  A"  +  ...)(B  +  B'  +  B"+  . . .)  =  AB  +  AB'  +  A"B  +  . . . . 

Possiamo  dunque  senz'altro  concludere  che  anche  tutte  le  pro- 
prietà fondamentali  dell'  algoritmo  della  moltiplicazione  possono 
estendersi  alllntero  campo  dei  numeri  complessi. 

804.  Come  caso  particolare  importante  del  prodotto  di  numeri 
complessi  consideriamo  le  potenze  successive  t^  ,  ì^ ,  t*  ,  t' ,  . . . 
dcH'unità  imaginaria.  Ritenendo  7>er  convenzione,  analoga  a  quella 
che  si  fa  per  i  numeri  reali,  i^  =  1,  si  vede  subito  che  si  ha  poi 

l     S^    f  ^t     -    ^^   Ì2  =  -1   ,  i^  =  i^.i  =  -^i  ,  i4^^-8.^-^_^-2-  1, 

Di  qui  segue  che  per  m  ed  n  interi  si  avrà  : 

onde  si  vede  che  i  valori  distinti  delle  potenze  : 

y»    y    /-    P    y*    i^    i^    1^ 
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8i  rìprodacono  periodicamente  di  quattro  in  quattro^  cioè  si  ha  : 

t*  =  1  ,  1-5=  i ,  tp  =  -  1 ,  f  =  -  i 

t»  =  1  ,  ««=  t ,  tio=  -  1  ^  e-n=  -  i  ^ 
ecc. 

Pertanto,  se  nn  esponente  intero  qualsivoglia  k  è  uguale  ad  un 
multiplo  di  4  più  un  certo  resto  e  (che  può  essere  0,  1,  2,  3)    si 

avrà  : 

••*  —  vs 

dove  i^  =  1  ,  t,  —  1,  —  if  secondochè  6  =  0,  1,  2,  3. 

805.  I  due  numeri  a  +  6ì  ed  a  —  bi,  che  dijQTeriscono  soltanto  per 
il  segno  del  coefficiente  della  parte  imaginaria^  si  dicono  coniugati. 

È  facile  di  riconoscere  : 

]o)  che  la  somma  di  due  numeri  coniugati  è  sempre  un  nu- 
mero reale.  Infatti: 

(a  +  bi)  +  (a  -  bi)  =  2a 

2o)  che  il  prodotto  di  due  numeri  coniugati  è  un  numero  reale 
positivo  eguale  al  quadrato  del  loro  modulo.  Infatti  : 

(a  +  bi){a  -  bi)  =  a«  +  &«  =  [mod(a  +  M)]«  =  [mod(a  -  bi)Y 

3®)  che,  reciprocamente^  se  due  numeri  complessi  hanno  la  loro 
somma  e  il  loro  prodotto  reali,  essi  sono  necessariamente  coniugati. 

806.  Divisione  dei  numeri  complessi.  Dividere  un  numero  com- 
plesso a  +  bi  per  un  altro  a'  -{-  b'i  significa  cercare  un  terzo  nu- 
mero X  che  soddisfi  air  eguaglianza  : 

(a'  +  bH)x  =  a  +  bi.  (A) 

Se  esiste  un  numero  complesso  x  =  a  +  ^t  che  soddisfa  a  questo 
problema,  si  dovrà  dunque  avere  : 

(a'  +  67)(a  +  ?i)  =  a  +  W  , 

cioè  l 

(a'a  -  6'^)  +  (6'a  +  a'f  )t  =  a  +  6i 

il  che  equivale  alle  due  uguaglianze  : 

a'a  -  ò'^  =  a 

(B) 
b'a  +  a'P  =  6 

che  ci  danno  due  equazioni  di  primo  grado  fra  le  due  incognite 
a,  %  il  cui  determinante: 

a'    -b' 

6'         a' 
ci  è  lecito  ritenere  diverso  da  zero.  Infatti,  so  fosse  a'*+6'*2=0, 
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il  numero  complesso  a'  -f-  b'i  sarebbe  nullo  e  per  conseguenza  Te- 
quazionc  (A)  non  potrebbe  essere  soddisfatta  da  alcun  valore  'fi- 
nito di  Xy  ad  eccezione  del  caso  in  cui  fosse  anche  a+6«=:0,  ii^\ 
qual  ultimo  caso  ogni  valore  di  x  soddisferebbe   alla   (A).   Rit fi- 
nendo dunque  a'-  +  6'*  >  0  vediamo  (art.  427)  che  esisterà  semi>  :M:e 
uno  ed  un  solo  sistema  di  valori  di  a  e  f  che  soddisfa  alle  (^^), 
cioè  esisterà  sempre  uno  ed  un  solo  numero  complesso  ac  =  a  +     "Ji 
che  soddisfi  alla  (A).    Questo    numero    si    chiamerà    il    quozien   ^e 
della  divisione  di  (a  -  bi)  per  (a'  f  67)  e  si  indicherà  col  simbo  3o 
a  +  bi 

a'+  b'i 

a  +  bi 

807.  So    -; — — .  =  Xy  si  ha  per  definizione  : 

a'  -\-  b'i 

(a'  -f-  b'i)x  =  a  +  6ì 

onde  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  A  +  Bi  : 

[(A  +  Bi){a'  +  b'i)]x  =  (A  +  Bi)(a  +  bi) 

e  per  conseguenza  : 

(A  +  B()ia  -j-_6i)   _     _  a  +  òt 
(A  HhBì)  (a'  T~67)  "  ^  ""  a'  +  67  ' 

cioè:  il  valore  di  una  frazione  complessa  non  si  altera   moltif^^^' 
candone  numeratore  e  denominatore  per  uno  stesso  numero. 

Di  qui  segue  ormai  manifestamente  che  tutte  le  regole  di  c^^' 
colo  relative  alle  quattro  operazioni  fondamentali  si  possono  sc?^" 
z'altro  estendere  anche  all'intero  campo  dei  numeri  complessi. 

808.  Come  caso  particolare  della  proprietà  notata  all'  articola 
precedente  si  ha  : 

a^hi  _  (a+òi)(a'-67)   _  {a+bi){a'-b'i)  ^  {aa'+bb')'\'{ba'' ab')i 
a^b'i  ^  (a'-i-b'i)\a^^b'i)  "        a'^'-hb^       ~  a'*+6'*  ' 


onde  : 


a-\-bi  __  aa'  -f-  bb*      ba'  -  ab'   , 


Dunque:  il  quoziente  di  dite  numeri  complessi  a+bi  ed   a'+l^/ 

{dei  quali  il  secondo  sia  diverso  da  zero)  è  perfettamente  detert*^^' 

nato,  ed  è  uguale  ad  un  terzo  numero  complesso  che  ha  per  paf*^ 

,    aa'-hbb'  .  .    ba'-ab' 

reafe--— -^    e  per  coefficiente  della  parte  imaginaria —j^ — -75-- 
a  "4"  o  "  a    "T"  D 


Esercisd. 

1.  Dimostrare  che  il  modulo  del  prodotto  di  due    numeri    complessi    è 
\i  eguale  al  prodotto  dei  loro  moduli. 

2.  Determinare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria   del    numero    com- 
l) lesso  : 

a     {-  bi    e  i-   di     e   -f  fi 
«1  +  ^1*     c^  +  d^i     «j +/^» 

8.  Il  prodotto  [(a-\-bi){a-bi)]l(h-^ki){h-ki)]  potendo  anche  essere  effettuato 
nel  modo  seguente  : 

[(a  +  bìKh  +  ki)]lia-bi){h-'ki)l 

«iedume  che  il  prodotto  di  due  numeri  interi,  ciascuno  dei    quali   sia   la 
»omma  di  due  quadrati  esatti,  sarà  pure  una  somma  di  due  quadrati  esatti. 

§    2.0  —  Rappresentazione  geometrica  dei  nameri  complessi. 


0 


ri 


809.  Nella  geometria  analitica  del  piano  la  posizione  di  un  pun- 
to P  viene  rappresentata  ordinariamente 
^alle  distanze  di  esso  punto  da  due  assi 
O^  ed  OY  fra  loro  perpendicolari. 

11  numero  che  in  valore  assoluto  mi- 
*vira  la  distanza  PP'  dall'asse  delle  y  si 
^Ijiama  ascissa  e  si  assume  come  positivo 
^  come  negativo  secondochò  il  punto  P 
^^"ovasi  a  destra  ovvero  a  sinistra  del- 
l'   asse  OY. 

Similmente  si  chiama  ordinata   il   nu-  ' 

1^1  ero  che  misura  in    valore    assoluto    la 

distanza  PP''  dall'asse  delle  x  preso    positivamente   o   negativa- 
sviente  secondocliò  il  punto  P  cade  al  disopra  o  al  disotto  di  detto 

^  Questi  due  numeri  sono  sempre  reali;  quindi  ad  ogni  punto  del 

piglio  corrispondono  sempre  due  numeri  reali  a  e  6.  Ma  a  due  nu- 

^^ri  reali  a  e  &  corrisponde  sempre  un  solo    numero  complesso 

^  "^  bi]  dunque  è  naturale  far  corrispondere  al   punto   del   piano 

^^ì  ascissa  a  ed  ordinata  b)  il  numero  complesso   a-hbi]   poiché 

*^^ora,  reciprocamente,  ad  ogni  numero  cQpiplesso   corrisponderà 

^^J  piano  un  punto  ed  uno  soltanto.  Il  punto  del  piano,  che  rap- 

P^'esenta  in  tal  modo  geometricamente  un  numero  complesso  dato, 

*^  dice  imagine  o  indice  di  quel  numero  complesso.  Si  ha  così  la 

^*^Ppresentazione  geometrica  più  semplice  (detta  rappresentazione 

^^  Gauss)  dei  numeri  complessi  mediante  i  punti  di  un  piano.  In 

Particolare  si  vede  che  i  numeri  reali  (cioè   i   numeri    complessi 

^'\-bi  in  cui  ò  =  0)  sono  rappresentati  dai  punti  dell'asse  OX;   e 

precisamente  dai  punti  che  stanno  a  destra  o  a  sinistra  deir  ori- 
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gine  delle  coordinate,  secondochè  il  numero  reale,  che  bì  consi- 
dera, sia  positivo  0  negativo.  Si  vede  similmente  che  i  numeri 
puramente  imaginarii  (cioè  i  numeri  complessi  a  + &ì  in  cui  a=0) 
sono  rappresentati  dai  punti  dell'asse  OY. 

Se  col  centro  nell'origine,  e 
con  un  raggio  eguale  al  seg- 
mento che  si  assume  come  u- 
nità  di  misura,  si  descriva  un 
cerchio,  questo  incontrerà  ordi- 
natamente i  due  assi  positivi 
OX ,  OY  e  i  due  assi  negativi 
in  quattro  punti  Qo  >  Qi  i  Q2  » 
Qs ,  i  quali  rappresentano  geo- 
metricamente le  quattro  prime 
potenze  del  numero  i: 


810.  Dati  duo  numeri  complessi  a  +  òt  ed  a'  +  b'i ,  ì  cui  indie 
nel  piano  siano  i  punti  P  e  P',  vediamo  come  si  possa  costruir 
geometricamente  il  punto  P"  che  rappresenta  il  numero   somm 
dei  due  dati,  cioè  il  numero  complesso  : 


(a  +  a')  +  (ò  +  b% 


(1 


Congiunta  Torigine  O  con  P  e  con  P',  attribuiamo  ai  due  seg 
menti  OP  ed  OP'  la  direzione  indicata  dalle  fìreccie  nella  figur 
qui  sotto  ;  conduciamo  quindi  da  P  un  segmento  di  retta  PP 
equipollente  (cioè  parallelo,  della  stessa  lunghezza  e  direzione) 


-/ 


segmento  OP'.  Dico  che  il  punto  P"  così  ottenuto  è  precisamente^ 
l'indice  del  numero  complesso  (I).  Per    dimostrare    ciò ,    basler^^ 
verificare  che  V  ascissa  di  P"  è  uguale  ad  a  +  a',  cioè  alla  sommf=^ 
deir  ascissa  di  P  e  di  quella  di  P',  e  similmente  per  le  ordinate.  li  ^ 
effetto,  partendo  dal  principio  che  due  segmenti  equipollenti  hannr^ 
proiezioni  eguali,  si  vede  subito  dalla  figura  che  il  segmento  MM' 
proiezione  sull'asse  delle  ac  del  segmento  PP'' sarà  eguale  al  se^j 
mento  OM'  proiezione   (cioè  ascissa)  del  segmento   OP'.  Pertantcr 
il  segmento  OM" ,  che  è  V  ascissa   di  P",  è   precisamente  uguale 
ad  OM  +  MM",  cioè  appunto  alla  ascissa  di  P  aumentata  dell'  a- 
scissa  di  P'.   Dimostrazione  affatto  identica  vale  per  le  ordinate 


811.  Imagìnando  attribuite  ai  segmenti  OP  ,  OP'  le  direzioni 
indicate  sopra,  possiamo  dare  alla  somma  dei  numeri  complessi 
rappresentati  da  P  e  P'  la  seguente  interpretazione  meccanica. 
Conglangendo    V  origine    col 

punto  P"  ed  attribuendo  al 
segmento  OP",  come  già  ai 
segamenti  OP  ed  OP',  la  dire- 
zione da  0  verso  P",  si  vede, 
paragonando  la  nostra  figura 
colla  nota  costruzione  delpa- 
i-allelogramma  delle  forze,  che 
il  segmento  OP"  rappresen- 
terà in  grandezza  (intensità) 
e  direzione  la  risultante  delle 
due  forze  rappresentate  in 
grandezza  e  direzione  dai  seg- 
xnenti    OP  ed  OP'. 

812.  È  facile  ora  dedurre  la  regola  per  costruire  geometrica- 
xnente  il  punto  somma  di  un  numero  qualunque  di  numeri  com- 
plessi dati. 

Siano  p.  es.  P,  P',  P",  P'"  i  punti  che  rappresentano  i  numeri 


^omplQggl  ^qi  quali  si  cerca  la  somma.  Si  congiunga  l'origine  0 
Jr^ì  punti  P,  P',  P",  P'"  e  si  dia  ai  segmenti  OP,  OF,  OP",  OP"' 
Senso  da  0  verso  i  punti  stessi.  Si  comincerà  allora  dal  fare  la 
^^Uìma  di  P  e  di  P'  nel  modo  spiegato  sopra  ;  si  otterrà  così  un 
^^nto  Q',  dal  quale  conduccndo  un  segmento  Q'Q"  equipollente 
aa  OP"  si  avrà  poi  il  punto  Q"  somma  di  P  di  P'  e  di  P".  Som- 
Q?^ndo  finalmente  Q"  con  P'",  cioè  conducendo  da  Q"  un  segmento 
S.  Q'"  equipollente  ad  OP'",  si  otterrà  il  punto  Q'"  somma  di  P, 
^  >    P",  F". 

^  Vediamo  così  che  il  segmento  OQ"'  inteso  nella  direzione  da  0 
^  ^Vbo  Q'",  rappresenta  in  intensità  e  direzione  la  risultante  delle 
p.  ^^e  applicate  al  punto  0  e  rappresentate  risp.  dai  segmenti  OP, 
^-^'j  OP",  OF". 

^13.  Il  modulo  di  un  numero  complesso  è  rappresentato  geo- 
centricamente dalla  distanza  fra  V  origine  ed  il  punto  indice  del 
^^iDero  complesso. 


Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  3.*   odiz . 


yy 
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Infatti,  se  Q  sia  il  piede  della  perpendicolare  abbassata  sull'asse 
delle  X  dal  punto  P  ìndice  di  un  certo  numero  complesso  Q-k-ìn 

i  due  cateti  OQ  e  QP   del    triangok 
rettangolo  OPQ  saranno  misurati  ri 
y  spettivamente  dai  numeri  a  e  6;  quin 

di  r  ipotenusa  OP,  la  cui  misura  sii 
il  numero  positivo  r,  avrà  il  suo  qua 
P  drato  misurato  da 


«e 

« 

:  1- 


la 


..8  — 


=  a»  +  62 


d'  onde  : 


X  r  =  V«'  +  6*  =  mod(a  +  6t), 

e.  d.  d. 

814.  Richiamando  la  costruzione  sopra  indicata  del   punto  P* 

che  rappresenta  la  somma  dei  due  nume 
complessi  a  -f  òt ,  ed  a'  +  6't ,  i  cui  indi 
siano  1  punti  P  e  P' ,  e  indicando  con  r 
r',  r"  le  misure  dei  lati  OP,  PP"  ed  OP 
del  triangolo  OPP",  si  vede,  per  Tarticol 
precedente  che  : 


lì 


r  =  mod(a  +  hi) 
r'  -~-  mod{a'+bH) 
r"=  mod\{a  +  bi)  4-  (a'  H-  hH)\. 

Quindi  fra  1  moduli  r  ed  ?•'  di  due  numeri  complessi  ed  il  ma 
dulo  r"  dell«a  loro  somma  debbono  intercedere  le  stesse  relazion 
di  grandezza  che  hanno  luo£:o  fra  i  tre  lati  di  un  triangolo. 

Dunque,  poiché  in  un  triangolo  qualunque  un  lato  è  sempre  com^ — - 
preso  fra  la  somma  e  la  differenza  degli  altri  due,  si  avrà  : 


ff-     -i 


r"  g  7-  -f  r' 


,."  =  /-,.'' 


delle  quali  disuguaglianze  la  seconda  va  intesa  in  valore  assoluto. 

Si  noti  che  il  caso  dell'uguaglianza  si  presenta  soltanto  quando 
i  tre  punii  0,  P,  P'  stanno  in  linea  retta,  cioè  quando  OPP"  cess 
di  essere  un  vero  triangolo. 

Avremo  spasso  occasione  di  richiamare  la  prima  di  queste  due 
discguaglianzc,  la  quale  ci  dice  che  il  modulo  della  somma  di  due 
numeri  complessi  è  sempre  minore  (o  al  jìiìc  eguale)  della  somma 
dei  loro  moduli. 

Più  generalmente  si  ha  che  il  modulo  della  somma  di  quanti 
si  vogliano  numeri  complessi  non  può  mai  superare  la  somma  dei 
rispettivi  loro  moduli. 

Infatti,  per  ciò  che  precede,  si  ha  : 

mod[P  +  F  +  P"]  =  mod[(P  +  F)  +  P"]  ^  mod(P  +  P';  +  modP". 


0 

a 
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Ma,  sempre  per  la  proprietà  stessa,  si  ha  : 

mod(P  +  P')  ?  modP  +  raodP', 
onde  si  conclude  a  fortiori  : 

mod(P  +  P'  4-  F")  §  raodP  +  modP'  -f  modP" 
e  così  via. 

£sercimi. 

1.  I  punti  indici  di  due  numeri  complessi  coniugati  sono  situati  sim- 
metricamente rispetto  alleasse  delle  X  ;  i  punti  indici  di  due  numeri  com> 
E>les8i  eguali  ma  di  segno  contrario  sono  situati  simmetricamente  rispetto 
Ckirorigine. 

2.  Costruire  il  punto  che  rappresenta  la  differenza  di  due  numeri  com- 
plessi dati  a  +  bi  ed  a  +  ò»,  avvalendosi  della  costruzione  indicata  per  la 
somma,  cioè  considerando  che: 

(a  +  hi) -(a  +  6'»)  =  (a  +  hi)  +  [-  (a'  +  b'i)]. 

8.  Dimostrare  che  il  modulo  della  differenza  fra  due  numeri  complessi 
è   dato  geometricamente  dalla  distanza  dei  due  punti  che  li  rappresentano. 

4.  Dimostrare  algebricamente  il  teorema  delPart.  814,  verificando  la  di- 
seguaglianza  : 

s'Irli' )^  +  (6  +  by^s/a^  +  fti  +  v/a'«  +  V^. 

§  3.0  —  Forma  trigonometrica  di  un  numero  complesso. 

815.  Per  individuare  la  posizione  di  un  punto  P  nel  piano  XY 
Sii  può  far  uso,  anzichò  delle  coor- 
ciinate  cartesiane  a  e  h  considerate 
tjrcccdentementc ,  delle  coordinate 
i^osi  dette  j[>o/aW,  cioò  della  distanza, 
misurata  da  un  numero  positivo  che 
indicheremo  con  r,  del  punto  P  dal- 
l'origine 0  e  delTangolo,  che  indi- 
cheremo con  e,  formato  dalla  dire- 
25Ìone  OP  (il  cui  senso  si  intenderà 
ìsempre  contato  partendo  dairorigine 
e  muovendosi  verso  il  punto  P  come 
^  denotato  nella  figura  dalla  frec- 
cia) colla  direzione  positiva  OX  del-  , 
I'  asse  delle  x.  Per  angolo  9  s' intende  quel  numero  che  misura 
V  arco  QP'  intercetto,  sulla  circonferenza  di  raggio  1  avente  il 
centro  In  0,  fra  il  punto  Q  della  figura  ed  il  punto  P'  nel  quale 
la  direzione  OP  incontra  la  detta  circonferenza. 

Più  precisamente,  se  si  immagini  un  mobile  il  quale  partendo 
dal  punto  Q  e  muovendosi  sempre  nello  stesso  senso  lungo  la  cir- 
conferenza si  arresti  nel  punto  P'  (o  al  primo  incontro  o  dopo  un 
numero  qualunque  di  giri  dell'intera  circonferenza),  si  intenderà 
per  angolo  :p  quel  numero  che  misura   la   lunghezza    dell'  intero 


L/^ 

— VJ? 

/ 

/\ 

/P     \ 

0 

k 
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arco  percorso,  prendendo  come  unità  di  misura  il  raggio,  preso 
positivamente  o  negativamente  secondochè  il  mobile  abbia  per- 
corro la  circonferenza  nel  senso  indicato  dalla  freccia  nella  figura 
precedente  ovvero  nel  senso  opposto.  L'angolo  ^  così  definito  non 
è  dunque  un  numero  perfettamente  determinato  ;  bensì  esso  è  per- 
fettamente determinato  a  meno  di  un  multiplo  intero  positivo  o 
negativo  di  numero  2z,  che  esprime  la  misura  della  circonferenza 
di  raggio  eguale  all'unità. 

816.  In  trigonometria  si  chiamano  seno  e  coseno  delTangolo  e, 
e  si  indicano  risp.  con  sin?  e  cos?,  l'ordinata  e  l'ascissa  del  punto 
F'  nel  quale  la  direzione  OP,  che  forma  con  OX  V  angolo  9,  in- 
contra la  circonferenza  di  raggio  1. 

Poiché  ora  i  due  punti  P  e  P'  si  trovano  sempre  dalla  stessa 
parte  rispetto  airorigine  0,  è  chiaro  che  le  loro  ascisse  (e  cosi  le 
loro  ordinate)  saranno  sempre  dello  stesso  segno  qualunque  sia  la 
posizione  del  punto  P  nel  piano.  Per  conseguenza,  detto  a-f-òni 
numero  complesso  che  ha  per  indice  il  punto  P,  i   rapporti  : 


a 


C0S9      sin  9 


(1) 


sono  sempre  numeri  positivi. 

Intanto,  se  M  ed  M'  sono  i  piedi  delle  perpendicolari  abbassate 
da  P  e  P'  suir  asse  delle  X,  si  ha  evidentemente  : 


a 


OM 


MP 


it' 


C0S9      ^^^'  sin?     MT' 

Ma,  per  la  similitudine  dei  due  triangoli   OM'P'  ed  OMP,  si  ha- 


OM       MP       OP 

V 

A 

OM'""MT  "^OP'' 

1 

1 

SarA  dunque  : 

1 

1 
1 

a            6         OP 

CO89      sin?      OP' 

r 


detto  r  il  numero  positivo  cnc 
misura  OP,  e  queste  uguagli»^^^* 
ze  saranno  sempre  soddisfatte 
anche  per  riguardo  ai  segni  a» 
a,  ò,  COS9,  sin?,  essendo  i  ^^^ 
rapporti  (l)  sempre  positi^'^* 
come  si  è  osservato  poco  ^^^ 
qualunque  sia  la  posizione  di  P  nel  piano.  Dalle  (2)  si  deduce  ora: 

a^rcos?  ,  òirrsin?.  (^' 

Il  numero  complesso  che  ha  per  indice  il  punto  P,  può  dunqti^ 
anche  scriversi  cosi  : 

n  ^-hi  ^r  cos?  +  i  •  r  sin? 


/ 
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meglio  : 

a  -h  bi  -  r(cos^  -I-  *  sins) 

ove  r  altro  non  è  che  il  modulo  del  numero  complesso  (V.  §  prec.) 
dove  9  è  un  certo  angolo  (un  numero  perfettamente  determinato 
meno  di  un  multiplo  intero  positivo  o  negativo  di  2t)  che  chia- 

lasi  argomento  del  numero  complesso. 

817.  Le  formolo  (3)  ci  danno  il  modo  di  calcolare  i   valori   di 

e  di  i> ,  quando  siano  dati  i  valori  di  r  e  cp.   Reciprocamente , 

ati  a  e  bj  per  calcolare  r  e  9  si  osservi  primieramente  che  si  ha: 


V  =  s!a'  4-  6S  (4) 

nde  sostituendo  ciò  nelle  (3)  si  avrà  poi  : 

a  .  b 

C0S5  = j=—  ,  sinc5  =  -  .-^;^i.«  (5) 

\/a«  +  b''  '       \la^  +  b^ 

Queste  due  ultime  formolo  determinano  completamente  l'angolo 
,  a  meno  di  un  multiplo  intero  di  2t:,  poiché  esiste  un  angolo  9 

cui  seno  e  coseno  prendono  certi  due  valori  determinati. 

Notiamo  altresì  che  dallo  (5)  si  deduce  dividendo  la  seconda 
leinbro  a  membro  per  la  prima  : 

tg9  =  -  .  (6) 

a 

Questa  formola  non  determina  completamente  l'angolo  9,  poiché 
5istono  sempre  due  archi  che  hanno  una  stessa  tangente;  ma  8an\ 
oi  facile  vedere  quale  dei  due  debba  prendersi  osservando  i  se- 
ni che  debbono  avere  sin9  e  cost,  i  quali  segni,  come  apparisce 
nmediatamente  dalle  (5),  coincidono  coi  segni  di  a  e  di  6  risp. 

818.  Il  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  un  numero  com- 
lesso  che  ha  per  modulo  il  prodotto  dei  moduli  e  per  argomento 
i  somma  degli  argomenti  dei  due  fattori. 

Cioè: 

[r(cos9-|-isin9)]-[r'(co89'+isin9')]=r7''-[co8(9+9')+isin(9+9')].    (7) 

Eseguendo  il  prodotto  secondo  le  regole  già  esposte  sì  ha  in- 
atti : 

7-(co89  +  tsin9)'r'(cos9'  +  tsin9') 
=  rr'j[co89cos9'  — sinosin^']  -h  i[8Ìn9cos9'  +  sin9'co89]t. 
Ma  dalla  trigonometria  si  ha  : 

COS9  CO69'  —  sin?  sin?'  =  cos(9  +  9') 
sino  C0S9'  +  cos?  sin?'  =  sìn(9  +  9')  , 
ndc  si  ottiene  appunto  la  formola  (7). 

819.  //  quoto  di  due  numeri  compitassi   è   un  numero    complesso 
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che  ha  per  modulo  il  quoto  dei  moduli  e  per  argomento  la  diffe 

renza  dei  due  argomenti.  Cioè  : 

Infatti,  pel  teorema  precedente,  si  ha  appunto  : 

r 
r'(co89'  +  I8in9')«-T  [cos(9  —  9';  +  isin(9  —  9')] 

r 

=  r'~.fco8!9' +  (9  -  9')!  +  »sìnÌ9' +  (9  -  90!] 

=  r'[cos9  +  isin9]. 

820.  Dalla  regola  data  poco  fa  per  il  prodotto  di  due  numer  — "^■ri 
complessi  si  deduce  subito  che  il  prodotto  di  quanti  ai  vogliana^  -^0 
numeri  complessi  è  un  numero  complesso  che  ha  per  modulo  i."3^i^ 
prodotto  dei  moduli  e  per  argomento  la  somma  dsgli  argomenta  "^^t  ti 
dei  singoli  fattori. 

Consideriamo  infatti  il  prodotto  di   quattro   numeri   complessi       -i: 

cos©  +  tsin9  ,  C0S9'  +  tsin9' ,  COS9"  +  tsin9"  ,  cose"'  +  «sino"' 

nei  quali  per  semplicità  supporremo  i  moduli  eguali  all'  unità-^ES. 
Moltiplicando,  colla  regola  data  sopra,  il  primo  per  il  secondoc^o, 
quindi  il  risultato  per  il  terzo,  e  cosi  via  otterremo  successivtiTT^  a- 
mente  : 

(cos9+isin9)(cos9'+isin9')(cos9"4-i8Ìn9")(cos9'"4ìsin9'") 
=[cos(9-f9'+9")+isin(9+9'+9")](cos9'"-l-isin9'") 

=cos(9  +  9'  +  9"-h9'")+*8Ìn:9-i-9+9"+9'";. 

821.  Se  nella  formola  : 

[cos9i  +  «sin9i][cos92  4-  tsin?^]  .  . .  [cos9^  4-  isin9^] 
=  cos(9i  +  92  +  .  . .  +  9n)  +  *  8in(9i  +  ?i  +  •  •  •  +  ?n> 

supponiamo  9^  =  9^  =  93  =  . . .  =  9^  =  9,  essa  ci  da  la  seguente  fot:  ^^>^' 
mola,  detta  di  Moivre  : 

[COS9  +  i  sin9]'*  =  cos  •  719  +  i  sin  •  ^9.  [^    -^) 

Questa  formola  non  vale  soltanto  per  n  intero  e   positivo,    nu  -^* 
anche  per  n  intero  e  negativo. 
Si  ha  infatti  : 

[C0S5  +  i  siUC]""  =  I —. :^  » 

^       *  '-^         [C0S9  + 1 8in9]'*  ' 

onde  per  la  formola  (9)  : 

(C0S9  +  i  sino)"**  = : .  (\0) 

cos»n9  +  i8in«n9 
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(a,  per  la  regola  data  air  art.  819^  si  ha  : 

1  COS-0  +  tsinO  ,^         X      .  .  .^^ 

.— =  C08(0  -  n^)  +  1 8in(0  -  n?) 


losn^  +  i  8inn9     cosn^  +  i  sinncp 

=  C08(—  n^)  +  ìsin(—  n(f)j 

le,  sostituendo  ciò  in  (10),  si  conclude  appunto  : 

[COS9  4-  ìsin:?]"'*  =  C08(-  no)  +  i8in(—  «?). 

arebbe  fuori  di  luogo  resaminare  qui  se  la  formola  (9)  possa 
sistere  anche  per  valori  frazionarli  od  irrazionali  di  n  non  a- 
do  noi  finora  ancor  stabilito  che  cosa  debba  intendersi  per 
enza  frazionaria  di  un  numero  complesso.  A  tale  oggetto  è  ne- 
sario  innanzi  tutto  di  ricercare  se,  dato  ad  arbitrio  un  numero 
iplesso  A,  esista  qualche  numero  complesso  che  elevato  alla 
enza  ?*'""  riproduca  A,  cioè  se  e  quale  significato  possa  avere 

n 

imbolo    ylA  quando  A  ò  un  numero  complesso, 
►i  ciò  appunto  ci  occuperemo  nel  prossimo  §. 

Vote  ed  Esercisi. 


Dalla  redola  per  la  moltiplicazione  di  dae  nameri  complessi  sotto 
ìa  trigonometrica  dedurre  la  costruzione  geometrica  del  punto  che 
presenta  il  prodotto  di  due  numeri  complessi  rappresentati  da  due 
ti  dati. 

Dedurre  dalla  formola  : 


cosm^  +  isinmo  =  [0059  +  ìsin^] 


m 


iante  lo  sviluppo  della  potenza  del  binomio,  le  espressioni  di    cosm^ 
sinmo  in  funzione  razionale  intera  di  cos^  e  di  sin9  : 

C0SW9  =  cos'^9- C^\  cos*""^9  sin^o  f-  ( ^ ) cos'""*9sin^9  -h... 
nm9=mcos"*-^9  sin9-^^ jcos'^~3jp  s\n^:f^(^^]cos*^''^^sìn^(f^... 

Supposto  m  dispari,  si  consideri  Inequazione  del  grado  m  in  x  : 


( 


XI  m 


i 


-  .  .  .rtx"*-^  I  ::^SÌn^ 


dimostri,  in  base  alla  nota  precedente,  che  essa  è  risoluta  da  : 

.    C^  .   ÒH-2t:  .  4+4-  .  4;4-2(in-l)u 

x=sin — ,  a:=sin    —  ,  ic=sm  ,  . .  •  1  se— sm —» 

m  VI  7>j  m 

questo  uno  degli  esempi  più  notevoli  di  risoluzione  di  equazioni  al- 
xhe  per  mezzo  di  funzioni  trascendenti. 
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§  4.<>  —  Radici  dei  numeri  complessi. 

n 

822.  Se  con  A  si  indichi  un  numero  complesso,  cercare  la  \/A 
significa  cercare,  ove  esista,  un  altro  numero  complesso  B  che 
elevato  alla  m"*"  potenza  riproduca  il  numero  A.  Ora,  dato  il  com- 
plesso A,  esso  si  potrà  sempre  ridurre  alla  forma  trigonometrica: 

A  =  7-(cos9  +  isin?)  (1) 

e  così,  se  esiste  un  numero  complesso  B  che  risolva  il  problema 
proposto,  esso  si  potrà  poi  sempre  prendere  sotto  la  forma  trigo- 
nometrica : 

B  =  ^(cos^^  +  isint}/).  (2) 

Il  problema  consiste  dunque  nel  cercare  se  e  come  si  possano 
determinare  un  modulo  p  ed  un  argomento  ^  per  i  quali  si  abbia: 

B'*  =  A,  (3) 

cioè  per  la  formola  di  Moivre  (V.  §  prec.) 

p**(co8n<J'  +  is'mn^)  =  r(cos?  +  isin^). 

Ora  per  Teguaglianza  di  due  numeri  complessi  ridotti  a  forma 
trigonometrica,  è  necessario  e  sufficiente,  come  sappiamo,  che  essi 
abbiano  eguali  i  moduli  e  che  l'argomento  dell'uno  sia  eguale  al- 
l'argomento  dell'altro  aumentato  di  un  multiplo  positivo  o  nega- 
tivo di  circonferenze.  Dovrà  dunque  aversi  : 

dove  k  può  essere  un  intero  qualunque  positivo  o  negativo;  onde: 

n 

La  prima  di  queste  due  formolo  determina  completamente  ?  'i 
poiché,  dovendo  p  essere  per  definizione  un  numero  reale  e   po- 


ti 


sitivo,  dovremo  intendere  per  \ir  la  radice  /i"*"  aritmetica^  ei*^^ 
reale  e  positiva,  del  numero  r,  escludendo  quindi  le  altre  po3=='^ 
bili  radici  h*'^''  algebriche  del  numero  r, 

Per  denotare  ciò  scriveremo  d'ora  innanzi  r'*  anziché  Vr. 

Sostituendo  ora  in  (2)  queste  espressioni  trovate  per  p  e  ^,  e 
eludiamo  che  tutti  i  possibili  numeri  B,   che   soddisfano   al  p 
blema,  sono  dati  sempre  ed  esclusivamente  dalla  formola: 


V  A  =  B  =  ?•"(  cos-^^ -r  e  sin 1  v  ^ 

\  n  n      / 

in  cui  r'*  esprime  la  radice  n"^'^  aritmetica   del  numero  reale  p^' 
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8ÌtÌT0  r  ed  in  cui  k  può  assamere  qualsiasi  valore  intero,  positivo 
nnllo  o  negativo. 

823.  Poiciiè  nella  (4)  l'intero  k  è  affatto  arbitrario,  sembrerebbe 
a  prima  vista  che  esistessero  infiniti  valori  di  £  che  soddisfano 
al  problema.  Noi  invece  dimostreremo  che  gì'  infiniti  valori  che 
cosi  si  ottengono,  si  riducono  soltanto  ad  n  fra  loro  distinti,  cioè 
che  ogni  numero  complesso  ammette  precisamente  n  radici  enne- 
sime fra  loro  distinte. 

Di  fatti,  qualunque  sia  il  valore  attribuito  a  ky  esso  sarà  sempre 
ug^uale  ad  un  multiplo  di  n,  che  indicheremo  con  Mn,  più  un  certo 
numero  k\  resto  della  divisione  di  k  per  n,  il  quale,  essendo  più 
piccolo  di  n,  potrà  soltanto  avere  i  valori  0,  1,  2, . . .  w— 1.  Sosti- 
tuendo allora  in  (4)  il  k  sotto  la  forma  k  =  Mn  +  k\  troviamo  per 
argomento  del  numero  B  1'  angolo  : 

9  +  2(Mn  -f  k')ji      9  +  2fc'iw      ^_^ 

n  n 

e  la  (4)  diviene  : 

B  =  r^{c08(?±^  +  2M.)  +  Ì8in(?-±Ì^  +  2MK)}. 

Ma,  essendo  M  un  numero  intero,  si  può  omettere  il  2Mic,  per- 
chè il  seno  e  coseno  di  un  angolo  non  variano  se  air  angolo  si 
aggiunga  un  numero  intero  di  circonferenze.  Resterà  dunque  : 


B  =  r^(  cos-^^ 4- 1  sm ) 

\  n  n      / 


(5) 


dove  1d  può  assumere  soltanto  gli  n  valori  0,  1,  2...  (?i— 1);  onde 


n 


si  avranno  al  piii  n  valori  distinti  di  B,  ossia  di  VA. 

D'altra  parte  è  facile  riconoscere  che  gli  n  valori  che   cosi  si 
c^ttengono,  sono  tutti  distinti  fì-a  loro.  Supponiamo  infatti  che,  so- 
stituendo nella  (5)  in  luogo  di  k'  due   valori  particolari  A;'  e  fc" 
Ccompresi  fra  0, 1,  2, ... ,  n— 1),  trovassimo  per  B  due  valori  eguali: 

r'»!  cosi +tsin=^ )  =  »•  (  cos +ism- ). 

\  n  n     ^         \  n  n      / 

X  n  tal  caso,  si  dovrebbe  avere,  come  air  art.  822  : 

n  n 


.  ^^>iide,  moltiplicando  per  n,  riducendo  e  dividendo  quindi  per  2»;, 
*^      rieduco  : 

A:'  -  A:''  =  Mn.  (a) 

,  ,  CDra,  essendo  ik'  e  A;"  entrambi  minori  di  ?i,   la   loro   differenza 

— -  ik"  sarà  anche,  in  valore  assoluto,  minore  di  n,  e  per  conse- 

^^^nza  l'eguaglianza  (a)  è  assurda,  poiché  un  numero  minore  di  n 

Capkllj,  —  lilituzioni  di  analiti  algebrica^  8.*  ediz.  56 
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non  può  essere  un  multiplo  di  Uy  salvo  il  caso  in  cui  il  numero 
sia  lo  zero;  in  questo  caso  però  si  avrebbe  kf-V^^O^  cioè  y^V 
contrariamente  airipotesi  fatta  che  V  e  Itf^  fossero  due  valori  dif- 
ferenti dati  a  A;.  Oli  n  valori  dati  dalla  formola  (5)  sono  dunque 
tutti  distinti.  Concludiamo  dunque  che  ogni  numero  complesio 
A  =  r(cos9  +  i  sin?)  ammette  precisamente  n  radici  n*^  fra  loro  di- 
stinte,  che  si  ricavano  dalla  formola  generale  : 


Ui 


Va  =  r^r 


i-V      o4-2kic     .    .   9  +  2kic\  ,^. 

""Uos^- +  i  sin^- )  (6) 

n  n      / 


dando  a  k  t*  valori  0;  1,  2y...  n  — 1. 
824.  Se  nella  formola  generale: 

Vr(cos9  +  ism?)  =  r^^f  cos  =^ +  «sin-^^ )  C^  ^ 

facciamo  in  particolare  r  =  1 ,  ?  =  0,  essa  ci  dà  V  espressione 
nerale  delle  radici  n""  dell' unità,  cioè: 


VI  =  cos —  +  tsm —  %J^J 


Quindi,  per  la  regola  del  prodotto  di  due  numeri  complessi  so^^^ 
la  forma  trigonometrica,  la  (7)  può  anche  scrìversi: 

Vr(co89  +  isincp)  =  [^r^f  cos-  f  tsin-ÌJ-  Vi , 

cioè  :  le  n  radici  n*"*^  di  un  numero  qualunque  si  possono  ricavé^f^, 
da  una  fra  esse  moltiplicandola  successivamente  per  le  raci^^^ 
n*"'  di  \, 

825.  Importa  perciò  principalmente  di  saper  calcolare  le  n  T'^' 
dici  n^^  di  1,  che  si  ottengono  dalla  espressione  generale  (8)  daoP^ 
a  k  i  valori  0,  1,  2, ...  n-1.  A  tale  oggetto  si  può  considerare  i^' 
nanzi  tutto  che  queirespressione  può  anche  scriversi  per  la  ^"^* 
mola  di  Moivre  come  segue  : 

'/7      /      2iu      .  .   2t:\*     ,      ^  ,   « 

vi  =  (  cos h  i sin  —  j  ,    A:  =  0,  1,  2, ...  n  -  1. 

\       n  ni 

n 

Cioè:  dopo  aver  calcolato  la  y/l  che  corrisponde    a    k=l, 
sterà  elevare  successivamente  il  valore  così  ottenuto  alle  pote^^^'^ 
1,  2,  3, ...  n— 1  per  ottenere  tutte  le  altre  radici  distinte  deU'un£^^^* 

826.  In  secondo  luogo  è  importante  di  osservare  che:  se  »*^^. 
l'espressione  generale  (8)  si  sostituiscano  per  k  due  vcUori  comf^^^ 
mentari  l'uno  dell'altro  rispetto  ad  n,  cioè  p,  es.:  k=h  e  k=n — "^V^ 
le  due  radici  n*"*  di  1,  che  così  si  ottengono,  sono  due  numeri  cc^  ^^^ 


pl«M»  fra  loro  coniugati.  Si  ha  infatti  : 

008 ^  +  t  Bin-^ ^=  COSI +  2tu  ) 

n  n  \      n  / 


+  %  Bini +  2iuj  =  cosf 1  +  i  8in( - 


2^\ 
n  / 


2/iTC      .   .  2;ìtc 

=  CO8 1 8in 

n  n 

dove  1'  altima  espressione  è  appunto  il  numero  coniugato  al  nu- 

»-^  2hK      ,  .  2Atc     -,  _ ,  ,—  ,      ,    ^. 

«lero  C08 htsin — ,  che  si  otterrebbe  come    vi  per  k  =  h.  Si 

n  n 

'^ede  dunque  che  le  radici  n***^  complesse  dell'  unità  sono  fra  loro 

coniugate  a  due  a  due.  Oltre  alle  radici  n*"*  complesse  vi   sarà, 

^^  n  è  dispari;  una  sola  radice  reale  (eguale  ad  1,  che  si  ottiene 

P^r  Ac  =  0)  y  e  se  n  è  pari ,  due  radici  reali ,  V  una  eguale  a  + 1  , 

"^Itra  a  -  ly  che  corrispondono  ai  due  valori  deirespressione  (8) 

I^^r  fe  =  0  e  fc  =  5- 

827.  Casi  particolari  per  n  -  1,  2,  3^  4. 

Per  n=l,  si  ha  una  sola  radice  1.»  dell'unità  che  ha  il  valore  1. 
Per  n  =  2j  si  hanno  due  radici  quadrate  dell' unità;  che  hanno 
^       valori  +  1  e  —  1. 

Per  n^S,  la  formola  generale  (8)  dà  : 

V  2kK      .  .  2ki:         ,      ^    .    ^ 

Vi  =  cos-r-  +  t  sin-5-    ,    fc  =  0,  1,  2. 

Per  A:  =  0,  si  ha  il  valore  1  ;  per  Xc  =  1,  si  ha  il  valore  : 

2ic  .  .  .  2t:  1  ^  .  V3 

oos-  +  t8in-  =  --  +  t— 

^c^me  subito  si  vede  dall'iscrizione  del  triangolo   equilatero   nel 
^^rehio  di  raggio  1. 

Per  k=-2f  già  sappiamo  doversi  avere  il  valore  coniugato  —  - 

—  dì 
2" 

Se  poniamo  per  brevità: 

1      .Vs    ^ 

^^  dovrà  avere  per  l' osservazione  fatta  all'  art.  825  : 

2*2"" 
^%Q  ìoSàM  si  può  subito  verificare. 
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Per  n  =  4,  la  formola  generale  (8)  dà  : 

)-  2kK      .  ,  2kK  ,      ^    .    «    „ 

Vi  =  C08-T-  i-  %  sm-T-     ,     A:  =  0,  1,  2,  3, 
4  4 

onde  si  trovano  immediatamente  i  valori  già  incontrati: 

828.  Si  è  visto  sopra  (art.  825)  che  esiste  sempre  almeno  una 
radice  n*"^  dell'unità  che  elevata  alle  potenze  successive  riprodace 
tutte  le  altre.  Ogni  radice  cosiffatta  si  chiama  radice  n"**  primi- 
tiva deirunità.  Ora  è  facile  riconoscere  che  le  radici  n"**  primi- 
tive di  1  si  ottengono  dairespressione  generale  delle  radici  n"': 

2kK      .   .  2Aar     .      ^    .    ^ 
cos 4- 1  sin —  ,  fc  =  0,  1,  2, ...  n  —  1,  (8) 

prendendo  per  k  tutti  i  numeri  interi  inferiori  ad  n  e  primi  con  n 
(quindi  in  particolare  ik=l,  in  quanto  il  numero  1  si  considera 
come  primo  con  ogni  altro  numero).  Invero,  se  k  ha  in  comune 
con  n  un  divisore  0  diverso  da  1,  si  avrà  : 


{ 


2fcit      .   .  2kK\^  2kK      .  .  2Anc      , 

cos —  +  i  sm —  j  =  cos-T—  +  i  sin-7-  =  1 1 
n  ni  6  h 


opperò  Tespressione  (8)  non  può  essere  nna  radice  primitiva,  poi- 
ché elevata  alle  successive  potenze  darebbe  al  più  -  valori  di- 
stinti. Se  invece  k  è  primo  con  n,  le  potenze  : 

2kr.      .   .  2fcit\P 


(cos 


+  i  sm — J  ,  p  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  n  —  1 


n 
saranno  tutte  distinte  ;  poiché,  se  si  avesse  : 

2fc9TC 


cos 


.  .   2fcpTC  2fep'iu      .   ,  2A:p'ic 

+  X  sm  — ^  =cos  — —  +  %  sm — ^—  , 


n  n  n  n 

se  ne  dedurrebbe  : 

2kgr,      2kù'z     ^-, 
— ^  =  -^  +  2Miu 
n  n 

essendo  M  un  intero,  cioè  : 

Kp  ^  9')  =  Mn. 

Ma  k  è  primo  con  n  ;  quindi  p  —  p'  dovrebbe  essere  divisibile 
])er  ?i,  il  che  è  assurdo,  essendo  tale  differenza  inferiore  ad  n  in 
valore  assoluto. 

Dunque  :  il  numero  delle  radici  n^^  primitive  dell'unità  è  uguale 
al  numero  dei  numeri  naturali  inferiori  ad  ne  primi  con  n.  Questo 
numero  si  suole  indicare  nella  teoria  dei  numeri,  cott  9(1^). 
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L'espressione  di  f (n)  si  trova  facilmente  dopo  aver  dimostrato 
che  se  n  =  ii»v,  dove  jx  e  v  sono  due  numeri  naturali  primi 
fra   laro ,  9(n)  =  (p(ix)  (p(v). 

829.  Per  dimostrare  ciò,  osserviamo  chC;  detta  A  una  qualunque 
delle  radici  primitive  pi"**  di  1  e  B  una  qualunque  delle  sue  ra- 
dici primitive  v"**,  il  prodotto  A*-BP  ci  rappresenta  tutte  le  radici 
n*"^  di  1  facendo  variare  in  tutti  i  modi  possibili  V  esponente  a 
da  0  a  jjL  —  1  e  r  esponente  Jj  da  0  a  v  -  1, 

Invero,  che  A*B^  sia  radice  n*"*  di  1  si  riconosce  immediata- 
mente,  poiché  A^  =  B^  =  1  e  quindi  : 

(A*.B?r  =  A^'^.B?'»  =  (A»^)*\B^)^J*  =  1. 

Resta  soltanto  a  dimostrare  che  i  (Ji*v  valori  di  A^B^  corrispon- 
denti ai  )jL«v  sistemi  di  esponenti  a,  ^  sono  tutti  distinti,  e  ci  danno 
quindi  tutte  le  n  radici  di  1.  Supposto  infatti  che  si  avesse  : 

A*B?  =  A^'B?' , 

se  ne  dedurrebbe,  elevando  alla  potenza  v  ed  osservando  che  B^=l: 

A»^  =  A*'^  ,  onde  A(*-*)^  =  1. 

Di  qui  segue,  essendo  A  radice  primitiva  pi*""  di  1,  che  Tespo- 
nente  (a  —  a')v  dev'essere  un  multiplo  di  [x.  Ma  v  è  primo  con  \k  ; 
dunque  dev'essere  a  —  a'  divisibile  per  [x.  Ma  la  differenza  a  —  a' 
è  inferiore  a  |i  ;  dunque  a=a'.  Similmente  si  proverebbe  che  3=^'. 

Poiché  le  potenze  A®  ,  A  ,  A*  , .  .  .  ,  A**'^  non  sono  altro  che  le 
[I  radici  jx*^  di  1  e  similmente  per  B^ ,  B  ,  .  .  .  ,  B^"^,  veniamo  cosi 
ad  aver  dimostrato  che  : 

Se  n=  pi-v,  essendo  \l  e  ^  numeri  primi  fra  loro,  le  n  radici  n"** 
di  1  si  possono  ottenere  moltiplicando  una  qualunque  delle  ^  ra- 
dici pi"***  di  1  per  una  qualunque  delle  v  radici  v*" 


.ma 


830.  Siano,  come  nel  ceorema  precedente  : 

risp.  le  radici  pi"*^  e  v"**  di  1.  È  importante  notare  che,  se  A|  è 
radice  pi"**  primitiva  e  Bj  h  del  pari  radice  v*""  primitiva,  il  pro- 
dotto Aj*Bj  sarà  radice  n^^  primitiva  di  1.  Supponiamo  infatti  che 
gi  avesse,  se  è  possibile,  per  6  e  6'  inferiori  ad  n: 

A,V  =  A,«'B/'. 

Elevando  i  due  membri  alla  potenza  v,  se  ne  dedurrebbe,  poi- 
ché B/  =  1  : 

A,.(«-*')^  =  l. 

Poiché  A,-  è  radice  primitiva  pi*'*'*,  dovrebbe  dunque  (6— 0')v  es- 
sere un  multiplo  di  pi.  Ma  v  è  primo  con  pi  ;  quindi  dev'  essere 
0  —  0'  divisibile  per  pi.  Similmente  si  dimostrerebbe  dover  essere 
0  —  6'  divisibile  per  v.  Il  numero  0  -6',  essendo  divisibile  pei  nu- 
meri pi  e  V  che  sono  primi  fra  loro,  sarà  dunque  anche  divisibile 
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pel  loro  prodotto,  cioè  per  n  ;  onde,  essendo  0  e  0'  inferiori  ad  n^ 
si  concluderà  come  sopra:  0  =  6'. 

Se  invece  A<  non  è  radice  pi"**  primitiva,  ma  sia  p.  es.  Aj*^'=A/" 
(essendo  ix'  e  )jl''  entrambi  inferiori  a  {jl),  il  prodotto  A^B^  non  paò 
essere  radice  primitiva  n'^,  poiché  si  ha  allora  evidentemente  : 

Concludiamo  che:  se  n  =  pL*v,  essendo  |i  «  v  primi  fra  loro,  si 
otterranno  senza  ripetizioni  tutte  le  radici  primitive  n"^  di  I  mol- 
tiplicando una  qualunque  delle  radici  primitive  pL*"^  per  una  qua- 
lunque delle  radici  primitive  v*^'.  Di  qui  segue  evidentemente 
come  corollario  che  ^(n)  =  cp(iJi»9(v),  e.  d.  d. 

831.  Se  /?  è  un  numero  primo,  si  ha  evidentemente  9(/?)=p— 1, 
e  quindi  tutte  le  radici  p*^  di  1  sono  primitive  aW  infttori  di 
quella  che  ha  il  valore  1.  Per  avere  poi  <f{p^)  basta  osservare  che 
i  soli  numeri  che  non  superano  p^  e  hanno  con  esso  un  divisore 
comune  sono  : 

p  y2p  ,Sp  y.  ..,p*"*-p 

cioè  in  numero  di  p^'^y  e  che  per  conseguenza  il  numero  di  quelli 
inferiori  a  p*  e  primi  con  esso  è  dato  da  p^-p^'K  Si  ha  dunque* 

832.  Sia  ora  n  =  p*«2P-r^  . . .  un  numero  intero  qualunque  d^^- 
com posto  nei  suoi  fattori  primi  distinti  p  ,  q  ,  r  ,  . .  •  .  Per  quan  '^^ 
si  è  dimostrato  dev'  essere  : 

(p(n)  =  (p(i?*)?(2?.r^  ..  .) 

giacché  p^  è  primo  con  g^-r^  . .  .  .  Similmente  : 

t^iq^-r^  ...)=zq^(f{r^  ...) 

Si  conclude  dunque  evidentemente  : 

9(71)  =  9(l^*)?(2P)9(rif) .  •  . 
cioè  per  la  (9): 

„»,=„(.-t)(.-l)(i-l)....  (*   -0) 


Vote  ed  EserciEi 


1.  Le  n  radici  n"^  di  1  hanno  per  indici  nel  piano  gli  n  punti  di  di 
sione  in  parti  eguali  della  circonferenza  che  ha  per  centro  l'origine  de 
coordinate;  assumendosi  come  primo  punto  di  divisione    P  origine    d 
archi. 

2.  Dimostrare  che  la  somma  delle  n  radici  n«*«   delP  unità  è   ugnale 
zero,  eccettuato  il  caso  di  n  =  1,  e  dedurne,  in   base    air  interpretasio 
geometrica  data  nelP  esercizio  precedente,  il  seguente  teorema  di  geo 
tria  del  piano:  9€  una  circonferenna  »i  divida  in  n  parli  eguali  e  quindi 


avi- 

/eli 


j 
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tiri  per  il  eentro  una  retta  qualunque^  la  eomma  delle  dietanze  da  queeta  retta 
dei  punti  di  divieione  che  cadono  a  destra  della  retta  i  uguale  alla  eomma 
delle  dietanMe  dalla  eteeea  retta  dei  punti  di  divisione  che  cadono  a  sinistra, 
8.  Dimostrare  che  le  5  radici  quinte  di  1  sono  date  da  1  e  dai  quattro 
numeri  : 

C08?  +  t  Sin?  =  -Ul-Ì)  +  i\  v/l0+2>/5 
5  5       4  '        4  V 

C08?  - 1-  Sin?  =  l(  V5  - 1)  -  4  s/io+aVs 

5  5       4  /        4  ^ 

cos?  + 1 8Ìn$=-i(>/5  +  1)  +  4v/lO-2V5 

5  5         4  '        4  w 

cos^  -  i  sin^=-^(V5  +  1)  -  f|^10-2  V5 

4.  Cklcolare  per  m  =  2,  8,  4,  le  radici  n"<  dei  nnmeri  : 

1»  • 

5.  Essendo  m  ed  n  interi  positivi  qualunque,  dimostrare  che  il  simbolo 

/  n  mn 

VVA   ha  precisamente  ^li  stessi  mn  significati  del  simbolo    y/ A. 

6.  fife  n  =  pa.q?,rY  ,  .  .  è  un  itUero  qualunque  decomposto  nei  'suoi  fattori 
primi  distinti  p,  q,  r,  .  .  .  ,  tutte  le  radici  n«^  di  1  si  possono  ottenere  molti- 
plicando una  qwUunque  radice  (p*)**"  per  una  qualunque  radice  (qP)*^  «<?c. , 
il  che  si  può  appunto  fare  in  n  modi  diversi.  Si  otterranno  poi  similmente 
tutte  le  radici  primitive  n*«  di  1  moltiplicando  una  qualunque  radice  primi- 
diva  (p*)"»«  per  una  qualunque  radice  primitiva  (q^)**"  ecc* 

Questi  due  teoremi  sono  semplici  corollari  dei  due  teoremi  dimostrati 
risp.  agli  articoli  829  e  880. 

7.  Dimostrare  ohe  Pespressione  \/  V  ...  \'  1,  in  cui  le  estrazioni  di  ra- 
dice sono  in  numero  di  o^  dà  precisamente,  quaudo  p  è  primo,  tutte  e  sole 

P_ 
le  radici  primitive  (j>")*^  di  1,  purché  al  primo  radicale  ^1    non   si   at- 
tribuisca il  valore  1. 

8.  Si  è  già  osservato  (nella  nota  8*  del  §  prec.)  come  il  problema  della 
divisione  di  un  arco  di  cerchio  qualunque  in  m  parti  eguali,  conduca, 
:per  «I  dispari,  ad  un'  equazione  algebrica  del  grado  m  neir  incognita  x , 
della  forma: 

* 

1—1  m~3  in^6 

«{  m(l  -  X»)  *  -  (^) (l  -  X»)  *  X»  +  ( J)  (l  _  X»)  *  x*..±x"'-»[=  A 

la  «quale  è  per  conseguenza  risolubile  per  via  trascendente. 

£  però  importante  di  notare  che  questa  stessa  equazione  si  pnò  anche 
-risolvere  per  radicali^  restando  cioò  nel  campo  puramente  algebrico,  me- 
diante la  formola  : 

«  =  ^j  y/At  +  v/l  -  A»  +^At-v/l  =rA»j  (a) 

^  quale  da  precisamente  le  m  soluzioni  cercate,  se  alla  interpretazione 
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dei  radicali  m*"*  si  imponga  la  restrizione  : 


sIaì  +  sIT^^xSIaì  -Vi  -  a«  =  ~  1. 

Per  dimostrare  tntto  ciò,  basterà  considerare  il  caso  in  coi  il  parametro 
arbitrario  A  ha  un  valore  reale,  non  superiore  in  valore  assolato  all'unità, 
ed  estraendo  le  radici  m*^  accennate  nella  (a),  nel  modo  spiegato  in  que- 
sto §,  riconoscere  Videntità  della  formola  (a)  colla  formola  : 

.  arcsinA 
ajs=  sin 


m 
già  ottenuta  per  via  trascendente. 

§  5.0  —  Limiti  e  serie  di  nameri  eomplessi. 

833.  Data  una  successione  indefinita  di  nameri  complessi: 

rtj  +  b^i  ,  a^  +  h^t ,  «3  +  M  >  •  •  •  >  ^n  +  ^n*  >  •  •  •  >  (^^ 

sì  dirà  che  a,^  -f  b^i  tende,  col  crescere  dell'indice  n   all'infinito, 
ad  un  limite  finito  e  determinato  L  =  A  +  Bi,  quando  si  abbia  : 

lima^  =  A  ,  limò^  =  B.  (2) 


nmm»  n=soo 


Di  qui  segue  evidentemente  : 

lira(A  -  a J  =  0    ,    lira(B  -  òj  =  ^ 

n^ao  biseco 

onde  anche  : 


lim  V(A  -  aj»  +  (B  -  b^y  =  lira  mod|(A  -f  Bi*)  -  (a„  +  bj)\  =  0 


7»=»  »BB30 


cioè  dal  tendere  i  termini  della  successione  (1)  al  limite  A  ^  _ 
col  crescere  di  n,  segue  che  il  modulo  della  differenza  fra  A+^^ 
ed  un  termine  qualunque  diviene  piccolo  a  piacere  col  cresce?  ^* 
deir  indice  del  termine,  e  reciprocamente. 

La  definizione  di  limite  di  una  successione  di  numeri  compiei 
è  dunque  perfettamente  analoga  a  quella  già  data  per  una  su-  ^ 
cessione  di  numeri  reali,  soltanto  che  alle  parole  valore  assohc- 
della  differenza  si  devono  sostituire  le  parole  modulo  della  diff^ 
renzaj  ecc.  E  del  resto  il   modulo    di   un    numero    complesso 
chiama  anche  spesso  il  valore  assoluto  del  numero  complesso,     "^ 
accordo  col  fatto  che  il  modulo  di  un  numero  reale  (considera   ^ 
come  caso  particolare  di  un  numero  complesso)  altro  non  6  ctr^ 
il  suo  valore  absoiuto. 

834.  Se  si  abbia  ora  una  serie  infinita  a  termini  complessi  : 
(«1  +  b^i)  4-  (ag  +  bS)  +  (ag  +  b^i)  +  . . .  +  (a^  +  bj)  +  .  . .  , 
si  dirà,  con  definizione  affatto  analoga  a  quella  già  data  per 
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serie  a  termini  reali,  che  questa  serie   è   convergente   ed  ha  per 
somma  un  certo  numero  complesso  A  +  Bi,  quando  la  somma  S^ 
dei  primi  n  termini  della  serie  abbia  per  limite    A  -H  Bi    col   cre- 
scere infinitamente  dell*  indice  n. 
Poiché:    * 

dire  che  : 

limS^  -=  A  +  Bi 

equivale  a  dire,  per  l'  art.  prec,  che  : 

lim(ai  +  a,  +  ...  +  a  J  =  A  ,  \ìm{b^  +  b^-\- ...  +  6^)  =  B  , 

cioè  che  le  dae  serie  a  termini  reali: 

ai  +  aj  +  aj  +  .  .  .  ,        bj ,  bj  +  bj  +  .  .  . 

sono  convergenti  ed  hanno  risp.  per  somma  A  e  B.  Si  vede  dun- 
que che  affinchè  una  serie  a  termini  complessi  sia  convergente^  è 
necessario  e  sufficiente  che  sia  convergente  la  serie  formata  dalle 
parti  reali  e  la  serie  formata  dai  coefficienti  delle  parti  imagi- 
narie. 

Se  modS^  diventi  più  grande  di  ogni  quantità  assegnabile  col 
crescere  deirindice  n,  si  dirà  invece  che  la  serie  è  divergente. 

In  ogni  altro  caso  si  dirà  indeterminata. 

835.  Se  in  luogo  di  una  serie  data  : 

(ai  +  bii)  +  (ag  +  bji)  +  (83  +  bji)  +  .  .  . 

si  consideri  la  serie  formata  dai  valori  assoluti  dei  termini  : 

mod{s^  +  bji)  -f  mod{sL^  +  bji)  +  mod{SL^  +  \\)  +  .  .  .  , 

e  quesVultima  si  trovi  essere  convergente^  sarà  convergente  anche 
la  prima. 

Infatti,  se  la  serie  dei  moduli: 


Vai*  +  òi*  +  Vajj*  +  òg*  +  v/as»  +  63*  +  ••• 

cbe  è  una  serie  a  termini  reali  tutti  positivi^  sia  convergente,  a 
fof^iori  saranno  convergenti  le  serie  a  termini  positivi  più  piccoli: 

V  07  +  \'' V  +  ^^  +  •  •  • 


W+VV+VV  +  ..., 

^'^    <t  fortiori  ancora  le  due  serie  a  termini  reali  : 

«1  +  ag  +  ag  4-  .  .  . 

61  +  èg  +  &8  +  .  .  . 

Oapklli.  —  Itiituzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  «diz.  57 


(«) 
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i  cnì  termini  non  possono  differire  che  per  il  segno  dai  termini 
corrispondenti,  tutti  positivi,  delle  due  serie  precedenti  (art- 6*^7, 
corollario). 

Ora  la  convergenza  delle  due  serie  (a)  esprime  appunto ,  per 
r  art.  prec,  la  convergenza  della  serie  proposta  : 

(aj  +  òli)  +  (aj  +  òjt)  +  (a,  +  6,»)  + 

836.  Notiamo  a  scanso  di  equivoco  che  la  reciproca  della  pro- 
posizione precedente  non  è  vera  in  generale,  poiché  una  serie  a 
termini  complessi  può  invece  essere  convergente  senza  che  sia  con- 
vergente la  serie  formata  dai  moduli  dei  suoi  termini. 

In  analisi  però  hanno  specialmente  importanza  quelle  serie  che 
si  conservano  convergenti  anche  quando  in  luogo  dei  sìngoli  ter- 
mini si  prendano  i  loro  moduli.  A  tutte  le  serie  che  godono  di 
questa  proprietà  si  è  dato  il  nome  di  serie  asaolutamente  conver- 
genti, 

837.  Cosi,  per  fermarci  su  di  un  esempio  importante,   la  serie 
esponenziale  : 

X      x'      x' 

è  assolutamente  convergente  qualunque  sia  il  valore^  reale  o  cofn- 
plesso,  che  si  dia  alla  x.  Infatti  la  corrispondente  serie  dei  moduVi 

moda      (moda;)*     (modac)^ 

è  convergente,  per  quanto  già  si  è  dimostrato  (art.  635),  essen^^^ 
modo;  un  numero  reale. 

838.  Teorema.  —  Se  le  due  serie  : 

U  =  Ui  +  Ug  +  Uj  -f-  .  .  .     ,    V  ^  Vi  +  Vg  +  V3  +  .  .  . 
sono  assolutamente  convergenti,  la  serie  : 

2u,v^-  =  Ug^vg  +  u^vg  -h  . . .  e 

ove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  gli  infiniti  prodotti  u^vy  <^^ 
addizionarsi  in  un  ordine  fissato  ad  arbitrio,  è  del  pari  assoluta 
mente  convergente  ed  ha  per  somma  il  prodotto  UV. 
Invero,  per  la  supposta  convergenza  delle  serie  : 

U'  =  modwj  -h  modttg  +  •  •  •  »    V'  =  mcdv^  +  modvj  -f  .  .  . , 
se  poniamo: 

modu^4.i+modu^^.j4- ...  =£,»  y  modv^^i+modt7„^,-i- ...  =iij^ ,    (1 

si  ha  : 

lim6^  =  0  ,  lim>3^  =  0, 

e,  se  si  sommano  le  uguaglianze  (2)  dopo   aver  moltiplicato   1  -^ 
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prima  per  Y'  e  la  seconda  per  U',  si  ottiene  : 

2mod(w,.t?y)  +  2mod(tt<v^)  <  e^V  +  ifi^U'  (3) 

»<«  j>n 

dove  la  prima  sommatoria  s' intende  estesa  ad  un  numero  finito 
qualunque  di  prodotti  u^vj ,  pei  quali  sia  però  t  >  ti,  e  analoga- 
mente per  la  seconda. 

Indicando  ora  con  1^  la  somma  di  un  numero  qualunque  di 
termini  consecutivi  della  serie  (1),  che  sia  però  abbastanza  grande 
perchè  fra  essi  si  trovino  compresi  tutti  quei  prodotti  u^vj ,  nei 
quali  t  ed  j  sono  entrambi  §  n,  si  può  scrivere  : 

2n  =  K  +  ^2  +  -.  +  u^Xv^  +  t;,  +  ...  +  vj  +  T^  (d) 

dove  T^  si  compone  soltanto  di  termini  che    possono  includersi 
neir  una  o  neir  altra  delle  due  sommatorie  (3). 
Si  avrà  dunque  per  la  (3)  : 

m«tìT„  <  e^V  +  y;^U', 

cosicché  dalla  (4)  segue  manifestamente  : 

lim  2^  =  lim(wi  +  ^2  +  ...  +  w  J  lim(t;i  +  r,  +  ...  +  O  =  UV  , 

e.  d.  d. 

La  serie  (1)  è  poi  assolutamente  convergente,  giacché  la  serie 
dei  moduli  dei  suoi  termini  non  è  che  la  serie  dedotta  da  U'  e  V 
nello  stesso  modo  con  cui  la  (1)  é  dedotta  da  U  e  V. 

839.  Corollario.  —  Ogni  serie  assolutamente  convergente  con- 
ferva la  convergenza  ed  il  suo  valore  comunque  si  alteri  V ordine 
é,ei  suoi  termini. 

Se  U  =  Uj  + 1*2  +  •  •  •  è  la  serie  primitiva,  e  si  prenda  per  V  la 
«erie  l4-0  +  0  +  0-f...,la  serie  (1)  si  ridurrà  infatti,  evidente- 
mente alla  stessa  serie  u^  +  t^g  4- .  .  .  ;  con  questo  però  che  i  suoi 
termini  si  troveranno  ora  disposti  in  un  ordine,  che  potrà  essere 
:fis8ato  ad  arbitrio. 

E  per  quanto  si  è  dimostrato,  la  serie  (1)  sarà  ancora  conver- 
gente, ed  avrà  per  valore  il  prodotto  UV  =  U, 

Vote  ed  Ssercisi. 


1.  Teosima  di  Dibichlbt.  —  Affinchè  una  serie  : 

(ai  +  b^i)  +  (a,  +  bji)  +  .  .  .  (1) 

^^ia  convergente  indipendentemente  dalVordine  dei  euoi  termini,  è  neceeeario   e 
-^ufficiente  che  eia  convergente  la  eerie  dei  moduli: 


Va^»  +  bi«  +  Vag»  +  bj«  4- . . . .  (2) 

Per  dimostrare  questo  teorema  (  ohe  coincide  in  parte  con  quello  del- 
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r  art.  889)  basta  osservare  in  primo  luogo  che  affinchè  la  (1)  sia  conver- 
gente indipendentemente  dall'ordine  dei  termini  è,  evidentemente,  neces- 
sario e  sufficiente  che  siano  tali  le  due  serie  : 

0^+02  +  ^3+...     ,     &!  +  &2  +  ^8  +  •  •  •  > 
cioè  (pg.  810|  Nota  7^)  che  siano  convergenti  le  due  serie: 

KI-flagl  +  laglH-...     ,     IM  +  l&al  +  I63I  + (3) 

Ma,  se  sono  convergenti  le  (d),  lo  è  anche  la  serie  : 

{|ail  +  IM)4-(|a,|  +  l6,|)+  ... 

e  quindi  a  maggior  ragione  la  (2),  che  ha  i  termini  corrispondenti  pi^ 
piccoli.  Beciprocamente,  dalla  convergenza  della  (2)  segue,  precisameQ^ 
come  nella  dimostrazione  fatta  all'art.  885,  la  convergenza  delle  (8).  ^^ 
teorema  si  trova  cosi  dimostrato. 

2.  Il  teorema  dell'  art.  838  trova  un'  importante  applicazione    nella    ^^' 
cerca  del  valore  della  serie,  cosi  detta  binomiale  : 

Ax  ,  y)  =  1  +  (y)x  +  (Ijx»  +  . . .  C«) 

la  quale  è  assolutamente  convergente,  comunque  si  scelga  il  valore  ds^  ifi 
purché  il  modulo  di  x  sia  inferiore  all'unità,  come  si  riconoscerà  ìmX^^ 
diatamente  applicando  alla  serie  dei  moduli  il  criterio  del  rapporto  (&^^^' 
colo  681). 

Nell'ipotesi  di  modo;  <  1,  potremo  infatti  scrivere,  eseguendo  il  prodo**® 
delle  due  serie  /(»,  y)  ed  /(j?,  y)  corrispondenti  a  due  valori  qualisi^^^' 
gliano,  reali  o  complessi,  di  y,  ed  ordinando  i  termini  del  prodotto  ^®' 
condo  le  potenze  crescenti  di  x  : 


kaoo. 


*.»)«-.!'■) =21® + G-.)(?V  (*-^)(0  *■■•  HO 

cioè  anche  (cfr.  art.  498)  : 

Haco 

m ,  y)r{x ,  y')  =5](^  +  ^'y =r(x,y+ j/). 

Prendendo  y'  =  —  y,  si  deduce  di  qui,  poiché  f{x  ,  0)  =  1  : 

A-y)  =  [Ay)r 

e<l  applicando  la  (^)  più  volte  di  seguito,  ne  segue  evidentemente  qual^ 
que  sia  l'intero  positivo  q  : 

\f{x  ,  J/)]'  =  f(x  ,  qy). 

Ciò  posto,  se  p  0  q  sono  due  interi  positivi,  si  ha  primieramente,   ^ 
il  teorema  del  binomio  : 


p 

e  prendendo  poi,  nella  (ò).  y  =:  _  : 


[f[x,^-y^=nx,p)  =  {\^x] 


d'  onde  : 


/'(a:,-|)=(l4a:) 


Da  qnest^ultima  e^aglianza  e  dalla  (y)  si  conclude  manifestamente  che 
f{s,  y)  =  (1  +  xy  per  ogni  valore  reale  e  razionale,  positivo  o  negativo, 
di  y. 

Qaesta  stessa  proprietà  si  estenderà  poi  anche  ai  valori  reali  irrazio- 
nali di  y,  considerandoli  come  limiti  di  numeri  razionali  ;  onde  si  può 
enunciare  che  la  eguaglianza  : 


(l+x)^  =  l  +  (§f)x+(|) 


aj*  -f  .  .  . 


è  valida,  per  modx<l,  qualunque  sia  il  valore  dell'esponente  reale  y, 

3.  Detta  B  ^  la  somma  dei  p  termini  consecutivi  airn*"o  nella  serie: 
np 

«1^1  +  «2^2   f  «3^*3  +  .  •  •  j  (A) 

r      la  somma  analoga  per  la  serie  : 

t^i  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  (^) 

e  p^  p  la  corrispondente  somma  per  la  serie  a  termini  positivi  : 

mod(ai  —  a2)  -f  mod(a2  —  «3)  +  mod(a3  +  a^)  +  .  .  .  ,  (C) 

si    può  scrivere  evidentemente  : 

=  ^n-k'p{'^n-¥p  +  ^n+p-1  +  •  •  •  +  ^n+l) 

+  («n+p-l  -  «n+p)(^n+p-l  +  •  •  •  +  «*n+l) 

+  .  .  .  +  («n+l  ""  ^n4.«)^n-H 

=  *n+p*'np  +  (*n+p-l  ""  *n+p)'*n  ,  p-1  +  '••  +  ('^n^-l  ""  *«+s)^n  ,  1* 

Q'^^  indi  :  ««  M  ^  è  iZ  ma«nmo  /ro  «  p  numeri  : 

np  "  * 

modr^j  ;  modr^,2  ,  .  .  .  ,  wodr^p , 
^o^^np  §  (Pn  ,p.i  ■^-  wioda^+p)M^p. 

^4.  Da  qaesta  disuguaglianza  discende  subito  il: 

^X'soREifA  DI  Absl  :  8e  sono  convergenti  le  due  serie  (B)  e  (C),  è  convergente 
*^^^Xe  la  serie  (A). 

^^i  noti  che  dalle  ipotesi  fatte  segue  che  moda,|^.p  si  mantiene  finito  co- 
^^ nqne  crescano  n  e  ^.  Si  può  scrivere  infatti  : 

«•»+p  =  «1  —  ^Oi  -"  ««)  -  («J  -"  ^)  —  •  •  •  ""  (««+P-1  -  «fi+p) 
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d^  onde  : 

moda^^.p  <  modaj  +  mod(pi^  —  a^)  +  mod(a,  —  a^)  +  .  .  .  , 

5.  Prendendo  per  le  aj  ,  oc,  ,  a,  ,  . .  .  una  sacoessione  di  numeri  positivi 
non  crescenti,  dedarre  da  questo  teorema  il  teorema  di  Abel  già  enun- 
ciato nel  Gap.  VII  (§  8®,  Nota  5»). 

6.  Con  pari  facilità  si  dedurrà  da  quella  stessa  disuguagliansa  il  teo- 
rema di  DiriMtt  : 

8e  è  convergente  la  serie  (C)  e  se,  eoi  crescere  di  n  aW  infinito^  la  somma 
n,  +  u,  +  .  .  .  -f  u^  «i  mantiene  finita^  nel  mentre  che  a^  tende  allo  mero,  anche 
la  serie  (A)  è  convergente, 

7.  Si  dimostri,  come  caso  particolare  di  questo  teorema ,  che  :  se  la 
somma  dei  primi  n  termini  di  una  serie  si  mantiene  finita  col  crescere  di  n 
aWinfinitOf  la  serie,  se  non  è  già  convergente,  diverrà  tale  moltiplicandone  i 
termini  per  dei  numeri  «i  ^  a,  ^  a,  ^  .  .  .  positivi  e  tendenti  etl   limite   zero. 

§  6.0  —  Forma  esponenziale  del  numeri  complessi.  Relasloni 
fra  le  fanzlonl  trlgonometrlcbe  e  le  f arnioni  esponen- 
ziali. 


840.  La  somma  della  serie  esponenziale,  che  si   è   già   notato 
(art.  837)  essereconvergente  per  tutti  i  valori  reali  o  complessi  di  so, 
si  può  esprimere,  anche  per  i  valori  complessi  di  se,  sotto  la  forma'^ 

giacché  la  dimostrazione  da  noi  data  (art.  638),  neiripotesi  che  * 
fosse  un  numero  reale,  seguita  senz'altro  a  valere  anche  nel  caiw — ^^ 
in  cui  X  sìa  un  numero  complesso. 

Ricordiamo  poi  che  per  x  reale  si  era  altresì  stabilita  la  foi 

mola  : 

X      x^      x^ 


^.  X         X  X  (       ,     ■^^o\ 


SI 

e- 


con  una  dimostrazione  che,  a  differenza  della  precedente,  presuli  -*^P* 
pone  essenzialmente  che  x  sia  reale,  E  del  resto  il  simbolo  e^  no  ^=^^  ^^ 
avrebbe,  finora,  alcun  signitìcato,  quando  Tesponente  x  fosse  mmlM'  un 
numero  complesso. 

Pertanto,  poiché  la  serie  che  sta  nel  secondo  membro  di  (2)         <^  f, 
convergente,  qualunque  sia  il  valore  complesso  x  =  a  -f  6t  che  t 
ponga  in  luogo  di  a?,  è  naturale  di  dare  appunto  la  seguente  ds 
finizione  :  

Def.  —  Per  e^"^'*^^  s'intenderà  d'ora  innanzi  la  somma  della s^'^^^' 
rie  convergente  : 

,   ,  (a  +  bi)  ^  (a  +  bi)«     (a  +  bì)» 

È  chiaro  che,  posta  questa  definizione,  l'eguaglianza  (2)  si  potr 
ritenere  valida  qualunque  sia  il  valore  reale  o  complesso  dell' 
sponente  x. 


—  455  - 

841.  La  definizione  data  per  6^,  quando  x  sia  un  numero  com- 
plesso, non  sarebbe  però  di  alcuna  utilità  pratica,  se  non  si  di- 
mostrasse che,  posta  questa  definizione,  seguiterà  a  sussistere  inal- 
terata la  regola  fondamentale  per  gli  esponenti  ^  espressa  dalla 
formola  : 

e*.ey=:c^+y  (3) 

qualunque  siano  i  valori  reali  o  complessi  di  a;  e  di  y. 
Ciò  però  si  dimostra  facilmente.  Infatti,  poiché  : 

sviluppando  il  prodotto  delle  due  parentesi  colla  regola  ordinaria 
del  prodotto  di  due  polinomi  e  indicando  con  w^  la  somma  di 
tutti  quei  termini  del  prodotto  che  sono  di  grado  complessivo  n 
in  X  ed  y,  si  avrà  (art.  838)  : 

e*-c^  =  1  +  Wj  +  t^2  -f  i£?3  +  .  .  .  +  U7^  +  .  .  .  (4) 

dove  : 

__  x^      oj**'^     y       x*^"^    y^  X    y^'^      y^ 

d'  onde  (art.  216)  : 

\nw^  =  x*»  +  (J)x^*-V+  (2)«^'*"V  +  • . .+  J^^  =  (x  +  yY  , 
cosicché  : 

(x  +  yT 

^n  =  i • 

[n 
Sostituendo  ciò  nella  (4)  viene  : 

cioè  appunto,  per  la  definizione  di  c*"*"^  : 


^.  d.  d. 


e^.e^  =  e^+y. 


842.  La  funzione  esponenziale  e^  gode  della  proprietà  dì  non 
annullarsi  per  alcun  valore  finito  di  x.  Ammesso  infatti  che  fosse 
^*  =  0,  se  ne  dedurrebbe  qualunque  sia  x  : 

e*  =  e^*e*  =  0 
Si  che  è  evidentemente  falso. 

843.  In  virtù  della  (1)  si  avrà  sostituendo  per  x  un  imaginario 
1)uro  sc  =  &t: 

lim  (1  +  —Y  =  e^\  (5) 
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bi 
Se  ora  poniamo  il  numero  complesso  1  +  —  sotto  la  foi*ma  tri- 
gonometrica : 

hi        , 

Ih =  r(co89  +  tsin<f),  (6) 

n 

potremo  anche  scrivere  per  la  formola  di  Moivre  : 

e**  =  lim  •  r**(cosw©  +  i  sin^)  ,  (7) 

nesx 

cosicché  per  calcolare  il  limite  del  secondo  membro  basterà  tro- 
vare i  limiti  a  cui  tendono  rìsp.  il  modulo  r**  e  V  argomento   n^ 
quando  n  tende  air  infinito. 
Dalla  (6)  si  ha  intanto  : 


=\/^  +  ^' 


onde  evidentemente  : 

limr  =  1. 

noQo 


Inoltre  si  può  scrivere  : 


\6V      I  2n 

.    (8) 


<^''=C*é)  ■(■•*))  ] 


Ma,  ponendo  per  un  momento  ??  =  m ,   cosicché    col    crescere 
di  n  all'infinito  anche  m  crescerà  all'infinito,  si  ha  evidentemente: 

'  "'  («!\  )     "'"  - V  ^i)  -'   ^'''-  '"'-  «3^> 

Dalla  (8)  si  deduce  dunque,  poiché  lim  --  =  0  : 

n=ae  ^H 


lim  — 


Calcolato  così  il  limr^,  ci  resta  a  calcolare  il  limite   di   ncp  — 
tale  oggetto  osserviamo  che,  uguagliando  nella  (6)  le  parti     ^  ""^ 
gìnarie,  si  ha  : 

r  sin©  =  —  ^^ 

n 

d'  onde  si  deduce  : 

lim  sin©  =  lim  —  , 
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cioè,  poiché  si  ha  già  limr  =  1  : 

lim  sin(p  =  0 

UBI» 

e  per  conseguenza  : 

lim<p  =  0. 

Ma,  per  un  noto  teorema  di  trigonometna  (cfr.  p.  289,  Nota  5»), 
quando  un  arco  <p  tende  a  zero,  il  rapporto  fra  V  arco  ed  il  suo 
seno  tende  all'unità;  quindi: 

Se  ora  scriviamo  la  (10)  come  segue  : 

sincp 

e  consideriamo  che  si  è  trovato  : 

sin9 
limr  =  l    ,      lim — ^  =  1, 

ii=Qo  n=(x>     <P 

se  ne  deduce  evidentemente  : 

limntp  =  6.  (11) 

Sostituendo  dunque  nella  (7)  in  luogo  di  r*  e  di  7i<p  i  loro  li- 
miti dati  dalle  (9)  ed  (11),  si  conclude: 

e*' =  cosò +  i  sino.  (12) 

844.  Questa  formola  importantissima  ci  dà  il  significato   di   e^* 
^otto  forma  finita.  Moltiplicandone  entrambi  i  membri  per  c%  dove 
^  sia  un  numero  reale  qualunque,  se  ne  deduce  più  generalmente 
'^   significato  sotto  forma  finita  di  e""*"^*,  cioè  : 

^a^bi  ^  ^«(eosò  +  i  sino) , 

^'o^:  e«+^^  è  un  numero  complesso  che  ha  per  modulo  e*  e  per  ar- 
^^-^^ento  b. 

lieciprocamente  ,  è  chiaro  che  ad  ogni  numero  complesso 
''(^^ostp  4- tsin<p)  si  potrà  sempre  dare  la  forma  esponenziale  scri- 
■"^^r^do: 

logr  (logr)+f< 

r(costp  +  i  sin9)  =  e       (cos<p  +  i  sìn<p)  =  h 


lo 


e  con  logr  s'intende  il  logaritmo  naturale  del  numero  positivo  r. 
«45.  Se  alla  Ibrmola  (12)  : 

e^*  =  COS&  -f  i  sìnb 

iungiamo  la  formola  : 

e~^*  =  COS&  —  i  sino 

Capklli.  —  latituzioni  di  atuiliiti  algebrica,  3.*^   odiz .  58 
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che  se  ne  deduce  cambiando  b  in  —6,  otteniamo  due  relazioni 
che  ci  permettono  di  esprimere  le  funzioni  trigonometriehe  fonda' 
mentali  ainh  e  cosh  per  mezzo  delle  esponenziali  e**  ed  e~**. 

Sommando  infatti  queste  due  formolo  membro  a  membro,  ov- 
vero sottraendolo,  ne  deduciamo  : 

cos6= ^ — ,  sin6=  — - —  (13) 

che  sono  lo  cosi  dette  formolo  di  Eulero. 

846.  Per  mezzo  di  queste  formolo  fondamentali  l'intero  calcolo 
trifjonometrico  si  riconduce  a  calcolo  esponenziale  e  per  conse- 
guenza qualsiasi  formola  generale  trigonometrica  si  potrà  sempre 
stabilire  o  verificare  come  un'ordinaria  identità  algebrica. 

A  schiarimento  del  metodo  da  tenersi  proponiamoci  p.  es.  di 
calcolare  la  somma  : 

coscp  +  cos2<p  -}-...  +  cosncp 

0;  che  è  lo  stesso,  ponendo  <p  =  2^^  la  somma  : 

n 

2cos2n^. 


A  tale  oggetto  partiamo  dall'  identità  algebrica  : 


X  —  X"^ 


=  x^"  -f  a;«(~-i)  -f  «*('•-*)  +  . . .  f  x-2('»->)  +  a"*'* 


Sostituendo  in  quest'identità  se  =  e*^,  si  avrà  immediatamente,  ^^} 
virtù  delle  formolo  di  Eulero,  la  formola  notevole,  che  risolve  ^^ 
problema  proposto  : 

sin'J;  ^^ 

847.  Dall'  eguaglianza  : 

SCI       {xt)' 
cosse  -f  i  sinse  =  e**  =  1  -f  .-—  +  -r—  4- . . . , 

U.       !_£ 

eguagliando  le  parti  reali  e  le  parti  imaginarie  del  primo  e  te 
membro,  si  deducono  poi  gli  sviluppi  in  serie  : 

ac-      se*       sc^ 
sc^      x^       se"' 


—  459  — 

che  possono  servire  a  definire  sinsc  e  cosa  anche  per  valori  com- 
plessi di  X. 

Ed  invero  si  verificherai  facilmente,  mediante  le  etiuivalentì  for- 
molo (13),  che  le  funzioni  sinx  e  cosa:  cosi  definite  soddisfano,  an- 
che per  valori  complessi  di  x,  alle  relazioni  fondamentali  : 

sin-aj  f  costar  =  1 

sin(a;  -I-  y)  =  sinx  cosy  +  siny  cosx , 
ecc. 

848.  Notiamo  finalmente,  come  conseguenza  importante  delle  re- 
l&sioni  trovate  fra  la  funzione  esponenziale  e  le  funzioni  trigono- 
metriche, che  anche  quella  è,  al  pari  di  queste,  una  funzione  pe- 
riodica. Dairavere  infatti  le  funzioni  trigonometriche  il  periodo  2t:, 
segue,  ponendo  x  =  a  +  hi,  che  : 

g(a^M)-^2ni  ^  ^a^ib.2r.)i  ^  e«[cos(6  +  2t:)  +  i  sin(6  +  2i:)] 

=  e^'icosh  ^  i  sino)  =  e"+*». 

Si  ha  dunque,  per  ogni  valore  reale  o  complesso  dix,  che  e*'^*'^*=e'^, 
cioè  che  la  funzione  g^  ammette  il  periodo  2t:ì. 

Vote  ed  Ssercisi. 

1.  Le  n  radici  n«*«  déìV  anità,  posto  sotto  la  forma  esponenziale,  sono 
dato  da 

ikrJ 


e  '*       per    A:  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  n  —  1. 
2.  Verificare  le  uguaglianze  : 


e««»=:l,       e'^^rz-l,       6^*  =  t,       e"'2*=:«i 


2KÌ  2TCf 

e  ^  +  e    * 


/   2lli  2jci\ 


3.  Per  quali  valori  reali  o  complessi  di  x  si  annullano  lo  funzioni  sinj; 
e  cos.r  ?  Per  quali  si  annulla  o  diviene  infinita  la  funzione  tgx? 

4.  Dimostrare  che  : 

limi  Sin-)   =0,      lim(cos-)   =1. 
n=»\      n/  «=»\      n/ 

(Cfr.  Sorrct.  Trig.  pg.  274). 

5.  Le  funzioni  trigonometriche  siiij;  e  cosjr  da  noi  introdotte  al  §  8^ 
in  baso  airintuizione  geometrica  avrebbero  potuto  introdursi  per  via  pu- 
l'amento  analitica  definendole  mediante  le  due  serie  convergenti  (15)  del- 
l'art. 817.  Volendo  seguire  questa  via,  alquanto  meno  naturale  ma  più  ri- 
gorosa, convorrà  definirò  il  numero  t:  come  il  doppio  del  più  piccolo  va- 
lore di  X  che  annulla  cosj;.  Si  avrà  allora  dalla  seconda  delle  (18)  ,  che 
Q'^ui valgono  alle  (15)  : 
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d^  onde  moltiplicando  per  e  *  : 

e^*  4-  1  =  0 
e  quindi  : 

e»^'  =  1 . 

Besterà  cosi  stabilito  per  via  puramente  analitica  ohe  la  funzione  e^ 
ammette  il  periodo  2?»';  d^  onde  se^ue  poi  subito  per  le  (13),  che  sin ;p  e 
coso?  ammettono  il  periodo  2i:  ;  ecc.  ecc. 

§  7.0  —  Logaritmi  natarali  del  namerl  complessi.  —  Rela- 
zioni fra  le  fansioni  lograrltmiche  e  le  funzioni  clclome- 
trlcbe. 

849  In  ciò  che  segue  si  chiamerà  logaritmo  di  un  numero  reale 
o  complesso  A  (e  si  indicherà  semplicemente  con  logA)  ogni  nu- 
mero X  dLe  renda  soddisfatta  V  eguaglianza  : 

e^  =  A.  (1) 

Ponendo  x=a^-^i  si  può  dare  a  questa  uguaglianza   la  forma*- 

e*(co8?  +  i  sing)  =  modA[cos(argA)  +  i  sin(argA)] 

da  cui  si  vede  come  essa  equivalga  alle  due  : 

e*  =  modA  ,  g  =  argA  -h  2kKi  ('i  ^ 

delle  quali  la  seconda  determina  il  numero  reale  f  a  meno  d  > 
un  multiplo  intero  arbitrario  di  2t:i;  nel  mentre  che  la  prima  ^^ 
potrà  sempre  soddisfare,  ed  in  un  unico  modo  (art.  6I0\  con  \xtì 
opportuno  valore  reale  di  a,  eccettuato  soltanto  il  caso  in  cuifos^^ 
modA  =  0. 

Cioè  :  esiste  semi)re  il  log  A,  ed  è  perfettamente  determinate^  ^ 
meno  di  un  multiplo  intero  di  27ri,  qualunque  sia  il  numero  re^^^^ 
0  complesso  A,  eccettuato  il  numero  A  =  0;  poiché  V  esponenzi^^^^' 
e**''  non  può  ridursi  a  zero  (art.  842)  per  alcun  valore  finito  di     '^' 

850.  Il  risultato  dell'art,  precedente  si  traduce  nella   formoli*'  ' 

logA  =  log(mod  A)  +  i  argA  C  ^- 

la  quale  ci  dice  che  alV  argomento  di  un    numero    reale    a    cc^  ^'^^^ 
plesso  A,  diverso  da  zero,  si  può  dare  V  espressione  : 

ara  A  -  -  i  loq --.  ^"^^ 

•^  -^modA 


851.  Posto  in  generale  A  =  a  +  òt,  la  formola  (.3)  ci  da  il  mo       ^  . 
di  separare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria   del   log(a  +  ^>^  '  '* 
Si  ha  infatti  (art.  817)  : 

niod(a  -F  bi)  =  \a^  -f  6^,  arg(a  +  bi)  =  are  tg  —  , 

a 
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cosicché  si  ha  dalla  (3)  : 

log(a  +  bi)  =  l  log(a«  +  b^)  +  i  are  tg - .  (3)' 

852.  Si  è  già  notato  come  le  formolo  di  Eulero  (art.  845)  per- 
mettano di  dare  un  significato  alle  funzioni  sinas  e  cosa?  anche  per 
valori  complessi  di  ce.  Per  tga;  si  porrà  pure  naturalmente  la  de- 
finizione più  generale  : 

Sina;      _  ,e^' zJj"'      .1  -  e^""' 
^^^"  ^^x  "  "  %-•  +  e"^'  '  'l  +  e»-'  ^^^ 

e  analogamente  per  le  altre  funzioni  trigonometriche. 

Posto  ciò,  è  chiaro  quale  sia  il  significato  più  generale  da  darsi 
alle  funzioni  inverse  delle  funzioni  trigonometriche,  cioè  alle  fun- 
zioni ciclometriche  are  sinz  ,  are  cosz  ,  are  tgz  ,  ... ,  per  valori  reali 
o  complessi  di  z.  Cosi,  ad  esempio,  il  simbolo  are  sinz  rappresen- 
terà tutti  quei  numeri  il  cui  seno  è  uguale  a  z. 

Ora,  quale  sia  precisamente  il  grado  di  determinazione  spettante 
a  ciascuna  di  queste  funzioni,  apparirà  chiaramente  appenachè  le 
avremo  ricondotte  alla  funzione  inversa  della  funzione  esponen- 
ziale, cioè  alla  funzione  logaritmica,  già  perfettamente  caratteriz- 
zata all'  art.  849. 

853.  Risolvendo  la  (5)  rispetto  ad  e*^*  si  trova: 

e-  =  LtÌÌ5^.  (6) 

1  -  i  tgx 

'^  prendendo  i  logaritmi  naturali  d'  ambo  i  membri  : 

2x1  =  log ^—  • 

1  —  i  tga; 

Se  dunque  poniamo  x  =  are  tg  «,  si  ottiene  V  espressione  : 

1  .     1  +  iz  ,„. 

aretg.  =  -loffj— ^  (7) 

lalla  quale  appare  manifesto  che:  dato  il  valore  di  z,   il   valore 

Ui  are  tgz  resta  determinato  a  meno  di  un   multiplo   intero   arbi- 

'-  rario  di  i:. 

_  ,         ,  1  +  iz 

Ponendo  poi =  y,  si  deduce  dalla  (7)  : 

1  —  iz  ^ 

logy  =  2i  are  tg:j — -  i, 

1+2/ 

854.  Se  nella  formola  : 

e^*  =  cosac  -f-  i  sinac  (8) 

poniamo  a:  =  arcsin^,  essa  prende  la  forma: 

giare  8in«  —  ^1  _  gS  4.  {^ 
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d'  onde  : 

are  sin^r 


mzrz'-i log*  v/l  -  z*  +  iz\ ,  (9) 


Similmente  si  trova  sostituendo  invece  a:  =  are  cosa: 


are  cosz 


i; 


=  -ilogWi\/l  -2?«|.  (10) 

Da  qaeste  formolo  si  vede  che  fatta  astrazione  da  un  multiplo 
intero  arbitrario  di  2i:,  esistono  in  generale  due  soli  valori  distinti 
di  are  sinz  (o  di  are  cosz)  che  corrispondono  ad  un  dato  valore  di  z. 

Detti  x'  ed  x''  i  due  valori  di  are  sinz,  si  avrà  : 

a'  =  -  t  logj  n/i  -z»  +  tzj  ,  x"  =  -  i  logj-  s/i-z^  f  iz\ 
d*  onde  segue  : 

x'-f  x"=  -i  logj  r  v'i^z^+iz]  [-  \/l-z2+tzl  [=-i  log(-l)= 

come  già  è  noto  per  i  valori  reali  di  z,  ecc.  ecc. 

855.  Ponendo  nella  (7),  in  luogo  di  z,  la  sua  forma  comples^  -a 
a  +  ft,  si  trova  : 

are  tg(a  +  Et)  =  —  loer ^ =  —  loff — -^-— 7;-= i— . 

Per  separare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria  di  are  tg(a-p^*) 
basterà  dunque  applicare  la  formola  (3)',  che  ci  darà  : 

are  tfffa  +  Si)  =     are  te: loe = 

e  riducendo  : 

r  .X      1  2a  r     (1  -f  g)2  +  a» 

are  tg(a  .  f ,)  =  -  are  tg^-3^73^,  +  ,-  ^^S^j^^^r 

Vote  ed 


1.  Separare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria  di  are  sinz  ed  are  cc7  ^  ,  . 

2.  Per  moda;  <  1  si  ha,  come  vedremo  più  in  giù  (Nota  10*  del  §    1^^ 
lo  sviluppo  in  serie  assolutamente  convergente  : 

a;2       x^      x^ 


log(I  +  x)  =  x~ --  +  ----  + 


.    .    .    ' 


8.  Questo  sviluppo  è  valido  anche  por  mod  x  =  1  ad  eccezione  del  *^'^     ^^ 
lore  :F  =  — 1.  Per  questi  valori  di  x  però  la  serie  è  soltanto  s  empii  cerne  ^^^ 
convergente  iCfr.  Novi:  Trattato  d'Algebra  superiore,  pag.  179). 

4.  La  formola  (7)  dell'art.  853  si  può  scrivere  : 


are  tgz  =  ^|log(l  +  iz)  -  log(l  -  tz)| 


\ 
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d^onde,  i^pplicando  lo  sviluppo  in  serie  della  2*  nota,  sì  deduce  subito  per 
modz  <  i  : 

2'  <»5         mi 

are  X.QZ  =  2 + +  ...  . 

5.  Facei^do  in  quest'ultimo  sviluppo  z  =  1  si  ottiene  la  formola  di  Leih- 
nitz  : 

111 

la  quale  però  converge  troppo  lentamente  per  potersi  utilizzare  a  calco- 
lare un  valore  sufficientemente  approssimato  del  numero  7:  (rapporto  della 
circonferenza  al  diametro). 

<>.  A  qucst'  oggetto  è  preferibile  la  formola  di   EuUro  : 

K  1  1 

-  =  are  tgg  -h  are  tg- 

"^V    3.4^  5. 4«    "V^aV    3.9^6.9^    "7 

che  si  deduce  immediatamente  dallo  stesso  sviluppo  di  are  tgz. 
7.  Ancor  più  vantaggiosa  è  la  formola  proposta  da  Machin  . 

-  =  4  are  tg  -  —  are  tg— 


4  ""b  °239 

_4/  4  4»  4»  \ 

""5V        3".  100"^  5 -ì 00-      7.100»^  "7 

_^  J_f  ^  _        1  1 1__  \ 

239\        3.57121  "^5.57121»      7.57121^  "^         / 

^limitandosi  alle  prime  trenta  cifre  decimali  si  trova  : 

u  =  3,  14159  26535  89793  23846  26433  83279 


§  8.0  —  liamerl  Bernoalllani  e  loro  relaslone 
colle  somme  delle  potenze  slmili  del  numeri  natoralt. 


656.  Se  neir  identità  : 


X      x^      7? 


poniamo  in  luogo  di  x  successivamente  ce,  2aj,  .3x, .  .  . ,  nx  e  som- 
miamo poi  le  uguaglianze  ottenute  membro  a  membro,  troviamo: 

— — ^  =  71  +  Oi(/i)  ^  +  c,(n)  r^  +  •  •  •  »  (^) 

cìlovc  : 

Qj.,n)  =  1*  +  2*  4-  .  .  .  +  n'^  (2) 

indica  la  somma  delle  potenze  k^^  dei  primi  n  numeri  naturali. 
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Moltiplicando  la  (1)  per  1  — e"*  si  ha  dunque  T  identità; 

d  +  U  +  T?-''"" 

(X      x^      x^  \/  X  ac*  \ 

dalla  quale,  sviluppando  (art.  838)  il  prodotto  nel  secondo  membro 
ed  uguagliando  quindi  (cfr.  §  13o)  i  coefficienti  di  una  stessa  po- 
tenza a:*+^  nei  due  membri,  si  deduce  : 


71*^1 


—  .       .-"'""••..  IT"     I     i"^  7".  _    "^  •  •  • 


Di  qui  si  ricava  la  formola  : 

che  potrà   servire   al   calcolo   successivo   delle   c^  ;  O2  i  •  •  '   (c^**- 
art.  220  e  la  Nota  6»  a  pg.  231). 

857.  Immaginiamo  determinati  (il  che,  come  è  facile  riconoscere, 
è  sempre  possibile  ed  in  unico  modo)  dei  numeri  : 

"1  7  "2  I  ^3  ;  •  •  • 
tali  da  rendere  formalmente  (*)  soddisfatta  V  identità  : 

(l-e-)(^l  +  -|^+-j^  -f-...j  =  x  (4) 

Con  ciò  si  vuol  intendere  che  i  numeri  Bj  ,  B^ ,  .  .  .  debbono  de- 
terminarsi in  modo  che,  fatto  lo  sviluppo  del  prodotto  ; 


/  ce      X-      x^  \/        B,x     B^x^     Bjx»  \ 


(u 


riesca  nullo  il  coefficiente  di  qualsiasi  potenza  di  x  eccettuato  il 
coefficiente  di  x  che  ha  il  valore  1. 


(♦)  Si  potrebbe  dimostrare  che  Tuguaglianza  cosi  ottenuta  è  poi  anche 
vera  effettivamente  per  tutti  i  valori  di  x  il  cui  modulo   non   superi    2n. 

B  ce      B  cc- 

Per  tutti  questi  valori  la  serie  1  +  -~ — 1 — r^- — f-  •  •  •  è  convergente.    Per 

Li-       Lf 

x=z2t,ì  il  valore  del  fattore  i  —  e'-^'  riuscirebbe  evidentemente  nullo  senza 
&he  sia  nullo  il  secondo  membro  di  (4). 
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Moltiplicando  la  (1)  o  la  (4)  membro  a  membro  viene  : 
/nx     n^x^      nV  \f^      B.x*      B^x*  \ 


(X  X  \ 

«  +  <'i(n)iY  +  °»(")r2  +'")> 


d'onde  si  deduce  uguagliando  i  coefficienti  a  7^'^'^  nei  due  membri: 

e  quindi  anche  : 

(fc+l)o»(n)=«''-i+  (*+l)B,n*  +  (*f  )bX-»+...+(*J^)b»«     (6) 

858.  I  numeri  B,  ,  B,  ,  B^  ,  .  .  .  ,  mediante  i  quali  abbiamo  otte- 
nuta l'espressione  definitiva  di  o,^(?i)  si  dicono  numeri  Bemoulliani, 
Per  calcolarli  basta  faro  nella  formola  (6)  ?i=l.  Si  ha  così  la  re- 
lazione : 

dalla  quale,  facendo  A:=  1 ,  2 ,  3,  .  .  .  ,  si  deducono  le  successive 
relazioni  : 

2Bi  =  l 

2B2  +  3Bi  =  2 

4B3  +  GBg  +  4Bi  =  3 


mediante  le  quali  si  troverà  successivamente  : 

Bi  =  ^  ,  B3  =  0  ,  B5  =  0  ,  B7  =  0  ,  Bc,  =  0  ,  Bj,  rr  0  ,  .  .  . 

R     -^  ^^^      Il     -.7  3C17  _  438G7 

''-"      2T20'     '^^T     '^'"Iaì   '      '^    '    798    ' 


•  •  •  • 


859.  Dalla  (4)  si  deduce  : 


B3X» 


U      12    ■    LI 

e  portando  nel  primo  membro  il  termine  B^x  dopo  aver  sostituito 
per  Bj  il  suo  valore    -,  e  riducendo  quindi  il  primo  membro  ad 

Capklli.  —  lalliuzxoni  di  analisi  algebrica^  8.*  odiz.  59 
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un'  unica  frazione  : 

Ora  il  primo  membro  conserva  il  suo  valore  se  si  cambia  x  in 
—  a?;  dovrà  dunque  accadere  il  medesimo  per  il  secondo  membro, 
cioè  dovrà  essere  : 

B^«     Bjx»     B4X*  BgX^^BsCC»     B^x*^ 

■[2    ■*•    [3    ■*■    [4    ■^•••-■[2"       IF-^ir     •••' 

onde: 

B3  =  0,B5  =  0,B7=0,  ... 

cioè:  i  numeri  Bernoulliani  di  indice  dispari  sono  tutti  nulliy  ad 

eccezione  del  solo  B^,  che  ha  per  valore  -. 

860.  I  polinomi  (fìi{x)  definiti  dalla  formola  (5): 

1  a;*^i       B,  a*      Bj  x^'^  B^  x 

si  chiamano  polinomi  di  Bernoulli, 
Prendendo  la  derivata  dei  due  membri  viene  : 

^\{x)  ^  X»      B,  x"^-^  B,.,  ce     B, 

-  rr  T  —  -^ +  .  .  .  +  -rz r  7  +  ,-7-  1 


\k         \k   '    l  |fc-l  |A:~1  1      \k 

cioè  : 

1^  "■  |fc:::_i    li' 

Di  qui  segue  la  relazione  notevole  : 

?'*(«J)  =  A:9,-i(^)  +  B*  (9) 

che  si  potrà  anche  utilizzare  per  il  calcolo  dei  successivi  polinomi 
di  Bernoulli. 

Vote  ed  Sserciii. 

1.  Se  si  pone  simbolicamente  : 

B,.  =  B*  ,  Qiiii)  =  [o(n)]'        ,  t  =  1,  2,  3,  ... 

le  formolo  (1),  (4),  (7)  e  (6)  possono  evidentemente  rappresentarsi  in  modo 
più  compendioso  come  segue  : 

e"^  -  1  =  (1  -  e-^)(n  -  1  4-  e*°^"0 

(1  -  e-^)e  "^  =  cr,        (1+  B)*  -  B*  =  fc 
(A:  +  l)Gfc(7i)  =  (n  +  Bf-"^  -  B*+^ 
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2.  Se  nella  forinola  (8)  sì  pone  2ix  in  luogo  di  x,  viene: 

cioè  (cfr.  art.  845)  : 

X  COtgXr:  1  -  —1-   +  — ^ ... 

L£  Li 

a; 
8.  Dedurre  dallo  sviluppo  precedente  quelli  di  -  -   e  di  tga;,   valendosi 

smx 

delle  formolo  : 

1  X 

-, —  =  cotff-  —  cotffo;    ,    tgx  =  cotffx  —  2  cot^2x. 
sinx  2 


§  9.0  —  Le  fansionl  ^  di  Jaoobi. 

861.  La  serie  : 

ye««*+^  (1) 

«■=0 

(in  cui  neh  son  due  numeri  reali  od  imaginarii)  è  assolutamente 
convergente  quando 

modo!"  <  1  (2) 

e  non  è  mai  convergente  quando:  mode^  >  1. 

Invero,  il  rapporto  di  un  termine  qualunque  di  (1)  al  precedente 
essendo  : 

e  (2n+l)a-f-6 

— =e  ' 

anr+o 

e 
il  suo  modulo: 

Sn-l-l  . 

(mode  )         «mode** 

tende  evidentemente  al  limite  zero,  per   n=oo,  tutte  le  volte  che 
sia  soddisfatta  la  condizione  (2).  In  tale  supposto  la  serie  formata 
dai  moduli  dei  termini  della  (1)  è  dunque  convergente  (art.  630): 
epperò  lo  è  (art.  835)  anche  la  stessa  (1). 
D' altra  parte,  poiché  : 


mode  =  [mode'  •  (mode")**] 


è  senz'altro  manifesto  che,  se  fosse  invece  mode"  >  1,  il  modulo 
del  termine  generale  della  serie  (1)  diverrebbe  infinitamente  grande 
per  n  =  00  ;  cosicché  la  (1)  non  potrebbe  essere  in  alcun  modo  con- 
vergente. 
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862.  Se  è  soddisfatta  la  condizione  (2), le  due  serie: 

sono,  per  quanto  si  è  testé  dimostrato,  entrambe  assolutamente 
convergenti.  È  dunque  assolutamente  convergente  anche  la  loro 
somma  : 

e 


n=—x> 


Se  poniamo  come  6  sempre  lecito  (per  ragioni  di  comodità  che 
appariranno  meglio  in  seguito:  a=T:2U)  ,  6=2t:iw,  resta  cosi  stabi- 
lita resistenza  della  funzione  delle  due  variabili  u  ed  co  : 

«■B+OO 

r(w  ,  io)  =  2^  e  ^  (3) 

la  quale  ha  un  valore  finito  e  ben  determinato   per    ogni   valore 
finito  deir  argomento  u,  /^wrc/i^    sia   lìoaitivo    il    coefficiente    della 
imrte  imaginaria  del  parametro  co  (che  si  chiama  anche  il  modulo 
della  funzione  ^). 
Invero,  se  poniamo  per  brevità  : 

e  sia  co=af2i,  si  ha:  mod5=e~""^,  cosicché  la  condizione  mod<2<l 
equivale  alla  condizione  ^  <  0. 

863.  La  funzione  ^(u  ,  to)  soddisfa ,  ^^e?'  ogni  valore  di  u  ,  alle 
due  relazioni  : 

&(u  -h  1  ,  w)  =  Ì7(u  ,  to)  ,  ^(u  -h  o>  ,  w)  =  e-''^(-"+">r(w  ,  w).       (4) 

Di  queste  due  proprietà,  la  prima  ò  senz'altro  evidente  essendo 
e-'^*=l.  La  seconda  si  stabilisce  assai  facilmente  paragonando  la 
sommatoria  (3)  con  quella,  evidentemente  equivalente,  che  se  ne 
deduce  cangiando  n  in  ti  -f-  1. 

Si  trova  infatti  per  tal  via: 


-(w  ,10)=  ^  e 


>*=-» 


-i».)-|-2;:iM  vn    7ri».m'^-f  2ni(M  I  to)H 
<3  7   e 


s 


ii=—rì 


-e'^^^^^'^^.^u  +  io  y  co). 
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864.  La  funzione  5(it ,  co)  da   origine   alle    quattro   funzioni  & 
fondamentali  : 


&oo(^  j  w)  =  S(u  ,  w) 
Soi(ii  >  w)  =  Sj'u -f- 2  ,  (o) 

-io(a  ,  w)  =  e  *         Sf  u  +  Y ,  (0 J 


(5) 


&ii(u  ,  w)  =  -  te  *         5(^u  +  -—  ,  (0  j 
che  si  possono  anche  riassumere  neirunica  formola  più  generale: 

(/  fl*  gg'  \ 

=  (_l)fftf'^e      ^       '^^  ^        ^^^       ^^  (6) 

Una  qualunque  ^ygiu  ,  w)  di  queste  funzioni  6  contraddistinta, 
come  si  vede,  dai  due  indici  g  ,  g'  che  si  chiamano  le  sue  caratte- 
ristiche. 

865.  La  funzione  ^gg{u  ,  co)  soddisfa,  come  segue  assai  facil- 
mente dalle  (6)  e  (4),  alle  due  relazioni  funzionali  : 

3gg{u  +  1  ,  co)  =  6^'^  %g{u  ,  co) 

(7) 

3,/u  +  co  ,  co)  =  e-^»(«-+"+a')  5^^,(^  ^  ^^)^ 

Si  ha  infatti  per  le  (4)  : 

s((u  +  1)+  |co  +  ^  ,  oi)  =  ^(tt  -f  |-w  +  ^  ,  co) 

r((tt  f  co)  +  -|co  +  -^  ,  co)=  e-^»(2«+i/u)^i/ -^u))  3^,^  ^  |.^.3  ^  ?^.  ^  ^^y 

866.  La  funziono  r(w  ,  io)  è  pari  rispetto  all'argomento  w,  cioè 
S(--  u  ,  co)-r(a  ,  co),  giacché  il  2©  membro  della  (3),  dovendo  n  per- 
correre tutti  gli  interi  positivi  e  negativi,  conserva  evidentemente 
il  suo  valore  se  nel  termine  generale  della  sommatoria  si  cangia 
n  in  —  n.  Si  ha  cosi  appunto  : 

^(w  ,  co)  =2^  e  ~ 2j  ^  ^  ^^""  ^*  '  ^^^' 


^isaai— %  /48B-X 
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Delle  quattro  funzioni  &  fondamentali ,  le  prime  tre  ^^^  ,  doi  t 
&I0  sono  pari  rispetto  all'argomento  xx,  nel  mentre  che  la  quarta  ò^ 
è  dispari^  cioè: 

5oo(- ^  j  w)  =  &oo(u  ,  w)    ,    5oi(- ^  »  w)  =  5oi(u  ,  w) , 

È  questa  una  conse^enza  assai  semplice  della  forinola  (5), 
quando  si  tengano  presenti  le  (4)  e  la  formola  3(— u ,  ui)=^(  u  ,  (o) 
deirarticolo  precedente.  Cosi;  ad  esempio,  si  troverà  successiva- 
mente : 

^oi(-  w  ,  co)  =  &(-  w  +  y  ,  co)  =  s(w  -  y  ,  co)  = 

867.  Dalla  prima  delle  (7)  discendono,  come  subito  si  riconosce, 
le  due  formolo  generali: 

(B) 

V(-  +  I  >  ^0  =  (-  ly^'r'^"^'"^  %,rA^  ,  co) 

che  applicate  alle  Sqq  »  ^oi  >  ^lo  >  ^ii  danno  luogo  alla  seguente  ta- 
bella : 

5oo(^w  +  y ,  (o)=roi(tt  ,  co)  ,  &oo(w  +  y  »  c^)  =  «"'^^  "^*  •mo(«*  »  C'^) 
-oi\^w  +  Y  ,  w j=-oo(«^  7  w)  ,  Soi(^^  +  7  ?  w  j=  le     ^     ^'  &ii(tt ,  co) 
-loU  +  y  ,  coJ=-:3,i(m,  co)  ,  :7iol^w  "^  Y  >  ^'7  =  ^  ^oo(*^  >  ^'^J 

^11^^^  ^  Y  '  ^''/'^^Jo("  '  ^^)  '  ^11 V*  "^  y ,  co)^fe'''*'^""*'*^  ro^(u  ,  to). 


ITote  ed  Eseroisi. 

1.  Si  deduca  dalle  (4),  qualunque  sia  Tintero  positivo  o  negativo  k  : 

^{u  +  A;  ,  co)  =  ^(u  ,  co) 
&(w  +  Arto  ,  co)  =  e-^-<(2k'*i-^=^co)  3^^  ^  ^^^^ 

2.  La  formola  (6)  sussiste  e  definisco   ^gg'(u  ,  co)  anche  per  valori   qua- 
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lisivogliano,  interi  o  no,  delle  ^  ,  ^'  ;  ed  in  qnesto  lenso  più   generale   si 
possono  intendere  anche  le  (7). 

8.  Alla  formola  (8),  aggruppando  due  a  due  nel  secondo  membro  i  ter- 
mini che  corrispondono  a  valori  di  ti  eguali  ma  di  segno  contrario,  si  può 
anche  dare  (art.  845)  la  forma  : 

&(w  ,  io)  =  1  +  2  Vc^'"'»'  cos2irnM. 

4.  Si  deduca  da  quest^ultima  formola  o,  meglio,  direttamente  dalle  (5), 
la  tabella  : 

*)(>(  «>  w)  =  Vgr-e»""'»  =  1  +  2  V3»*cos2Kn« 


>iaa— flO  »»=1 


*laB-l-QO  tfBH-CO 


&„(« ,  w)  =2](-  l)V'«*"''""=  1  +  2 V(-  l)"fi»'cos2rn« 


na— x  nwBi 


&ioOt,co)=2g    *    e'^»"(2'»-^^)  =  2]^5    *    C08i:(2n+l)w 

'»^Ì«  (2n-n;«  «-+J0  (2n+l)« 

^ii(te,0))  =  -i2](-ir5    4    e'^'"(2n+i)^22](- ir?    *    8inir(2n+l)tt. 

5.  Dimostrare  che: 

Soo(2J  >  w)  +  S,,(2;  ,  co)  =  &oo(y  ,  ^  ). 
G.  Biconoscere  che  9,|(0)  =  0  (cfr.  art.  866)  e  dedurne  poi  che 

§  lO.o  —  Relazioni  fondamentali  fra  le  qaattro  faniioni  &. 

868.  In  questo  §  per  le  funzioni  ^yg'(u  ,  (o)  si  avranno  a  consi- 
derare valori  differenti  dell' argomento  w,  tenendo  costante  il  pa- 
rametro co.  Potremo  quindi ,  per  maggiore  brevità ,  adottare ,  in 
luogo  del  simbolo  ^gg'in  ,  co),  il  simbolo  più  semplice  %g'{u),  omet- 
tendo di  mettere  in  evidenza  il  parametro  co  che  resta  arbitrario 
ed  è  lo  stesso  dappertutto. 

Le  quattro  funzioni  roo(w)  ,  ^q^ìu)  ,  ^iq{u)  ,  &i,(w)  definite  all'  ar- 
ticolo 864  si  presentano  cosi  come  funzioni  dell'unica  variabile  u. 
Esse  soddisfano  identicamente,  cioè  qualunque  sia  il  valore  di  u. 
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alle  due  relazioni  quadratiche  : 

^%l(0)^^o(tO  =  5^o(0)&»ol W  -  5U0)&«u(«) 

s%i(o)^w^) = &v(o)5*ot(«)  -  &^^(o)s^,(u). 

Noi  stabiliremo  queste  identità  deducendole  da  una  formola  fon- 
damentale di  Jacobi  che  ci  fornirà  anche  altre  relazioni  impor- 
tanti fra  le  stesse  funzioni. 

S69.  ^S'e  gli  argomenti  z\  ,  z',  ,  z'3  ,  z\  sono  legati  agli  argomenti 
^1  )  ^i  f  ^i  ì  ^4  ^^^^^  relazioni  : 

,  _  1 

Z  2  —  -^  (.Zj  -f  Zg  —  Z3  —  Zj  ) 

,    __    1  . 

Z  4  —  —  (Zj  —  Z2  —  Z3  +  Z4J  , 

«i  ^a  : 

-oo(Zi)roo(Z2)roo(Z8)SoofZ4)  +  &io(Zi)Sio(Z2)-io^Z8)-io(Z4) 

(3) 

=  &00(Z\)S00(Z'2)500(Z'3)^00(Z'4)  +  &lo(z'l)-lo(Z'2)-lo(z'8)-lo(2'4). 

Se  indichiamo  con  p  uno  qualunque  degl'infiniti  numeri  pari  e 
con  q  uno  qualunque  degrinfiniti  numeri  dispari  positivi  o  nega- 
tivi, si  può  scrivere  : 

-io(^)=2i,^'  =2j^* 

n=s— 00  f/=3 — oc 

Poiché  ora  le  somme  infinite  nei  secondi  membri  convergono  as- 
solutamente, si  hanno  pei  prodotti  scritti  nel  primo  membro  di  (3) 
gli  sviluppi  assolutamente  convergenti  : 


Vi  j  ì^  I  Pi  I  p* 


7l  I  Vi  .  «?3  ,  74 
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onde  si  può  scrivere  : 

»Oo(2l)&Oo(«,)&00(«8)500(2«)  +  &lo(«j)&>o(2«)&lo(2«)&lo(«4) 


ruta 


dove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  i  sistemi  m^  ,  m^  ?  ^3  ;  ^4  <li 
quattro  numeri  tutti  pari  0  tutti  dispari. 

Ma,  se  iudiebiamo  con  m\  ,  m'^  y  in'^  ,  m\  il  sistema  di  numeri 
legati  al  sistema  m^ ,  m^  jm^  ,  m^  da  relazioni  simili  alle  (2),  cioè 
dalle  relazioni  : 

(5) 

si  ha,  come  è  facile  dedurre  dalle  (2)  e  (5)  : 

w*j  +  m\  +  m*3  +  7n*4  =  m'^^^  +  m'%  +  m'*j  +  m'^4 
ZiWJi  +  «gm,  +  «jTWj  +  «41114  =  z\m\  +  z\m\  +  ^'jw'j  +  2^4Wi'4  , 

onde  la  (4)  può  anche  scriversi: 

.  .^^  . 

Quindi;  perchè  resti  stabilita  la  formola  (3)^  che  volevamo   di 
mostrare,  basterà  riconoscere  che  anche  il  sistema  m\  ,  m\  ,  m\ , 
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9ii'4 ,  è  formato  di  numeri  tutti  pari  o  tutti  dìspari,  come  il  sistema 
^n^  ,  TU,  ,  m,  ,  m4  ;  giacché  le  (5)  si  possono  risolvere  rispetto  alle 
tii]  ;  mg  ^  ^3  ,  7714  sotto  forma  analoga,  cioè  : 

^1  =  "2"  ^^'*  "*"  ^'«  "^  ^'*  "^  ^'^ 
^2  =  Y  (^'1  ^  ^'2  -  ^'3  -  ^^'4) 
Ws  =  Y  (W,  -  ?yi'g  +  m's  -  m'4) 

W4  =  Y  ^^'1  +  ^'«  +  ^'s  *'  ^'4) 

Capbllt.  —  iMiitutioni  di  analÌ9Ì  algebrica,  8.*  edix.  GO 
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dimodoché  esiste  sempre  un  unico    sistema  nij  i  Wg  ,  Wj  ,  m^   che 
da  origine  ad  un  dato  sistema  m\  ,  w'j  ,  m'j  ,  m\. 

Ora,  per  riconoscere  ciò,  basta  osservare  che  dalle  (5)   si  de- 
duce : 

m'i  -f-  f»'j  =  iWj  +  m^ 

m'i  +  t«'4  =  w^  +  ?i?4 

cosicché,  essendo  »i|  ,  m^  j^i  j  ^4,  tutti  pari   o    tutti   dispari ,   le 
somme  : 

m\  +  m',  ,  wi'i  +  m'3  ,  «l'i  +  m\ 

saranno  numeri  pari  ;  d'onde  segue  appunto  che  m',  ,  m'^  ,  m\  sa- 
ranno tutti  pari  o  tutti  dispari  secondochè  sia  pari  0  dispari  fn\. 
La  tormola  fondamentale  (3)  si  trova  cosi  stabilita. 

87lX  Se  si  dà  alla  variabile  z^  V  incremento  1,  le  variabili  z\  , 
s\  .  5*,  •  s\  riceveranno,  come  si  vede  dalle  (2)  l'incremento  di  -, 

e  la  formola  (3)  diventerà,  tenendo   presente    (articolo   865)    che 

-wk»i  -^  1^  =  ^00(^1)  ®  ^10(^1  +  1)  =  -  5io(«i)  ®d  applicando   le    for- 
uiole  deir  art.  867  : 

&aa(»i)Soo(^«)^oo(«8)Soo(24)  ~  '^iI^x)\Ih^!^xIh1^xJ<zÒ 

(6) 


5*oo(o)3«ooW  =  ^^o(o)^^o(^*)  +  ^^,(o)&%,(u)  (7) 

dalla  quale,  dando  ad  u  Tincremento  di  -  ,  deduciamo  : 

ù 

9Vo)S*oi(«)  =  S«,o(o)&*u(«)  +  &*oi(o)&V«)  ; 
n  llnftlmtinto,  bo  In  quest'ultima  cangiamo  «  in  m  +  — ,  otteniamo: 

QuoMto  duo  ultime  identità  sono  appunto  le  relazioni  (1)  che  ci 
Aravamo  proposto  di  stabilire. 

M7'2.  H«  a  ciascuna  delle  ^i  ,  «^  »  ^3  >  ^4  si  da  l'incremento  di  -  , 

iwmli?<^li^  ^\  riceverà  T  incremento  dì  1   e   z\  ,  «'3  ,  ^'^   resteranno 
InalMtnif^?,  la  formola  (6)  ci  dà: 

(8) 

»0,^«'|)5oi(^'i)^0l(^'3)5oi(«'4)  -  Sll(^'l)&ll(^'i)&li(^'3)Sn(«'4). 
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e  da  quest'identità,  ponendo  z\  =zz'^=:u  ,  t\  =  z\=-o  ,  cosicché  : 

«,  =  w  +  t> ,  «2  =  «  — 1> ,  Zj  =  0  ,  «4  =  0,  sì  dedace  : 

5»oi(o)5ot(«  +  «')&oi(«  -  »)  =  5*o.(«)5*oi(f)  -  S*u(u)3«„(«).      (9) 

873.  Con  artifizi  analoghi  a  quelli  di  cui  ci  siamo  serviti  per  ot- 
tenere la  forinola  (9)  si  otterrebbe  un  gruppo  di  formolo  cono- 
sciute sotto  il  nome  di  formale  di  addizione  delle  funzioni  Sj.  Noi 
ci  limiteremo  a  riportarne  qui  in  aggiunta  alla  (9),  ^asciandone  la 
verifica  al  lettore^  solamente  altre  tre  che  ci  saranno  utili  in  se- 
guito : 

5oo(o;&,o(o)&oi(w+v)5u(«-v)= 

=&oi(i*)^ii(^)-oo(^)-io(^)-&oo(*05,o(^)&oi(«^)^ii(«^) 
&o/o)&,o(o)&oi(w+^)^io(«*-v)= 

=&oi(w)&,o(«^)^oi(v)&io(«^)+^oo(w)5i/«^)&oo(t^)5ii(«^)   (10) 

ITote  ed  Esercin. 

1.  Pouendo  nella  (6):  «i  +  ^  +  2,  +  z^  =  0,  dedurne  ridenti tà  fra  Sj ,  s^  ,  «3: 

^oi(o)^oi(«i  +  ^2)^01(^2  +  ^3)^01(^3  +  ^2)  = 
=  ^00(^1  +2:2  +  ^3)&oo(^i)^oo(^a)^oo(2fs) 

-  &lo(^l  +  ^2  +  «3)^10(«l)&10(«2)^10(2^8)- 

per  maggiori  ragguagli  circa  le  molteplici  relazioni  che  si  possono  de- 
durre dalla  formola  fondamentale  di  Jacobi,  cfr.  p.  es.  le  Funzioni  Ellit- 
tiche di  E.  Pascal  (Manuali  Hoepli,  1896). 

2.  Si  trovino  le  formolo  che  nascono  dalle  (8),  (6),  (8)  dando    a  2,  ,  x,  1 

ar^  ,  «4  nsp.  grincrementi   -  ,-,0,0. 

£  cosi   pure    le    formole    che   nascono    dal   dare    risp.    gP  incrementi  : 

1  cu  1  -f-  «li 
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§  11.0  —  Funsioni  ellittiche  a  periodi  indipendenti. 

874.  Mediante  quoti  di  funzioni  &  si  costruiscono  facilmente 
delle  funzioni  deli'  argomento  u  (dette  funzioni  ellittiche)  dotate 
di  due  periodi.  Come  funzioni  ellittiche  fondamentali  si  possono 
assumere  le  tre  seguenti  : 

8n(tt  ;  Q,  ,  Q,)  =  •  -—- ~ 

a   (0   ^)  &   f  «      ^\ 
cn(u  ;  Qi  ,  Qgì  =  —  — -'-  •  —     -- — -^  (l) 


^10 


(«i;)  ^"ii  ■  f) 


^..(o,5.;).»(^,5.;) 

ognuna  delle  quali,  come  segue  immediatamente  dalle  formole  del- 
l'art. 865,  ammette  il  periodo  20^  e  il  perìodo  'ifl^ ,  cioè  : 

sn(w  -h  2Qi  ;  ù^  ,  Q^)  =  sn(M  -,  Q^  ,  Q^)    >    sn(u  +  20,)  =  sn(w) 
cn(w  -f  2Qi  ;  Qi  y  Qj)  =  cn(t^  ;  Q^  ,  Qg)    ,    cn(w  -H  20^)  =  cn(u)    (2) 
dn(u  +  2Q,  ;  Qj  ,  Qg)  =  du(it  ;  Q^  ,  Q^)    ,    dn(u  -h  2^8)  =  dn(w). 

875.  Le  quantità  stesse  Qj  ,  Q^  sono  periodi  soltanto  per  alcune 
delle  tre  funzioni  ellittiche  e  semi-periodi  per  le  altre.  E  precisa- 
mente si  ha  : 

sn(M  -h  Qj)  =  —  smt    ,    sn(M  +  Q,)  =  ®°*^ 

cn(«t  +  Q,)  =  —  cnu    ,     cn(?t  +  Q^)  =  —  cn?A  (3) 

dn(u  -H  Qj)  =  dn?t        ,     dn(u  ■\-  Q^)  =i^  dnu. 

Ciò  risulta,  del  pari  immediatamente,  dalle  stesse  formole  dell'ar- 
ticolo  865. 

876.  Fra  le  tre  finizioni  ellittiche  (l)  hanno  ItjLogo  le  due  rela- 
zioni fondamentali  : 

cn\\x  ;  Qj  ,  ù^)  +  «n*(u  ;  Qj  ,  Q,)  =  1 

(4) 
rfn»(u  ;  Q,  ,  fl,)  +  khn^in  :  Qj  ,  Q,)  =  l 
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dove  : 


(5) 


=  1 


Invero,  se  la  prima  delle  dae  relazioni  quadratiche  (art.  868) 
fra  le  funzioni  &  si  divide  per  ^\o{o)^\W7  si  ottiene,  qualunque 
sia  l'argomento  u  ed  il  modulo  w  cui  si  riferiscono  le  à,  Tidentità: 

&V(o  ,  oj)  ^\o{u  ,  co)  ^  &V(o  ,  (o)  Sf\^(u ,  fa>)  ^  ^ 
S*,o(o  ,  w)  '  &«oi(^  y  w)      3»,o(o  »  w)  '  aV(^  ?  w) 

che  è  appunto  la  prima  delle  (4)  quando  sì  prenda  ìù  =  -~  e  si 

cangi  u  in  — .  La  seconda  delle  (4)  si   ottiene  in   modo  analogo 

dalla  seconda  relazione  quadratica  dell'art.  868  divisa  per  3^oo(o) 
&*oi(w),  che  ci  dà  : 

&Vo)  & Vt^)    avo)  5^>) 

SVo)'&*oiM     &Vo)*3V^) 
il  che  si  può  anche  scrivere  : 

SVo)  5Vm)      y.o(o)pVo)    yt,(«)  )  ^ 

Q» 
e  ricade  appunto  nella  seconda  delle  (4)  quando  si  prenda  *>>  =  -^ 

u 
e  SI  cangi  w  in  — . 

877.  Dalle  formole  (1)  si  derivano  poi  senza  difficoltà  alcuna, 
col  sussidio  della  tabella  dell'art.  876,  le  seguenti: 

/        Q,\      cnu  /        ùq\         1 

\         2  /      dnw        '  V         2  /      A:  snw 


cn(tt+ --i  )  =  -A;'^ —    ,     cnlw  +  -7r)=  — 


—  t  dnw 


snt^ 
cnu 


(6) 


dove: 


878.  I  due  numeri  k  e  k'  definiti  dalle  (6)  e  (7)  tono  legati  dalla 


k'= ^^r^.  (7) 

a*oo 


—  478  - 
relazione  : 


Ponendo  infatti  u  =  0  nel!'  identità  (7)  del  §  prec,  essa   ci  dà 
qualunque  sia  (o  : 

cioè  appunto  la  (8)  quando  si  dividano  i  due  membri  per  ^oo'^)  ^) 
e  si  prenda  w  =  -r^. 

879.  Dalle  formolo  (1)  e  (6)  si  deducono,  ricordando  (cfr.  arti- 
colo 866)  che  ^^^(o  ,  io)  =  0,  i  valori  particolari  : 

..(0)=0   ,    .n(|)=.    ,    »(f  )  =  .  .   „(5dib)  .  I 


(») 


880.  Finalmente  si  hanno  per  le  funzioni  ellittiche  le  seguenti 
forinole  di  addizione,  delle  quali  è  manifesta  l'analogia  colle  for- 
molo di  addizione  delle  funzioni  trigonometriche  : 

sxxu  cni?  dnv  +  sur  cnu  dnu 
8n(t/  +V)  = ; rz — z ; 

cnt^  cnv  —  sxxu  snv  dnw  dnv 

cn{n  +  v)  = ; r^ — = (IO) 

^  '  1  —  ik*  8n*M  sn*v 

^   ,         .     dnw  dnv-fc^snMsnwcnucni? 

dx\(u  -f  v)  = — r . 

1  —  A;*  &n^u  sn'w 

Queste  formole  sono  una  conseguenza  quasi  immediata  delle 
forraole  di  addizione  delle  funzioni  3  da  noi  già  date  al  §  prec. 
Esse  si  deducono  da  quelle  dividendo  i  primi  e  i  secondi  membri 
delle  formole  dell'  art.  873  risp.  per  il  primo  e  secondo  membro 
della  formola  (9)  dell'  art.  872  e  cangiando  poi  dappertutto  ti  e  r 

risp.  1"  7r  G  77-  dopo  aver  preso  co=--^. 

ili  1  ^1 

Si  trova  cosi,  ad  esempio,  dapprima  : 
^oo(o)^io(o)5ii(^-^)  ^  Soi(u)^n(^)^Wv<;)S^o(t;)-5oo(u)&io(u)&o^(t;)&„rc;) 

->,/tt)  .>oo(t;)  .>io(tO  _  ^of){u)  ^jo(u)  òu(v) 

_  %M  ^Qli^)  ^01  (t^) ^Ol(^)  -^OlW  -^OlC^) 
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il  che  si  può  scrivere,  dopo  aver  moltiplicati  i   due   membri  per 

•^(o)  -^01(0)  ^(0) 
•^io(o)  -^10(0)  -^00(0) 
e  scrivendo  per  brevità  ^^^.  in  luogo  di  ^^y(o),  anche  cosi  : 

•^00  -^uC^  -  ^)  _■ 

•^oo^ii(tt)  -^01  Wv)  -^lo^oOO      ^oo^n(^)   -^orhoW  ^grWw) 
-^j9"^oiW  •^io^oi(«')   -^oo^oiC^)      •^lo-^oiC*')   -^lO-^oiC^)  •^ooi'oiW 


UV J       ^^  n^^,  f W)  Ò  \  n^n,  (o) 


Sarà  dunque  : 

,  ,     snw  cnv  dny  -  sni?  cnu  dnw 

sn(t£  —  t;) — 

1  —  fc*  sn*M  sn*t; 

ecc.  ecc. 

ITote  ed  Eseroiii. 


1.  Combinando  le  formolo  (10)  con   quelle    che   ne   nascerebbero   cam- 
biando V  in  —Vt  dedurne  le  seguenti  : 

■      ,         ^         ,         ,2  snw  cnt?  dnw 
;  sn(tt  +  v)  +  8n(u  -  t?)  ^  — 

/TV       '      /     .     X          /          X     2  cnw  dn  v 
(!)      <  cn{u  +  v)  +  cn(w  —  r)  =  —  _- 

Li^/     .     \  .  j  /         V     2  8ut;cnwdnu 
!  dn(w  +  t?)  +  dn(u  —  v)  = 

i  D 

2  snv  cnu  dnu 


8n(w  H  v)  -  sn(w  —  v)  = 


D 
2  snu  snt?  dnu  dnv 


(I)'      cn(w  +  v)  -  cn(t^  —  r)  = 


'  A^f. 


.  ,   ,     .     V       -,  ,        2A;*8ntt  cnu  snv  cnt; 


8n(tt  +  t7)sn(M  -  v)  = 


D 

sn^w  —  sn^t; 
D 


(II)     |cn(t.  +  t;)cn(n-t;)=^-^±Ì!^*'-l 
dn(u  +  t;)dn(u-t;)  =  ^"'^  +  ^^^'"-l 
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essendo  dappertutto  : 

D  =  1  —  ik*8n*t«  sn-i;. 

§  12.0  —  Derivate  delle  fansloni  ellittielie. 
Le  fansloni  ellittiche  ordinarle:  sn(u  ,  k)  ,  cn(u  ,  k)  ,  du(u  ,  k). 

881.  Anche  per  le  fanzìoni  ellittiche  sn(u  ;  0|  ,  ù^j  cn(u  ;  ù^ ,  Q,), 
dn(u  ;  £2]  7  ^2)  accade,  come  per  le  funzioni  trigonometriche,  che 
le  loro  deHvate  rispetto  alV  argomento  u  sono  funzioni  razionali 
delle  stesse  tre  funzioni  ellittiche  fondamentali. 

Cominciamo  col  calcolo  della  derivata  di  sn(u  ;  ù^  ,  ù^j  al  quale 
oggetto  ci  giova  partire  dalla  formola  di  addizione  già  data  nel 
§  prec.  (art.  880): 

snu  cnw  dnt;  +  snt;  +  cntt  dnu 

1  —  Ar^sn^tt  cn'i? 

Sommando  questa  formola  con   quella   che   se   ne   deduce    cam- 
biando v  in  -  V ,  viene  : 

2  snt?  cnw  dnw 

8n(n  +  V)  -  8n(w  -  v)  = — — -- 

1  —  k^siihi  8n*v 

e  ponendo  ora  m  +  —  in  luogo  di  w  ed  --  in  luogo  di  v  : 


sn(M  4  /i)  -  snit 


■~"  '  —      •  -^       ■  ■■■■-■-  ■»■■■  ■ 


Di  qui  si  trae  passando  al  limite  per  /i=0  (poiché  sn(o)=0)  : 


h 
sn-— 


;.=o  h  hzdò  h 


,.    suUi -{- h)  -  suu  ,       ^.         2 

lim — ^^ " =  cnu  dnu  lim-- — 

;»=o  h  hsdo  h 

"2 
Ora  si  può  scrivere  (cfr.  art.  874)  : 

lim  * 


h                          /.    Q 
lim--—  = \  .'^^' -z —  lim 

^=0    h 


e 


,  per  la  definizione  stessa  di  derivata,  si  ha,  poiché  ^n(^  /  —*  )=0  : 

lim — L'  =  lim      '^"^; =  ^'„(0). 

20^  2Q", 


./ 


•^001 
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Se  dunque  poniamo  : 

V  '       =  ^(Qx  .  Qx) .  (2) 

si  ha  dalla  (1)  : 

(snu)'  =  flf  •  cnw  •  dnit.  (3) 

882.  Dopo  ciò,  si  calcoleranno  facilmente  le  derivate  di  cn?t  e 
dnw  derivando  le  relazioni  (cfr.  art.  876)  : 

cn*w  =  1  —  sn^M  ,  dn^u  =  1  -  A:*sn*w. 

Si  troverà  per  tal  modo  : 

(cn«)'  =  —  ^«snwdnM 

(dnw)'  =  -  ^fc^'Snu  cnw. 

883.  Nelle  funzioni  ellittiche  da  noi  fin  qui  considerate  i  due  pa- 
rametri Q^  ed  Qg  sono  indipendenti,  cioè  possono  fissarsi  ad  ar- 
bitrio (*).  Ordinariamente  però  si  impone  ad  essi  la  condizione 
che  il  moltiplicatore  g[ù^  ,  ù^)  riesca  uguale  all'unità,  cioè  la  con- 
dizione : 


>ox(o.^;)^0,^)' 


(«) 


cosicché  le  funzioni  ellittiche  ordinarie  dipendono,  oltreché  dal- 
l' argomento  u,  da  un  unico  parametro  arbitrario.  Per  tale  para- 
metro si  suol  scegliere  il  numero  k  da  noi  già  incontrato  (art.  876) 
e  definito  in  funzione  di  Q,  ed  H^  P'^^  mezzo  della  formola  : 

.■,.(0,5-;) 

fc  = z ~  •  (5) 


■>V 


{"•ì) 


In  conformità  a  ciò,  per  mettere  in  evidenza  anche  il  parame- 
tro k  da  cui  dipendono  le  funzioni  ellittiche  ordinarie  snwjCnw, 
dnw  ,  gioverà  rappresentarle  con 

sn(M  ,  k)  ,  cn(w  ,  A:)  ,  dn(w  ,  k).  (f) 

884.  Il  numero  k  si  chiama  il  modulo  delle  tre  funzioni  oUitti- 


{^)  SalvOf  ben  inteso,  la  restrizione  che  sia  positivo  il  coefficiente  della 
parte  imaginaria  del  rapporto   -     (cfr.  art.  862). 

MI 
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che  ordinarie,  i  cui  simboli  funzionali  sn  ,  cn  ^  dn  si  leggono:  seno 
amplitudine j  coseno  amplitudine  e  delta  amplitudine.  Se  si  fa  ten- 
dere a  zero  il  modulo  ky  la  funzione  dnu  tende  a  divenire  co- 
stante ed  uguale  all'unità,  nel  mentre  che  snu  e  enu  tendono  risp. 
a  coincidere  (cfr.  le  Note  qui  sotto)  colle  funzioni  trigonometriche 
sinu  e  cosu. 

885.  Per  le  derivate  delle  funzioni  ellittiche  ordinarie  si  hanno 
in  luogo  delle  (3)  e  (4)  le  espressioni  più  semplici: 

(snw)'  =  qhu  ùnu  ,  (cni*)'  =  —  snw  dnw  ,  (dnu)'  =  —  k^Bnu  dnu.  (7) 

ITote. 

1.  Chiunque  abbia  qualche  famigliarità  coi  primi  principii  del    calcolo 
differenziale  ed  integrale,  riconoscerà,  senza  alcuna  difficoltà,  come,  posto 

X  =  siì(u  ,  k)  ,  (a) 

V  eguaglianza  da  noi  dimostrata  : 

(snw)'  =  cnu'dnt* 

ohe  può  anche  scriversi  (art.  876)  : 


(snw)'  =  Vi  —  8n*M  Vi  —  fc^sn^M  , 
equivale  alla  formola  : 


P  dx 

Jo  V(l-X2)(l  ^k^X') 


Egli  è  precisamente  col  tentare  di  risolvere  il  legame  fra  2  ed  u,  espresso 
da  quest^ultima  relazione,  rispetto  alla  variabile  x,  cioè  colla  cosi  detta 
inversione  deWintegì'ale  ellittico  che  si  giunse  la  prima  volta,  da  Legendre^ 
alla  scoperta  della  funzione  ellittica  fondamentale  sn(u  ,  k). 

2.  Se  si  pone  : 

X  =  Sin9  ,  (7) 

la  relazione  (p)  prende  la  forma  equivalente  : 

f?  do 

u  -      -=4 -----  .  (ò) 

* 0 vi  -  A:^8Ìn-9 

La  quantità  9  considerata  come  funzione  di  u  si  chiama  V amplitudine  di  u 
e  si  scrive  : 

cp  =  amu.  (e) 

In  luogo  di  scrivere  x  =  snu,  si  può  dunque  anche  scrivere  J7-rsin  amu, 
ed  é  questa  la  ragione  per  la  quale  la  scrittura  snu  si  legge,  come  già  si 
è  notato  (art.  884)  seno  amplitudine  di  u  ;  ecc. 

3.  Poiché  (art.  379)  :   sn(  -  -  )  =  1  ,    sn(  — *  )  —  ~  '  possiamo  ritenere: 

1 
^  _  p dx Qjj-  fìg  _  f^ dx 

2    \'Jir^x^)(r^ic^x^)  '     2    ""  \^{r^s^){ìr^k^x') 


{ 
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e  quindi  : 

Qi=:2K  ,  Q8  =  2iK', 

essendo  (per  k  reale  positivo  e  minore  di  1)  K  e  K'  le  quantità       reali 
positive  espresse  dagP  integrali  definiti  : 

1 

dx 


^      f^  dx  f* 


'iV(a2-l)(l-fc2a2) 
4.  Per  A  =  0  la  formola  (P)  diviene  : 


f-^     dx 

u=         

J.  4/1  - 


'0  Vi  -  x^ 
e  dà  : 

ti  =  are  sin» 

d' onde  : 

X  =  8Ìnu, 

Vediamo  cosi  che  le  funzioni  ellittiche  snu  ,  cnu  si  riducono  por  X;=:0 
risp.  alle  funzioni  trigonometriche  sinu  e  cosk. 

5.  Per  A;  =  1  le  funzioni  ellittiche  degenerano  in  semplici  funzioni  espo- 
nenziali e  precisamente  : 

e"  —  e~"  2 

8ÌD(^,  l)==^n_^^-u    »    cn(^;l)=gt.^^-u' 

6.  AlPart.  881  si  è  ammesso  implicitamente  che  la  funzione  ^^iu)  abbia 
una  derivata.  Non  ci  siamo  però  trattenuti  su  questo  punto,  perchè  la 
continuità  e  derivabilità  delle  funzioni  ^  risulteranno  dai  teoremi  generali 
del  §  18  di  questo  stesso  capitolo  ;  giacché  la  serie  che  definiva  la  d(ti)  ó 
una  serie  che  procede  secondo  le  potenze  intere  di  «2itti*^ 

7.  Per  maorgiori  sviluppi  sulla  teoria  delle  funzioni  ellittiche  si  veggano 
le:  lezioni  sulla  teoria  delle  funzioni  di  variabile  complessa  e  delle  funzioni 
ellittiche  di  Luigi  Bianchi  (Pisa,  Spoerri  1901) 

§  13.0  —  Serie  che  procedono  secondo  le  potenze  intere 

e  positive  di  una  variabile. 

886.  Consideriamo  ora  serie  a  termini  variabili  : 

fi{x)  +  Ux)  +  f^(x)+...  (1) 

in  cui,  cioè,  le  f^(x)  ,  f^ixì ,  f^(x) ,  .  .  .  siano  funzioni  ben  determi- 
nate della  variabile  ce,  che  potrà  assumere  valori  reali  o  com- 
plessi. Si  chiama  campo  di  convergenza  della  serie  (1)  V  insieme 
di  tutti  quei  valori  reali  o  complessi  di  x  per  i  quali  la  detta  serie 
riesce  convergente. 

Cosi,  ad  esempio,  il  campo  di  convergenza  della  serie  : 

l  +  x  +  x^-\-x^  +  .  .  . 

è  costituito  da  tutti  quei  valori  di  x  per  1  quali  modo?  <  1.  Indi- 
cando infatti  con  S^  la  somma  dei  primi  n  termini,  si  ha  : 

x*'  1 

S.= 


'•     x-1     1-a: 
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e  quindi^  per  modx  <  1  : 

limS„  =      ^ 


— «  1  —  X 


«= 


Per  modx  >  1,  la  serie  è  invece  divergente,  poiché  in  tal  caso 
lim(moda:'*)=x .  Se  poi  sia  modx=l,  si  potrà  porre  a:=co89+i  sin? 


e  quindi  x*^  =  cosn?  4-  isinv,  la  quale  espressione  non  tende  ad  al- 
cun limite  determinato  per  n=oo,  eccettuato  il  caso  di  9-O,  cioè 
di  x=ly  nel  quale  la  serie  è  manifestamente  divergente. 

887.  Se  £  è  una  quantità  positiva  fissata  piccola  a  piacere,  ed  x 
un  valore  qualunque  reale  o  complesso  appartenente  al  campo  di 
convergenza  C  della  serie  (1^,  esisterà  tempre,  come  sappiamo, 
un  valore  di  n  per  il  quale  (e  per  tutti  grinfiniti  valori  successivi) 
si  abbia  : 

niodlA.+i(aj)  -f  f^^^{x)  +...]<£.  ^2) 

Se  però  in  luogo  del  valore  x  si  prenda  un  altro  valore  qualun- 
que fra  quelli  che  appartengono  al  campo  C,  potrà  accadere  che 
la  (2)  non  sia  più  verificata,  a  meno  che  si  cambi  opportunamente 
il  valore  di  n.  È  dunque  importante  di  sapere,  dato  un  campo  C 
di  valori  di  x  contenuto  in  C,  se  la  disegnaglianza  (2)  possa  es- 
sere soddisfatta,  fissato  a  piacere  z,  e  determinato  opportunamente 
Hy  simultaneamente  per  tutti  i  valori  di  x  appartenenti  a  C.  Se 
ciò  è  possibile,  si  dice  che  la  serie  (1)  converge  uniformemente 
entro  il  campo  C 

888.  Venamo  ora  a  studiare  in  particolare  le  serie,  importan- 
tissime in  analisi,  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  e  po- 
sitive di  una  variabile  x,  cioè  la  serie  del  tipo  : 

«0  -r  a^x  -\-  a^x^  -f-  a^x^  +  .  .  .  (3) 

dove  ^0  >  «1  >  «2  >  •  •  •  sono  coefScienti  costanti  ben  determinati. 

Cominceremo  con  dimostrare  che:  se  la  serie  (3)  è  convergente 
per  un  certo  valore  di  x,  essa  sarà  altresì  convergente,    anzi  as- 
solutamente convergente,  per  ogni  altro  valore  x' ,  il  cui    modulo 
•  sia  inferiore  al  modulo  di  x. 

.    ^.  modx' 

Invero,  essendo  modx'  <  moda:,  e  quindi -—  <  1  ,   sarà  con- 

modx 

vergente  (art.  628)  la  serie  : 

modx'      (raodx')* 
modx       (modx)^ 

Questa  serie  a  termini  tutti  positivi  resterà  convergente  (arti 
colo  627),  se  si  moltiplicano  i  suoi  termini  rìsp.  per 

modao  >  mod(rtjx)  ,  mod(ajx)  ,  .  .  . , 

giacché  questi  numeri  tendono;  per  la  supposta  convergenza  di 
(3),  al  limite  zero,  onde  restano  tutti  evidentemente  inferiori  ad 
un  certo  numero  finito. 
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Si  ottiene  così  la  serie  convergente  : 

modao  +  mod(a^x')  +  mod{a^x'^)  4-  .  .  . 
e.  d.  d. 

889.  Dal  teorema  ora  dimostrato  segue  primieramente  che,  se 
nel  campo  di  convergenza  C  della  serio  (3)  esistono  valori  di  rr 
per  i  quali  modx  possa  riuscire  grande  quanto  si  vuole,  la  serie  (3) 
sarà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x.  Se  ciò  non  accade,  gli 
infiniti  valori  reali  e  positivi  che  può  prendere  modx,  si  divide- 
ranno in  due  classi,  cioò  quei  numeri  reali  e  positivi  r  che  sono 
modulo  di  qualche  numero  x  appartenente  al  campo  C  e  quei  nu- 
meri r  che  non  lo  sono.  Dette  A  ed  A'  queste  due  classi,  segue 
dal  teorema  dell'art,  prec.  che  ogni  numero  di  A  è  inferiore  ad 
ogni  numero  di  A'.  Esisterà  dunque  un  numero  positivo  R  ben  de- 
terminato rappresentante  Telemento  di  separazione  delle  due  classi, 
cosicché  la  serie  (3)  sarà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x  il  cui 
modulo  è  inferiore  ad  B  e  divergente  per  modac  >  R. 

Ricordando  la  rappresentazione  geometrica  dei  numeri  complessi 
vediamo  dunque  che  il  campo  di  convergenza  della  serie  (3),  se 
non  abbraccia  tutto  l* intero  piano  rappresentativo  dei  ìiumeri  com- 
2)le8siy  è  limitato  da  un  cerchio  di  raggio  R  col  centro  nell'origine 
dei  numeri  (che  si  chiama  cerchio  di  convergenza  della  serie). 

Del  resto  anche  il  primo  caso  si  può  considerare  come  incluso 
nel  secondo,  in  quanto,  cioò,  T  intero  piano  si  può  assimilare  ad 
un  cerchio  di  raggio  R  =  oo . 

Notiamo  finalmente  che  non  si  può  dire  nulla  in  generale  circa 
la  convergenza  della  serie  (3)  pei  valori  di  x  rappresentati  dai 
punti  stessi  del  cerchio  di  convergenza.  Può  accadere  che  il  campo 
di  convergenza  della  (3)  comprenda  tutti  questi  punti  ;  ma  può 
anche  accadere  che  per  alcuni  punti  o  anche  per  tutti  i  punti  del 
cerchio  di  convergenza  la  serie  riesca  divergente  o  indeterminata. 

890.  Se  ce  è  un  valore  qualunque  rappresentato  da  un  punto  si- 
tuato nelVinterno  del  cerchio  di  convergenza  della  serie  (3),  esi- 
sterà evidentemente  nelVinterno  dello  stesso  cerchio  qualche  altro 
punto  rappresentante  un  valore  X  di  modulo  superiore  a  quello 
di  a:  ;  e  sarà  convergente  anche  la  serie  : 

Oo  -h  a^X  +  a^X^  +  .  .  .  . 

La  serie  (3)  sarà  dunque  assolutamente  convergente  per  quel  va- 
lore di  X,  per  quanto  si  è  già  stabilito  all'art.  888,  essendo  moda; 
<  modX.  Epperò  : 

La  serie  aQ  +  a,x  +  a^x-  +  .  .  .  converge  assolutamente  per  ogni 
valore  di  x  che  cada  nelVinterno  del  suo  cerchio  di  convergenza» 

891.  Se  nella  serie:  ao+aiX+ajX^4-...  il  rapporto:  moda^  :  moda,,^* 
tende  ad  un  limite  determinato  per  n  =  QO,  questo  limite  dà  pre' 
risamente  il  valore  del  raggio  di  convergenza  della  serie. 

Detto  h  questo  limite,  si  avrà  infatti  : 

lim  "^o^K-n  «^'"'')  ^  ^2£f , 
n=oo     mod(a^a5'*)  h 
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Quindi  (art.  631)  la  serie 

modao  +  mod^a^x)  +  mod(a,a;*)  +  .  .  .  i  (4) 

e  per  conseguenza  (art,  835)  anche  la  (3),  sarà   convergente  per 

<  1,  cioè  se  moda  <  k.  Se  invece  modo?  >  Ti,  la  serie  (4)  sarà 

h 

divergente  (art.  633),  cosicché  (art.  890)  un  cosiffatto  valore  di  x 

non  potrebbe  cadere  neirinterno  del  cerchio  di  convergenza  della  (3). 

892.  Sia  C  un  insieme  di  valori  x  tutti  compresi  nell'interno  del 
cerchio  di  convergenza  della  serie  (3).  Esisterà  evidentemente  un 
numero  X  compreso  nel  cerchio  di  convergenza  C  e  tale  che  il 
suo  modulo  superi  il  modulo  di  qualunque  numero  appartenente 
a  C  La  serie  : 

(Zq  +  a^X  +  ajX*  -f-  .  .  . 
sarà  quindi  convergente,  e  con  essa  (art.  890)  anche  la  serie: 

modao  +  modaj  modX  +  moda^  (modX)*  +  .  .  . , 

cosicché,  essendo  e  una  quantità  positiva^  fissata  piccola  a  piacere, 
si  avrà  per  n  abbastanza  grande  : 

moda„^i(raodX)'*'^*  +  moda„^2(modX)'*+*  +  .  .  .  <  s. 

Se  dunque  a;  é  un  numero  qualunque  appartenente  a  C,  poiché 
per  ipotesi  moda  <  modX,  si  avrà  a  fortiori: 

modla^^^^x'''^^  -f  a^^.^cc'*"*"^  +  . .  .1  <  6. 

Vediamo  così,  per  la  definizione  di  convergenza  uniforme  data 
alTart.  887,  che:  ogni  serie  2)rocedente  secondo  le  potenze  intere  e 
positive  di  una  variabile  x  converge  uniformemente  per  tutti  i  valori 
di  X  appartenenti  ad  ogni  campo  tutto  compreso  nelV interno  dd 
campo  di  convergenza  della  serie. 

893.  Se  la  serie  f(x)  =  a^^x*^  +  ap^^.iX*^"^^  4-  .  •  .  ,  si  annulla  per 
X  —  0  {ed  è  convergente  per  qualche  valore  di  x  diverso  da  zero)^ 
fissato  a  piacere  un  numero  positivo  S,  esisterà  un  altro  numero 
positivo  £  tale  che,  per  modx  <  e,  si  abbia  sempre  modf(x)  <  6. 

Invero,  detto  r  un  numero  positivo  inferiore  al  raggio  di  con- 
vergenza della  serie  considerata,  esisterà  (art.  890)  il  numero  po- 
sitivo, finito  e  determinato: 

L  =  r*^  moda^^  -f  r^'*'^  moda^^^.!  +  .  .  .  , 

e  si  avrà  evidentemente  per  ogni  valore  di  oc,  il  cui  modulo   sia 
inferiore  ad  r: 

modf(x)  <  (moda;)'*lmodaj^  +  r  moda^^^  +  .  .  .|  , 
cioè  : 

moaf{x)  < jj . 
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Se  dunque  imponiamo  a  moda;  anche  la  restrizione: 

(moda;)*^     ^ 


cioè: 


modx  <  r 


Vi. 


si  avrà  appunto  a  foriiori\ 

modf(x)  <  S , 
come  si  desiderava. 

894.  Se  la  serie  ao  -f  ajX  +  a^x^  -f  . . .  non  si  annulla  per  x  =  0 
{e  converge  per  qualche  valore  di  x  diverso  da  zero),  esisterà  un 
numero  positivo  p,  inferiore  al  raggio  di  convergenza  della  serie, 
tale  che  il  valore  della  serie  sia  diverso  da  zero  per  tutti  quei  va- 
lori di  X  il  cui  modulo  è  inferiore  a  p. 

Si  potrà  infatti,  per  il  teorema  precedente,  determinare  il  nu- 
mero positivo  p  in  modo  che,  per  moda?  <  p,  si  abbia  sempre  : 

modjaiX  +  a^x^  +  a^x^  +...(<  modoo. 

Per  tutti  questi  valori  di  x  la  serie  non  potrà  avere  valore 
nullo,  poiché  se  fosse  :  a©  +  «i^c  +  a^x^  -f  •  .  •  =  0,  se  ne  dedurrebbe 
invece  evidentemente: 

modjaia;  +  a^x^  +  a^x^  +  .  .  .|  =  moda©. 

895.  Se  due  serie: 

ao  4-  a^x  +  agX*  -f  .  .  . 
e 

bo  +  bjX  +  bjX^  +  .  .  . 

sono  convergenti  ed  assumono  egual  valore  per  tutti  quei  valori 
di  X,  il  cui  modulo  è  inferiore  a  un  certo  numero  positivo  p  {sia 
esso  pure  piccolissimo ^  purché  diverso  da  zero),  sono  in  esse  ne- 
cessariamente uguali  i  coefficienti  di  tutte  le  potenze  omonime  di  x. 
Sia  infatti,  se  è  possibile,  a^  il  primo  dei  coefiìcienti  ao ,  a^ ,..., 
che  non  coincida  col  corrispondente  coefficiente  b^^.  La  serie  : 

(a^  -  b^)x^  -f  {a^^i  -  \+i)^^'^^  +  .  •  • 
e  quindi  anche  la  serie  : 

(%  -  b^)  4-  (a^+j  -  b^^^)x  +  fa^+g  -  V^)^*  +  •  •  • 

avrà,  secondo  Tipotesi  fatta,  valore  nullo  per  o^ni  valore  x  che 
sia  diverso  da  zero  e  di  modulo  inferiore  a  o.  Ora  ciò  è  in  ma- 
nifesta  contraddizione  col  teorema  dell'art,  prec,  poiché  quest'ul- 
tima serie  non  si  annullerebbe  per  x  =  0. 

Dal  teorema  così  dimostrato  discende  evidentemente  come  co- 
rollario che:  se  una  funzione  ben  determinata  di  k  si  può  sviiup- 
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pare  secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  x,  dò  non  può  farsi 
che  in  un  unico  modo. 

896.  Supponiamo  che  la  serie  : 

U(n)  =  U{n)  +  f,{n)x  +  f^{n)x^  +  .  .  . 

i  cui  coefficienti  dipendono  dall'intero  n,  sia  convergente  per  tutti 
i  valori  abbastanza  grandi  di  n,  e  che  i  coefficienti  /oW>A(^)v 
tendano  uniformemente,  per  n  =  » ,  verso  certi  valori  ben  deter- 
minati Vo  >  ^1  I  •  •  •  ;  con  che  si  vuol  intendere  che  tutte  le  diffe- 
renze fi(n)  —  Vi  si  possono  rendere  simultaneamente  inferiori,  in 
valore  assoluto,  ad  un  numero  dato  e,  purché  si  prenda  n  abba- 
stanza grande. 

Vogliamo  dimostrare  che:  se  anche  la  serie: 

V  =  Vo  -*-  V^X  +  VjX*  +  .  . . 

è  convergentCj  e  se  modK  <  1,  si  ha: 

V  =  ZmU(n). 

Si  ha  infatti  : 

mod[U(n)  —  V]  §  mod[/o'?i)  -  Vq]  +  mod[f^(n)  —  (^Jmoda  +  .  .  . 
e  quindi,  comunque  sia  fissato  s,  per  n  abbastanza  grande  : 

modfU(;i)  —  VI  <  s{l  +  moda  +  modcc^  +...)  = —  , 

1  —  modae 

il  che  dimostra  l'asserto  ;  poiché  il  secondo  membro  si  potrA  as- 
sumere piccolo  a  piacere,  prendendo   e    sufficientemente    piccolo. 

897.  Chiuderemo  con  una  proprietà,  assai  utile  per  il  calcola 
pr«ntico  dei  raggi  di  convergenza,  che  si  sarebbe  anche  potuta 
prendere  come  punto  di  partenza  per  istabilire  la  nozione  di  cer- 
chio di  convergenza. 

Il  cerchio  di  convergenza  di  ima  serie  a©  -f  a^x  -h  .  ,  ,  è  la  linea 
di  separazione  fra  quei  valori  di  x,  pei  quali  i  singoli  termini 
della  serie  si  viantengonc  finiti,  col  crescere  di  n,  e  quelli  pei  quali 
ciò  non  accade. 

Infatti,  se  X  è  interno  al  cerchio  di  convergenza,  dovendo  la 
serie  riuscire  convergente,  il  suo  termine  generale  tenderà  a  zero 
col  crescere  di  n  ;  epperò  i  valori  assoluti  degli  infiniti  suoi  ter- 
mini si  manterranno  evidentemente  inferiori  ad  un  certo  limite  su- 
periore assegnabile.  Reciprocamente,  se  si  abbia,  per  ogni  valore 
di  Uj 

niod((7^^x")  <  A  , 

essendo  A  un  numero  positivo  lisso,  il  punto  x  cadrà  nelTinterno 
o  sul  cerchio  stesso  di  convergenza.  Poiché^  se  cadesse  fuori,  esi- 
sterebbe evidentemente  qualche  altro  valore  X,  del  pari  esterno 
al  cerchio,  di  modulo  interiore  al  modulo   di  aj;   ed   allora   dalla 
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convergenza  assolata  delle  serie  : 

modX      (modX)» 
moda;       (modx)* 

seguirebbe  (art.  627)  moltiplicandone  i  singoli  termini  risp,  per  le 
quantità  finite  modao  ,  moda^  modac ,  modaj(modx)' ,  .  .  .  la  conver- 
genza della  serie  : 

modao  +  modCa^X)  -f  mod(a,X*)  +  .  .  . 
contrariamente  al  supposto. 

ITote  ed  EserciBi. 

1.  Si  osservi  che  il  cerchio  di  convergenza  di  una  serie  a^+a^x-f  a,x'-f .  .  . 
è  caratterizzato  da  ciò  che  la  serie  dei  valori  assoluti  dei  termini  è  conver- 
gente per  ogni  valore  di  x  interno  al  cerchio  e  divergente  per  ogni  valore  ad 
esso  esterno,  e  so  ne  deduca  che  la  serie  a^  +  a^x  -i-  a^x'  +  •  •  •  e  la  serie 
moda.Q  -\-  (mo(iaj)x  +  (modBk^):^'*  -^  .  .  .  hanno  sempre  lo  stesso  cerchio  di  conver- 
gema. 

2.  Fra  le  serie  che  procedono  secondo  le  potenze  di  una  variabile,  ha 
molta  importanza,  per  il  suo  alto  grado  di  generalità,  la  serie  di  Gauss, 
detta  anche  ipergeometrica  (in  quanto  si  può  riguardare  come  un'  esten- 
sione della  serie  in  progressione  geometrica)  : 

«J     a(a+l).gO+l)       a(a+l)(a+2)-g(g+l)(gf2) 
■*"l-Y^    Ì-2.T(Y+1)  1.2.3.Y(■r+l)(T^-2) 

o  con  nota^ione  più  breve  (cfr.  art.  499): 

P  a  ,  p  ,  Y  ,  X  =  +  1  -^x  -f  — i-:,  x«  +  -— -  +  . .  . 

che  dipende,  oltreché  dalla  variabile  x,  dai  tre  parametri  a,  p,  y*  Questi 
ultimi  possono  assumere,  al  pari  di  x,  valori  arbitrari.  Soltanto  non  sarà 
il  caso  di  dare  ad  essi  valori  interi  e  negativi  ;  poiché,  per  valori  interi 
e  negativi  di  a  o  di  p,  i  coefficienti  della  serie  si  annullano  evidentemente 
da  un  certo  punto  in  poi,  cosicché  la  serie  si  riduce  ad  un  semplice  po- 
linomio intero  in  x  ;  e,  per  valori  interi  e  negativi  di  y,  essa  non  avrebbe 
alcun  senso,  giacché  i  suoi  termini  diverrebbero,  a  partire  da  un  certo 
punto,  tutti  infiniti. 

Esclusi  questi  casi,  e  detto  an  il  coefficiente  di  x^S  si  ha  : 

n=«   0„        n=ao(l  -^  n)(Y  +  u) 

cosicché  la  serie  ipergeometrica  è  convergente  (art.  681)  per  modx<,l  e  non 
lo   è  mai  per  modx  >  1. 

8.  Consideriamo  ora  il  caso  di  moda;=:l.  Se  a=a,-i-a„*,  p=Pi-rp»»,  T=Ti+T«* 
sono  i  numeri  a,  p,  y  decomposti  nelle  loro  pari  reali  ed  imaginarie',  sarà: 


moda„  (i+„)(^+„)     \      (n+l)»[(n+Yi)*+-r»*l        ' 

Caprixi.  —  Intitutioni  di  attaliiii  algebrica,  3.*   cdis .  fi2 
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cosicché  si  potrà  scrivere  : 

1 


^n 


WEn 


dove  : 


_  [(n  +  a,)»  +  a,«][(»  +  p,)«  +  ?,»]        ^  2(g,  +  g.  -  r.  -  D»'  +  •  •  • 
^»-        (n +  !)«[(»  + Ti)*  +  Y»*]  n*  +  ... 

è  un  numero  che  tende  a  zero  col  crescere  di  a  all'infinito. 

Si  ha  dunque  (art.  648),  poiché  evidentemente  limne,|=:2(a|+P|— y|— 1)  : 

1 

/       moda„.,\          ,.     (l-hsj*  — 1  ,. 
limnf  1  -  —~^'  )  =  -  lim  ^ f—-  •  limne,,  =  i  +  ^i  -  «,  -  Pi- 

La  serie  dei  moduli  : 

1  +  mod — '  +  mod   ^     _  +  moa   _  '^  _  +  . . . 

«ara  dunque  convergente  (cfr.  la  Nota  8*  del  §  9®  del  Capitolo  VII)  se  Yi  — a,-^ 
è  poeitivo  e  divergente  se  Ti  — «i  — Pi  ^  negativo. 

4.  Come  caso  particolare  della  serie  ipergeometrica  ritroviamo  la  serie 
binomiale  (Cfr.  le  Note  del  §  5®)  : 

onde  possiamo  dire  che  la  serie  binomiale  è  assolutamente  convergente  anche 
per  modx  —  1,  semprechè  la  parte  reale  del  numero  m  sia  positiva, 

5.  Si  ha  pure  come  caso  particolare  la  serio  cosi  detta  logaritmica  (cfr. 
la  Nota  10*;. 

x^      x^       x^ 
icF(l,   1,  2,  -x)  =  ic-y  +  y-y4-.... 

6.  Verificare  l'identità: 

Y[Y-l-(2T-a-P'-l)a;]F(«,  g,  y,  x)= 

v(Y-l)(l-x)F(a,  ?,  T-1,  a;)-(Y-a:(y-p)xP(«,  p,  ^+1,  x)- 

7.  Da  quest'identità  si  deduce  per  x=rl  : 

r(_a,i,_T»_l)_  ^  (t-«)(t-P) 

P(a,  P,  y+l,  1)       v(Y_a_^) 

(l'onde  segue  subito,  cangiando  y  in  t+1,  T  +  2,.-.)Y  +  "  — 1  e    molti- 
plicando quindi  i  risultati  : 

F(ot,  ?,  V,  1)      _(Y-a)"(T-&"r 


Ma  F(a,  pi,  y  -f  «>  I)  tende,  come  è  facile  riconoscere,  per  n  =  co  ,  al  va- 


n     '  ••• 
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lore  1.  Si  ha  dunque  (per  Ti  >  *i  +  Pi)  • 

F(a.  p,  T.  1)  =  lim(^-'')"(Tf-^) 

«-00  ^ù-(^  _  a  _  p)- 

8.  Tutte  le  espressioni  : 

l~g      (l_-  £)  (2  -  e)      (1  -  c)(2  -  e)(3  -  e) 
1      '  1.2  '  ~~       1.2-3  '  "  * 

convergono  al  limite  1,  quando  la  quantità  reale  positiva  e  converge   al 
limite  zero,  ma  non  uniformemente.  Posto  infatti  per  brevità  : 

(1 -6)(2 -£)...  (A:- £)_ 

12.. .A:  *' 

si  ha  : 

1-T4  =  (1  -T,)  +  (Tj-T,)  +  (T,-T,)+  ...  +  (T».j  -T»). 

&e  dunque,  fissato  a  piacere  il  numero  positivo  S,  si  avesse,  per  un  va- 
lore abbastanza  piccolo  di  e  e  pc^r  tutti  i  valori  di  k  : 

si  avrebbe  anche  : 

.  ^  6(1  -  6)  ^  e(l  -  £)(2  -  £)  6(1  -  e)(2  -  e)  ...{&-  1  -  e)     . 

'"T:r+     1.2.3     +•••  + i.2.3...fc <^ 

il  che  ò  assurdo,  se  d  <  1,  perchè  se  X;  abbastanza  grande,  il  primo  mem- 
bro di  questa  diseguaglianza  differisce  di  tanto  poco  quanto  si  vuole  dalla 
quantità  : 

1  -  Fi-  e,  Y,  Y,  1) 

che  ha  il  valore  1,  come  chiaramente  appare  dalT  espressione  data  nella 
nota  che  precede. 

9.  Se  la  funzione  f(x)  dell^argomento  reale  (o  complesso)  d?,  ha  un  va- 
lore finito  e  bon  determinato  per  tutti  i  valori  reali  (o  anche  compiessi) 
di  X  circostanti  ad  un  certo  valore  speciale  «  =  a,  e  se  la  diseguaglianza: 

mod[r(a  -HA)-  f(a)]  <  6  , 

essendo  ò  un  numero  positivo  da  fissarsi  a  piacere,  ò  soddisfatta  per  tutti 
ì  valori  reali  (o  anche  complessi),  abbastanza  piccoli,  di  A,  si  dice  che 
ossa  è  continua  per  il  valore  x  =  a. 

10.  Se  la  serie  : 

F(x)  =  fi(x)  +  fjCx)  +  f3(x)  +  . .  . 

è  uniformemente  convergente  (art.  887)  per  tutti  %  valori  di  x  appartenenti  ad 
un  certo  campo  0  (i7  quale  potrà  essere  il  semplice  intervallo  fra  a  e  b,  ««  si 
tratta  di  funzioni  ad  argoménto  reale^  ovvero  un  certo  pezzo  del  piano  di 
Oaussj  se  si  tratti  di  funzioni  ad  argomento  complesso)  e  se  ciascuna  delle 
fjfx)  ,  f,(x)  ,  .  .  .  è  continua  per  un  certo  valore  a  intemo  al  campo  G,  sarò 
continua  per  questo  stesso  valore  a  anche  la  F(x;. 

Detta  F„(d;)  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  ed  B^^(x)  la  somma 
(lei  rimanenti,  si  può  scrivere  infatti  : 

F(a  +  A)  -  F(a)  =  P„(a  +  A)  -  F^(a)  +  R„(a  +  h)-  R„(a) 

e  per  la  supposta  convergenza  uniforme  si  potrà  determinare  V  indice   n 
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in  modo  che  il  valore  assoluto  di  B„(a  +  h)  sia  inferiore  ad  ana  quantità 

positiva   -  fissata  a  piacere,  indipendentemente  dal  valore  di  k,  semprechè 
4 

a  +  A  si  conservi  intemo  al  campo  C.  Fissato  cosi  il  valore  di  a,  si  avrà 

mod[P(a  +  /i)  -  F(a)]  ^  mod[P^(a  +  h)  -  F^(a)l+ 1  e. 

Ciò  posto,  poiché  F„(d;),  come  somma  di  un  numero  finito  di  fnnsioni 
continue,  è  anch'essa  evidentemente  una  funzione  continua,  si  potrà  pren- 
dere h  abbastanza  piccolo  perchè  sia 

mod[P„(a  +  h)~  F„(fl-)]  <  i  e 

ed  allora  si  avrà  appunto  : 

inod[F(a  +  h)  -  F(a)]<  -  e  +  -  s  =  e,    e.  d.  d. 

li.  CoBOLLABio.  —  Le  funzioni  di  x,  rappretentahUi  mediante  serie  proce- 
denti secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  x,  sono  continue  per  ogni  valore 
di  X  interno  al  cerchio  di  convergenza  della  serie. 

Basta  riflettere  che  queste  serie  sono  uniformemente  convergenti  (arti- 
colo 892)  e  che  i  loro  termini  sono  semplici  potenze  di  «,  e  quindi  cer- 
tamente funzioni  continue  di  x, 

12.  Applicando  ad  una  serie: 

f{x)  =  00  +  a^x  4-  a,x*  +  .  .  .  (a) 

la  stessa  legge  di  derivazione  dei  polinomi  interi  in  x,  se   ne   deriva   la 
serie  : 

cp(a;)  =  «1  +  2a2X  -f  Sa^x^  +  ^a^x^  +  .  .  .  (g) 

la  quale  ha  precisamente  lo  stesso  cerchio  di  convergenza  della  serie  (a). 

Infatti,  se  ^  è  un  valore  qualunque  interno  al  cerchio  di  convergenza 
della  (a),  ed  a  un  altro  valore  del  pari  interno  al  cerchio,  ma  di  modulo 
superiore  a  mod^.  sarà  convergente  la  serie  : 

mod?        (mod?)» 

modx        (modflc)*      '  '  '  '  * 

giacché  in  ossa  il  rapporto  di  un  termine  al  precedente  ha  per  limite  il 

mod? 
numero    -      -  ,  che  è  minore  di  1.  Sarà  quindi  (art.  627)  convergente  an- 
modj; 

che  la  serie  : 

modcii  -f  2  raod(a2?)  +  3  inod(a35^  4-  .  .  . 
che  nasce  daUa  (y)  moltiplicandone  i  termini  per  le  quantità  : 

modaj  ,  mod(a2a:)  ,  mod(a3a;*)  ,  .  .  . 

le  quali  si  conservano  finite,  per  la  supposta  convergenza  di  (a). 

18.  La  funzione  9(x)  rappresentata  dalla  serie  (^)  k  precisamente  la  deri- 
vata^ secondo  la  definizione  generale  deWart,  68i,  della  funzione  f(x)  rappre- 
sentata dalla  serie  (a),  cioè  : 

^J'^  +  K^)  ^  ^^^^_  (5^ 
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Si  ha  primieramente  : 

MsBX 


f{x-\'h)-f{x)         .   ^      V*      (/     .  ^N»*-!     /       T^x»»-» 

' ^-^^-^  -?(«)  =  2j««|  (^5+^)      +(x+7i)      oc  +  . . . 


n 


Ora,  detto  r  un  numero  positivo  compreso  fra  mod^   ed    il    raggio   di 
convergenza  della  (a),  si  ha,  prendendo  h  in  modo  che  sia 

modo;  +  mod^  §  r, 

come  è  facile  riconoscere: 

h 
onde  : 

— ^ — '^*H 

^(mod;i)]^moda^.  (n-l)r'*-«+(n-2)r'»-«+...+2r'*-«+r''-«| 


=  (mod^)J]'^^^^?- — -^moda^.r*»-*. 


i?i(n  -  1) 
"2 

Ma  la  serie  : 

H  =00 


*(«)  =5]n(«  -  l)a„«'-* . 


dedotta  dalla  (^)  precisamente  come  la  (^)  si  era  dedotta  dalla  (a),  ha,  per 
quanto  già  si  è  dimostrato,  lo  stesso  cerchio  di  convergenza  della   (a)    e 
della  (^),  cosicché  essa  è  assolutamente  convergente  per  d?  =  r. 
Esiste  dunque  il  numero  finito,  indipendente  da  h  : 

na.00 

T  =Vn(M  —  l)moda„r'*-» 
e   dalla  diseguaglianza  : 

1/(0!  +  h)-  f{x) 


mod 


9(.x)\j  <  Ìt 


•  mod^ 


dificende  evidentemente  la  (S)  facendo  tendere  h  allo  zero;  o.  d.  d. 
14.  Si  deduca  dair  ultima  formola  ohe  :  ae 

f(x)  =  ao  4-  aiX  +  a^x*  -f  .  .  . 
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est  pone  : 

P(x)  =  modSLo  +  {moda^)x  4-  (moda,)x*  -f  •  •  • , 

si  ha,  itmpreehè  modx  +  fnodh  sia  inferiore  al  ragpio  di  convergenza  di  {\z): 

modj^^^'^^^""^^^^  -  f (x)}  <  ^  modh.F"{modx  +  modh). 

15.  Dalle  cose  fin  qal  stabilite  segue  che:  se  una  funzione  f(x)  è  svilup- 
pabile secondo  le  poterne  intere  e  positive  di  x,  essa  ammette  le  derivate  di 
qualunque  ordine  ed  è  continua^  insieme  con  essCy  per  ogni  valore  di  x  coni- 
preso  nelVintemo  del  campo  di  convergenza  dello  sviluppo,  A  questo  sviluppo 
si  può  poi  dare  la  forma  : 

f(x)  =  f(0)  +  xf  (0)  +  x«  -^  + 

16.  Dallo  sviluppo  in  serie  di  f'{x)  si  deduce  (cfìr.  art.  895)  che:  se  la 
derivata  di  f(x)  è  nulla  per  tutti  i  valori  abhastanta  piccoli  di  mod:x^  la  f(x) 
ha  valore  costante  per  tutti  i  valori  di  x  intemi  al  campo  di  convergenza  del 
suo  sviluppo  in  serie. 

17.  Come  applicazione  della  nota  18*  possiamo  ottenere  assai  facilmente 

lo  sviluppo  in  serie  della  funzione  log^(l  +  x)  da  noi  già  ben  definita  per 

valori  reali  e  positivi  di  x. 

X*      x^      X* 
Invero  la  serie  4?— —  +  —  —  —  +  ...,  convergente  per  modx  <  1,  ha  per 

2        o        4 

derivata  (cfr.  la  nota  13*):  1— a?  +  a:»  — *>  +  .  .  .  ,  cioè ,  ed ò  an- 

'  1  +  »  l-f« 

che  la  derivata  (cfr.  art.  686)  di  log^(l  +  x).  Si  ha  dunque  (cfr.  Cap.  Vili, 
§  7^f  Nota  5*),  per  modx  <  1,  lo  sviluppo  convergente: 


oc*      x^      a;*      x* 


log^(l  +  x)  =  x  — ^  +  ---_  +  —  -..., 


giacché  la  derivata  della  differenza  fra  i  due  membri  è  nulla  pei  valori 
abbautanza  piccoli  di  modx  ;  ondo  la  differenza  stessa  sarà  una  costante 
e  questa  costante  sarà  necessariamente  uguale  a  zero,  poiché  i  due  mem- 
bri hanno  già  uguale  valore  por  x  =-0. 

18.  Calcolare  le  derivate  di  sinx  e  cosx  applicando  la  derivasione   ter- 
mine per  termine  ai  loro  sviluppi  in  serie  (art.  847).  Si  troverà  cosi  : 

(sinac)'  =  cosa;  ,  (cosce)'  =  —  sinx. 

19.  Si  deduca  poi  di  qui  (cfr.  art.  695)  che  : 

(tgx)' = p. 

^      ^       cos'ae 


CAPITOLO  xn. 


DELLE  RADICI   DELL'EQUAZIONE  DI   GRADO  W. 


§  1.0  _  Teorema  fondamentale  deireslstensa  di  una  ■olaslone 
reale  o  complessa  di  an'  equazione  qualunque  di  ^rado  n. 

898.  Essendo: 

f{x)  =  ao»**  +  a^x**'^  +  a^x"*'^  +  .  .  .  +  a^^^x  -f  a^ 

una  funzione  intera,  del  grado  n,  della  variabile  se,  i  cui  coefficienti 
siano  numeri  reali  o  complessi  fissati  a  piacere,  ogni  valore  reale 
od  imaginario  di  x  che  soddisfi  air  equazione  : 

Aaj)  =  0  (1) 

si  dirà  essere  una  radice  dell' equazione  stessa. 

La  ragione  di  cosiffatta  denominazione  è,  dopo  V  introduzione 
neiralgebra  dei  numeri  complessi,  pienamente  giustificata  dal  fatto 
che  r  equazione  più  semplice  del  grado  n ,  cioè  V  equazione  bi- 
nomia  : 

M**  +  &>»  =  0 

ammette  sempre  n  e  soltanto  n  soluzioni  distinte,  la  cui  espres- 
sione generale,  in  funzione  dei  coefficienti  dati  Òq  q  b^^  h  conte- 
nuta nel  simbolo  di  estrazione  di  radice  : 


n 


X 


-U" 


11  quale,  come  sappiamo  (art.  823)^  è  appunto  suscettibile  di  n  si- 
gnificati fra  loro  distinti. 

899.  Posta  un'equazione  della  forma  generale  (I)  si  affaccia  però 
la  questione  di  investigare  se  esista  sempre,  oppur  no,  almeno  un 
valore  speciale  di  x  che  la  soddisfi,  o,  che  è  la  stessa  cosa,  al- 
meno un  valore  finito  e  determinato  x  per  il  quale  il  numero  reale 
positivo  modf(x)  acquisti  il  valore  zero  ;  giacché  sappiamo  che 
dalTessere  mo(ìf(x)=0  segue  f(x)  -  0  e  reciprocamente. 

Tale  questione  verrà  da  noi  risoluta  affermativamente.  La  dimo- 
strazione che  siamo  per  dare^  parte  dal  seguente  : 

Postulato.  —  Esiste  sempre  almeno  un  valore  speciale  x  =  a 
della  variabile  x  per  il  quale  modf{x)  prende  il  minimo  valore  pos- 
sibile. 
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Cosicché  per  qualunque  altro  valore  di  x  si  avrà  sempre: 

mod^(a5)  >  moéf(a). 
Noi  ammetterremo,  per  ora,  questo  postulato  come  evidente. 

900.  Teorema.  —  Ogni  equazione  algebrica  ha  sempre   almeno 
una  radice  reale  o  complessa. 

Invero,  se  applichiamo  air  equazione  (1)  : 

Ax)  =  o 

il  postulato  dell'art,  prec.  possiamo  ritenere  come  già  dimostrata 
resistenza  di  un  valore  determinato  reale  o  complesso  a,  tale  che 
si  abbia  per  tutti  i  possibili  valori  di  x\ 

mod/(ac)  ^  mod/'(a).  (2) 

Ciò  posto^  noi  diciamo  che  per  un  siffatto  valore  a  dovrà  aversi 
necessariamente  : 

mod^a)  =  0 

e. dimostreremo  ciò  facendo  vedere  che  sarebbe  assurdo  Tammet- 
tere*  che  si  avesse:  mod/(a)  >  0. 

Fatto  ciò,  ne  seguirà  senz'altro  la  verità  del  teorema  cnuaciato, 
poiché ,  non  potendo  essere  mod/'^a)  >  0  j  sarà  necessariamente 
mod/'(a;  =  0,  cioè  a  sarà  una  radice  deli'  equazione  (1). 

901.  Supponiamo  infatti,  se  é  possibile,  che  si  avesse  : 

mod/'(a)  >  0.  (3) 

Poiché  le  quantità  : 

Aa) ,  r'(a) ,  r\7.) , . . . ,  f^'^Kd) 

non  sono  tutte  nulle,  giacché  almeno  1'  ultima  di  esse  : 

;^('»)(a)  =  ln.ao 

sarà  in  ogni  caso  diversa  da  zero,  sia  f^^Kd)  la  prima  di  esse  che 
é  diversa  da  zero.  Allora,  se  indichiamo  con  h  un  numero  qua- 
lunque diverso  da  zero,  potremo  scrivere  per  lo  sviluppo  di  Taylor: 

[[JL  lix-h  1  [_n 

e  dividendo  entrambi  i  membri  per  /"(a),  che  si  è  voluta  supporre 
diversa  da  zero. 


ponendo  per  brevità  : 


.-=  1  +  .yc^  +  A^,.,/iJ^^i  +  . . .  +  \fir ,  ,4 ) 


~  \Tf[a)      '      i  =  :j^  ,  lA  +  1  ,  .  .  .  ,  n. 
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Poiché  A^  è,  per  sapposto,  diverso  da   zero,   se   lo    scriviamo 
sotto  la  forma  trigonometrica  : 

Ap^  =  i'Ccos?  +  i  sin?), 

potremo  ritenere  r  >  0.  Poniamo  ora  similmente  : 

) 
?i  =  f  (C08'>1/  +  *  ^^^^)  7  (^ 

cosicché  sarà  : 

A^h^  =  r.p»'.[cos(9  +  Jii)  +  isin(9  +  ji^)]  (6) 

e  cominciamo  a  determinare  l'argomento  arbitrario  ò  ed  il  modulo 
arbitrario  p  in  modo  che 

1  +  A^h^ 

riesca  un  numero  reale,  positivo  e  minore  dell'  unità.  A  tale  og- 
getto basterà  porre  primieramente  : 

9  + 1*4^  =  ^,  •  (7) 

cioè  prendere  : 

poiché  allora  la  (6)  diviene  : 

e  porre  quindi  : 
cioè  prendere  : 

Se  ora  scriviamo  la  (4)  come  segue  : 

^^^^  =  (1  -  r?^)  +  h^[A^^,h  +  A^+,ft»  +  . .  .  +  A^ft-l*] , 

ed  applichiamo  il  teorema  che  il  modulo  della  somma  di  due  nu- 
meri non  può  mai  superare  la  somma  dei  loro  moduli,  coll'avver- 
tenza  che  nel  nostro  caso  la  prima  parte  del  secondo  membro  è 
già  un  numero  reale  e  positivo,  deduciamo  : 

"mTdy  5 1  -  ^-P"  +  P"  •  mod(  A^+,A  +  A,„7»»  +...)• 

Poiché  ora  la  somma: 

A^^^h  +  A^^^h^  4-  .  .  .  +  A,,^'*"'* 

è  una  funzione  di  h  che  si  annulla  per  ^  =  0 ,  si  potrà  sempre 
prendere  (cfr.  art.  678)  il  modulo  p  di  A  abbastanza  piccolo  perché 
il  modulo  di  questa  somma  riesca  inferiore  ad  r. 

Capblli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*  edic.  68 


—  498  — 
Allora  dalla  diseguaglianza  precedente  seguirà  a  fortiori: 

mod/'(a  +  h) 
mod/^(a)     "^     ' 

cioè  : 

mod/'(a  +  /i)  ^  mod/'ca) 

il  che  è  in  contraddizione  colla  (2)  la  quale,  dovendo  sassistere 
per  ogni  valore  di  x,  ci  da  invece  per  a:  =  a  +  Ti  : 

mod/\a  -\-h)^ mod/l[a). 

Resta  dunque  esclusa  la  possibilitii  della  (3)  e  per  conseguenza 
resta  dimostrato  quanto  si  voleva,  cioè  che 

moàf{7)  =  0 , 

ossia  che  a  è  una  radice  deir  equazione  proposta. 


§  2.0  —  Dimostraslone  del  Postalato  ammesso 

nel  §  precedente  {*), 


902.  La  prima  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che  ogni 
equazione  di  grado  n  ammette  almeno  una  radice  reale  o  com- 
plessa è  stata  data  da  d'Alembert.  Dopo  di  lui  ne  ha  dato  diverse 
dimostrazioni  Gauss,  Fra  tutte  queste  e  le  altre  che  se  ne  diedero 
appresso  si  distingue  però  per  semplicità  e  facilità  ad  essere  com- 
presa quella  di  Legendre  modificata  poi  da  Cauchg,  che  si  trova 
data  da  quest'ultimo  nel  suo  trattato  classico  suiranalisi  algebri- 
ca (**).  Questa  è  appunto,  salvo  lievissimi  cambiamenti,  la  dimo- 
strazione da  noi  data  nel  §  precedente. 

Questa  dimostrazione  non  potrebbe  però  ritenersi  come  assola- 
tamente rigorosa,  inquantochò  in  essa  si  ammette  implicitamente 
come  evidente  il  Postulato  :  esiste  sempre  un  certo  valore  x  =  a , 
per  il  quale  modi{z)  ha  il  minimo  valore  possibile. 

Il  Lipschitz  nel  suo  Lehrbuch  der  Aualysis,  per  evitare  questo 
inconveniente,  ha  modificato  radicalmente  la  dimostrazione  di  Cau- 
chy.  È  riuscito  così  a  renderla  assolutamente  rigorosa,  renden- 
dola però  al  tempo  stesso  troppo  prolissa  e  complicata. 

Pertanto  noi  abbiamo  conservata  press'a  poco  inalterata  la  dimo- 
strazione di  Cauchy,  riservandoci  di  dimostrare  separatamente  in 
modo  assolutamente  rigoroso  il  postulato  che  si  è  premesso.  La 
dimostrazione  che  siamo  per  dare  è  tanto  più  utile,  inquantochò 
essa  vale  non  solamente  per  il  caso  in  cui  fiz)  sia  una  funzione 
intera,  ma,  generalmente,  per  ogni  funzione  f{z)  che  goda  della 
proprietà  di  essere  continua  e  della  proprietà  che  modfiz)  superi 
una  quantità  positiva  k  assegnata,  per  tutti  i  valori  abbastanza 
grandi  di  modz. 


(*)  Chi  VHolo  potrà  tralasciare  questo  §  ammettendo  il  postulato. 
(**)  Cauchy:  Cours  d'Analyae  de  l'École  Polytechnique^  Paris  1821. 
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903.  Quando  diciamo  che  una  funzione  f{z)  della  variabile  com- 
plessa z  =  x  +  iy  è  continua  in  un  certo  valore  a  di  z,  intendiamo 
significare  (precisamente  come  all'art.  673  per  la  continuità,  delle 
funzioni  di  una  variabile  reale)  che  la  diseguaglianza  : 

moù\f{z)  -  no)\  <  i  , 

in  cui  0  è  un  numero  positivo  da  fissarsi  a  piacere,  è  soddisfatta 
per  tutti  i  valori  di  z  abbastanza  vicini  ad  ac;  cioè  per 

modjz  —  a|  <  e, 

essendo  s  un  numero  reale  positivo  da  determinarsi  opportuna- 
mente, appcnachè  sia  stato  fissato  6. 

Ciò  posto,  che  la  funzione  razionale  intera  f[z)  sia  continua  in 
ogni  punto  del  campo  della  variabile  complessa  2,  risulta  da  una 
dimostrazione  che  è  qui  inutile  ripetere  perchè  afl'atto  identica  a 
quella  data  air  art.  678  per  variabili  reali. 

E  invece  importante  di  aggiungere  che  se  : 

A«)  =  f{^  +  W)  =  «(ac ,  y)  +  i.v{x  ,  y) 

ò  la  f{z)  decomposta  nelle  sue  parti  reale  ed  imaginaria  (cosicché 
u{x  ,  y)  e  v{x  ,  y)  sono  funzioni  reali  delle  due  variabili  reali  x 
ed  y)  ciascuna  delle  due  funzioni  u{x  ,  y)  e  v{x  ,  y)  e  quindi  an- 
che la  funzione  : 


modAi^)  =  \l[u{x  ,  y)]^  +  [v{x  ,  y)f 

saranno  funzioni  continue  (cfr.  art.  709)  delle  due  variabili  reali 
ac  ed  ;/.  È  questa  una  conseguenza  affatto  ovvia  della  continuità 
di  f{z), 

90-1.  Che  poi  la  funzione  intera  : 

f{z)  =  aoz"  +  a^z'^'^  +  .  .  .  -f  a^^^z  4-  a,» 

f^oda  della  proprietà  che  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di 
modz  il  valore  di  mod[{z)  superi  il  numero  fissato  ad  arbitrio  K, 
si  riconosce  facilmente  osservando  che  f(z)  si  può  anche  scrivere 
sotto  la  forma  seguente  : 

Invero,  facendo  crescere  indefinitamente  moda;,  la  frazione   — 

z 

tenderà  al  valore  zero  ;  onde  la  quantità  fra  parentesi  ha  per  li- 
mite il  numero  finito  e  diverso  da  zero  a©  »  quando  mod^  cresce 
alTinfinito,  nel  mentre  che  il  fattore  estenio  z**  diverrà  in  valore 
assoluto  infinitamente  grande. 

È  dunque  chiaro  che  moc\f(z)  diverrà  infinitamente  grande  quando 
inodz  cresca  airinfìnito. 

905.  Venendo  ora  al  postulato  in  questione,   comincieremo   dal 
dimostrare  che  : 

(A).  Esiste  necessariamente  un  numero  determinato   reale  e 
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positivo  H ,  tale  che ,  per  ogni  valore  reale  o  complesso  di  z ,  si 
abbia  modf(z)  ^B.,  è  tale  inoltre  che,  data  una  quantità  positiva  z 
piccola  a  piacere  purché  non  nulla,  esista  sempre  qualche  valore 
di  z  per  il  quale  sia 

modf\^z)  -  H  <  6. 

Si  imagini  infatti  costmita  in  un  modo  qualunque  una  succes* 
sione  indefinita  di  numeri  positivi  piccolissimi  e  diversi  da  zero 
^i  j  h  ì  h  9  '  '  '  ^^^^  ^^  aversi  : 

lims^  =  0 

naoo 

e  si  cominci  dal  considerare  la  progressione  aritmetica: 

i  cui  termini  dividono  l'intero  campo  dei  numeri  positivi  in  tanti 
piccoli  intervalli  di  grandezza  e. 

Imaginando  di  esaminare  successivamente  col  pensiero  ciascuno 
di  questi  intervalli,  si  concepirà  resistenza  di  un  certo  intervallo 
il  quale  godrà,  per  il  primo,  della  proprietà  di  contenere  qualche 
possibile  valore  di  modf{z). 

Sia  questo  Tintervallo  compreso  fra  \lz^  e  ([i  4-  l)ci ,  cosicché  si 
avrà  per  ogni  valore  di  z  : 

modf{z)  5  jASi , 
ma  esisterà  certamente  almeno  un  valore  z  tale  da  aversi  : 

mod/^(2:)^([A  +  l)e,. 

8i  iraaginino  ora  inseriti  fra  i  due  numeri  pie,  e  (;ji  +  l)£j  altri 
numeri  «2  >  ^s  ?  •  •  •  >  ^m-i  i^  modo  che  la  progressione  : 

venga  a  dividere  V  intervallo  ora  considerato  in  nuovi  intervalli 
la  cui  grandezza  non  superi  Sg ,  e  supponiamo  che  il  primo  di 
questi  nuovi  intervalli  nel  quale  cade  qualche  possibile  valore  di 
modfix)  sia  quello  compreso  fra  a^  ed  a,-^i.  Allora  si  divida  nuo- 
vamente rintervallo  compreso  fra  a,  ed  a^^j.,  mediante  una  terza 
progressione  : 

in  nuovi  intervalli  ciascuno  di  grandezza  non  superiore  ad  £3,6 
siano  bj  e  bj^^  i  due  termini  che  individuano  il  primo  di  questi 
intervalli  nel  quale  cade  qualche  possibile  valore  di  modf(x). 

Cosi  procedendo  indefinitamente  si  verranno  a  formare  due  classi 
di  numeri  : 

^1      >  ^i       1  ^j       J  ^h        >  •  •  • 

le  quali  godranno  evidentemente  della  proprietà  di  essere  ogni 
numero  della  prima  inferiore  ad  ogni  numero  della  seconda  0  di 


—  501  — 

soddisfare  alle  condizioni  : 

<*m  —  ^1  =  ^1  >  ^f+i  -  «t  ?  h  ì  ^i+i  —  ^i  <  S3  ,  Cf^^l  -  C;^  <  64  .  .  .  . 

Esisterà  dunque  (art.  548)  un  numero  perfettamente  determi- 
nato H: 

H  =  (aj  ,  a^. ,  by  ,  C;^ , .  .  .  ;  a^  ,  a,-^.,  ,  b^.^j  ,  c^^j ,  •  •  .) 

individuato  da  queste  due  classi  di  numeri  ;  e  tale  numero  H  godrà 
evidentemente  delle  proprietà  richieste  nell'enunciato  (A). 

906.  (B).  Se  B,  è  il  numero  considerato  nelVenunciato  (A),  esi- 
sterà sempre  almeno  un  valore  speciale  x  =  a  della  variabile  x  per 
il  quale  si  abbia  precisamente  modf{a)  =  H. 

In  altri  termini  si  tratta  ora  di  dimostrare  che  il  limite  infe- 
riore H  non  solamente  può  essere  avvicinato  indefinitamente  da 
modf{x)  dando  ad  x  valori  opportunamente  scelti,  ma  può  altresì 
essere  effettivamente  raggiunto  per  uno  speciale  e  determinato  va- 
lore di  X. 

Invero,  per  quanto  si  è  osservato  sopra  (art.  904)  esisterà  un 
cerchio,  col  centro  neli'  origine  del  piano  rappresentativo  della 
variabile  complessa  z-  x-\-  iy^  di  raggio  R  abbastanza  grande  per- 
chè la  differenza  : 

moàf{z)  -  H 

si  conservi  superiore  ad  un  numero  positivo  determinato  diverso 
da  zero  per  tutti  i  punti  z  esterni  al  cerchio.  Pertanto  quei  punti  z 
mediante  i  quali,  secondo  l'enunciato  (A),  mod/'(«)  può  farsi  dif- 
ferire da  H  di  tanto  poco  quanto  si  voglia,  esisteranno  e  dovranno 
esclusivamente  cercarsi  nel!'  interno  o  sul  contorno  del  cerchio  , 
cioè  del  campo  definito  dalla  condizione  : 


Esisterà  dunque  (art.  712)  nell'  interno  o  sul  contorno  di   questo 
campo  almeno  un  punto  {x ,  y)  per  il  quale   sarà  precisamente  : 

modfiz)  =  H, 

giacché  modifiz)  è  in  ogni  punto,  sito  nell'  interno  0  sul  contorno 
del  campo  stesso,  funzione  continua  delle  due  variabili  x  ed   y. 
Il  postulato  si  trova  così  completamente  dimostrato. 


§  3.0  —  Ogni  equazione  di  grado  n  ammette  precisamente 

n  radici  distinte  o  non  distinte. 


^  907.  Data  la  funzione  intera  del  grado  n  in  x: 

f(x)  =  a^*^  +  «iX^"^  +  .  .  .  +  ««^i«  +  x^  ,  (1) 

sia  a  una  radice,  che  certamente  esiste  (art.  900),  dell'equazione  ; 

A^)  =  0.  (2) 
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Noi  sappiamo  (art.  493)  che  in  tale  supposto  il  primo  membro 
f{x)  è  divisibile  esattamente  per  x  —  a  ;  cosicché  si  può  porre,  iden- 
ticamente rispetto  ad  x, 

f(x)  =  (x-a).f,(x),  (3) 

essendo  f^{x)  una  certa  funzione  intera  di  x,  del  grado  n  —  1. 

Considerando  ora  l'equazione  fj(x)  =  0,  che  avrà  certamente  una 
radice  ì,  si  potrà  porre  allo  stesso  modo  identicamente  : 

A(x)  =  (x-^).r,(aj)  (4) 

dove  f^(x)  è  una  funzione  del  grado  n  —  2  in  x.  Similmente^  detta 
7  una  radice  di  /^(a:)  =  0,  si  avrà  : 

A(^)  =  (aJ-T)-AW,  (5) 

e  cosi  di  seguito,  finché  si  giungerà  ad  una  funzione  /"„_]  di  primo 
grado  in  x,  per  la  quale  si  avrà: 

fn-i{x)=^(x^'k)^Ux)  (6) 

dove  f^  è  una  funzione  di  grado  zero  in  x,  cioè  una  costante  che 
indicheremo  con  C. 

Moltiplicando  ora  membro  a  membro  tutte  le  identità  (3) ,  (4) , 
(5)  ,  .  .  .  ,  (6)  così  ottenute  e  sopprimendo  i  fattori  comuni  ai  due 
membri,  resterà  evidentemente  V  identità  : 

f{x)  =  C. (x  -  a){x  —  p)(x  —  7)  ...  (x  -  X).  (7) 

Richiamando  V  espressione  (1)  di  fix)  ed  eguagliando  nella  (7) 
i  coefficienti  della  più  alta  potenza,  x^,  di  x  nei  due  membri^  si 
ha  evidentemente  C  =  a©  J  onde  scriveremo  : 

f{x)  =  ao-  (x  -  a)(x  -  p)(x  -  y)  ...  (x  -  X).  (8) 

908.  Dalla  (8)  si  vede  che  :  la  funzione  intera  f(x),  del  grado  n 
in  X,  si  può  sempre  decomporre  nel  prodotto  di  n  fattori  ciascuno 
di  primo  grado  in  x  e  precisamente  nel  prodotto  di  n  fattori  della 
forma  x  —  h  (dove  h  è  un  numero  reale  o  complesso)  moltiplicati 
per  una  costante  ao  eguale  al  coefficiente  di  x'*  in  f(x). 

Questa  decomposizione  si  può  effettuare  in  u,n  unico  modo.  Sup- 
poniamo infatti  che  si  avesse  anche  : 

f{x)  =  ao(x  -  a')(x  -  ^'){x  -  7')  •  •  •  (a?  -  ^'). 
Sarà  allora  identicamente  : 

(x-a)(x-p)(x-Y)  ...  (x— X)=(x-a')(x-p  0(aJ— y')  -  (^c— ^').        (9) 

Ponendo  in  questa  identità  x  =  a',  il  secondo  membro  si  annulla; 
onde  si  dovrà  annullare  anche  il  primo,  cioè  essere  : 

(a'  -  a)(a'  -  ^)(a'  -  7)  ...  (a'  -  X)  =  0. 

Ma,  il  prodotto  di  più  numeri  complessi  non  potendo  esser  nullo 
senza  che  lo  sia  almeno  uno  dei  fattori,  dovrà  essere  p.  es.  : 

a'  -  a  =  0, 
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cioè  a'=a  ;  onde  la  (9)  si  potrà  semplificare  e  resterà  V  identità  : 

{x  -  ^){x  -  y)  ...  (a;  -  X)  =  (a?  -  ^'){x  -  7')  .'.  .  (a?-X') 

da  cui  si  dedurrà  similmente,  ponendo  x  =  ^'^  che  dev'essere  p.  es. 
f  =  P',  onde  resterà  poi  l'identità: 

(aj  —  7)  .  .  .  (x  —  A)  =  (x  —  7')  •  •  •  (2C  —  À') , 

ecc.  ecc.  Si  conclude  dunque  che,  fatta  astrazione  dalV  ordine,  i 
numeri  a' ,  g' ,  7' , .  .  .  ,  X'  coincidono  precisamente  coi  numeri  a, 
p  ,  Y  ,  .  .  . ,  A. 

Dunque  :  la  decomposizione  sopra  accennata  si  pud  soltanto  ef- 
fettuare in  un  unico  modo, 

909.  Dair  identità  (8)  : 

f{x)  =  aoix  -  a)(x  -  P)(aj  -  7)  ...  (x  -  X)  (8) 

segue  evidentemente  che  a,p,7,...,X  sono  altrettante  radici 
deirequazione  f(x)  =  0,  poiché  il  secondo  membro  si  annulla  evi- 
dentemente per  x  =  a,5c  =  p,...,aj  =  X.  Segue  Inoltre  che  sono 
queste  le  sole  radici  che  può  ammettere  Tequazione  f{x)  =  0.  In- 
fatti, se  E  sia  una  radice,  si  avrà  f(e)  =  0,  cioè  per  l'identità  (8): 

ao  •  (e  -  a)(e  -  g)(£  -  y)  .  .  .  (s  -  X)  =  0, 

onde,  poiché  a^  è  diverso  da  zero,  dovrà  essere  nullo  uno  almeno 
dei  fattori  e  —  a,6  —  f,...;  cioè  e  dovrà  coincidere  con  una 
delle  radici  a  ,  ^  ,  y  ,  .  .  .  ,  X. 

910.  Gli  n  numeri  a  ,  ?  ,  y  ,  .  .  .  ,  X  per  i  quali  si  verifica  l'iden- 
tità (8),  non  sono  sempre  necessariamente  tutti  distinti.  Ora,  se  fra 
i  numeri  a  ,  p  ,  7  ,  .  .  .  ,  X  ve  ne  siano  p  che  coincidono  col  nu- 
mero a,  si  dice  (cfr.  art.  696)  che  a  è  una  radice  multipla  di  or- 
dine p  o  dì  multiplicità  p,  o  piti  semplicemente  si  dice  che  Tequa- 
zione  f{x)  =  0  ammette  p  radici  eguali  ad  a.  In  tal  caso  l' iden- 
tità (8)  prende  la  forma  : 

f(x)  =  ao(x  -  ay-{x  —  p)  ...  (a:  —  S), 

cioè  fix)  è  uguale  ad  (x  — a)**  moltiplicato  per  una  funzione  in- 
tera di  grado  n  —  p  in  x.  Cioè  :  si  dice  che  a  è  radice  multipla 
di  grado  p  dell'equazione  f(x)  =  0,  ovvero  che  f(x)  =  0  ^a  p  radici 
eguali  ad  a,  quando  il  primo  membro  ftx)  è  divisibile  esattamente 
per  la  potenza  (x  —  a)**. 

911.  Riassumendo  concludiamo  che:  se  V equazione  f(x)  =  0  di 
grado  n  in  x  ha  t  radici  distinte  a^  ,  a,  , .  .  .  ,  a^  risp.  dei  gradi 
di  multiplicità  Pi  ,  p^  ?  •  •  •  >  Pi  >  ^ì  ^«  identicamente  : 

f(x)  =  ao(x  -  ai)i'i(x  —  a^p^^yi  -  cn^y*  .  .  .  (x  -  a,)^<         (10) 
dove  : 

Pi  +  P2  +  Ps  +  . .  .  +  p,  -  n 

e  che  una  cosifi'atta  decomposizione  di  f{x)  non  si  può  efi'ettuare 
in  altro  modo. 
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Contando  ogni  radice  dell'equazione  f{x)  =  0  tante  Tolte  come 
radice  quanto  è  il  suo  grado  di  multiplicitày  si  può  dunque  anche 
enunciare  il  teorema  che  offni  equazione  di  grado  n  ammette  sem- 
pre n  radici  eguali  o  distinte. 

912.  CoBOLLARio.  —  Affinchè  un'equazione  del  grado  n  abbia  n— ',1 
radicif  uguali  o  distinte,  diverse  da  zero,  è  necessario  e  sufficiente 
che  gli  ultimi  pi  coefficienti  di  f(x)  siano  tutti  nulli. 

Dalla  (10)  appare  infatti  che,  per  essere  04  =  0  e  pj  =  jii  dev'es- 
sere la  f(x)  esattamente  divisibile  per  z^. 

913.  £  appena  necessario  di  far  rilevare  che  il  teorema  dell'ar- 
ticolo 698  sussiste  inalterato,  senza  che  occorra  modificarne  in  al- 
cun modo  la  dimostrazione,  anche  per  radici  complesse  di  equa- 
zioni a  coefficienti  reali  o  complessi. 

Cioè:  affinchè  a  sia  radice  multipla  del  grado  k  dell' equazione 
f(x)  =  0,  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  anche  radice  delle 
prime  k  —  1  equazioni  derivate:  f'(x)=0  ,  f "(x)=0  ,  . . .  ,  f  *"*^(x)=0 
o  anche,  che  è  la  stessa  cosa^  è  necessario  e  sufficiente  che  esso 
sia  radice  multipla  del  grado  k— 1  della  prima  derivata  r(x)=0. 

914.  É  invece  importante  richiamare  l'attenzione  sul  seguente 
teorema:  affinchè  un'equazione  f(x)  =  0  abbia  soltanto  radici  sem- 
plici, è  necessario  e  sufficiente  che  le  due  funzioni  f{x)  ed  f (x) 
siano  prime  fra  loro;  giacché  questo  teorema  non  si  sarebbe  po- 
tuto enunciare^  perchè  non  esatto,  finché  non  si  consideravano  che 
le  radici  reali  delle  equazioni  a  coefficienti  reali. 

Invero,  se  f(x)  —  0  abbia  a  come  radice  multipla,  le  due  fun- 
zioni f{x)  ed  f'{x)  avranno,  per  quanto  si  è  già  stabilito,  il  divi- 
sore comune  di  primo  grado  x  — a,  cioè  non  saranno  prime  fra 
loro.  Ma  si  ha  ora  reciprocamente  che,  se  f[x)  ed  f{x)  hanno  il 
divisore  comune  ^ix),  Tequazioue  t[/ix)  =  0  avrà  una  radice  reale 
o  complessa  a,  cosicché  ^{x)  e  quindi  anche  f{x)  ed  f{x)  ammet- 
teranno il  divisore  comune  x  —  a. 

915.  Chiuderemo  questo  §  col  seguente  teorema  che  ci  tornerà 
utile  in  seguito:  se  A  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti  di  una 
equazione  qualunque 

a(,x'*  -f-  a^x'*"^  +  a2x'*-^  +  .  .  .  +  «,,_iX  +  a,,  (11) 

ed  OL  una  radice  qualunque,  reale  0  complessa,  di  qu est' equazione , 
si  ha  sempre  : 

moda,,  A  -f  moda^ 

'^  -  <  a  < -^  -^  (12j 

A  +  moas.^^  moasiQ 

Se  fosse  infatti  :  moda  § 7 — ,  se  ne  dedurrebbe  (art.  680.  : 

A  +  moda^ 

modjaoa'*  +  a^a^'^  4-  .  .  .  -i-  a^^^aj  <  moda^  , 

il  che  è  assurdo,  poiché,  essendo  a  radice  della  (11),  si  ha  invece: 


«o«"  +  «la'*"^  -f  . .  .  +  a,j_ia  =  —  a^ 


; 


i 
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onde  : 

modjaott'*  +  a^a""^  +  .  .  .  +  a^^^a\  =  rnoda^. 

La  prima  delle  diseguaglianze  (12)  è   dunque  dimostrata.   Per 
dimostrare  la  seconda,  osserviamo  che,  se  a  è  radice  della  (11), 

san\   -  radice  dell'  equazione  : 

cosicché  applicando  a  quest'equazione  la  prima  diseguaglianza  già 
dimostrata,  si  avrà  : 

modap  f{(l.\^  _}_ 

A  +  moda^  Va/  ""  moda 

d'onde  si  trae:  moda  < ,  che  è  appunto  la  seconda  di- 
me da^ 

seguaglianza  (12). 


Note  ed  EBercizi. 

1.  Noi  Cap.  XI  (art.  827)  abbiamo  j^^ià  trovato  tutte  le  radici  dell'equa* 
zione  binomìa  a?"  — 1=0  per  t*=1,  2,  8,  4.  Verificare  quindi  che   si    ha: 

!'•-')  =  <— >(-^4)(-T-'t) 

ed 

(X*  -  1)  =  (X  -  Ì){X  -  iyx  +  1){X  +  i). 

2.  Decomporre  in  fattori  di  l''  grado  Je  funzioni  : 

3£c*-6£c*-f  8  ,  ar«-l  ,  cc»-l. 

8.  Vi  sono  dei  problemi  geometrici^  chiamati  talvolta  jporimt,  per  i  quali 
si  verifica  il  fatto  singolare,  che  essi  non  ammettono  in  generale  alcuna 
soluzione;  affinchè  ne  ammettano  qualcuna,  è  necessario  che  i  dati  del  pro- 
blema soddisfino  a  certe  condizioni  particolari,  ed  in  tal  caso  essi  ne  am- 
mettono sempre  un  numero  infinito.  Cosi  ad  esempio  il  problema  di  co- 
struire un  triangolo  (o  più  generalmente  un  poligono  di  n  Iati)  inscritto 
in  un  cerchio  dato  e  circoscritto  ad  un  altro  non  ammette  in  generale  solu- 
zione; ma,  se  esiste  un  triangolo  inscritto  in  un  cerchio  e  circoscritto  ad 
un  altro,  ne  esisteranno  infiniti,  e  precisamente  ogni  punto  del  primo  cer- 
chio si  potrà  assumere  comò  vertice  di  un  triangolo  che  soddisfa  al  pro- 
blema. La  spiegazione  adegnata  di  simili  paradossi  geometrici  si  ha  ap- 
punto nel  teorema  dimostrato  in  questo  §.  L' incognita  x  del  problema  geo- 
metrico trattato  per  via  analitica  dovrà,  soddisfare  ad  un^  equazione  al- 
gebrica di  un  certo  grado  n  ,  le  cui  n  radici  darebbero  ordinariamente 
le  n  possibili  soluzioni  del  problema.  Nel  caso  del  porisma  si  verifica 
però  il  fatto  che  tale  equazione  di  grado  n  è  sempre  soddisfatta  da  n 
valori  speciali  i  quali  ,  se  soddisfano  il  problema  algebrico ,  non  rap- 
presentano però  che  soluzioni  improprie  del  problema  geometrico  ^p.  es. 
triangoli  con  lati  sovrapposti);  onde  è  chiaro  che  il  problema  geometrico 
non  avrà  in  generale  vere  e  ])roi>rie  soluzioni.  Qualora  però  esso  ne  abbia 
una,  l'equazione  sopraddetta  avrà,  oltre  le  n  radici  corrispondenti  alle  so- 

Gapkllt.  —  Istituzioni  di  atialisi  algebrica,  8.*   cdiz .  H4 


—  606  — 


Inzioni  improprie,  anche  una  nuova  radice  e  quindi  un  namero  di  radici 
superiore  al  suo  grado,  il  che  ò  assurdo  a  meno  che  Tequazione  sia  sod- 
disfatta identicamente.  Ma  in  tal  caso  ogni  valore  x  soddisferà  alla  equa- 
zione e  quindi  anche  il  problema  geometrico  ammetterà  infinite  soluzioni. 

4.  Per  meglio  chiarire  P  importante  principio  sopra  esposto  proponia- 
moci di  dimostrare  che  non  esistono  triangoli  inscritti  in  una  data  conica  C 
e  circoscritti  ad  un^altra  data  conica  T,  ovvero  ne  esistono  infiniti. 

Preso  a  piacere  sulla  conica  C  un  punto  A,  si  conduca  per  A  una  tan- 
gente alla  conica  F  fino  ad  incontrare  nuovamente  la  C  in  B;  dal  punto  B 
si  conduca  ora  la  seconda  tangente  alla  conica  V  fino  ad  incontrare  nuo- 
Tamento  C  nel  punto  D  e  da  D  la  seconda  tangente  a  T  fino  ad  incon- 
trare nuovamente  G  in  A'.  Affinchè  il  punto  A  fosse  il  vertice  di  un  trian- 
golo che  risolvesse  il  problema ,  con- 
verrebbe che  coincidesse  con  A  V  uno 
o  Taltro  dei  due  punti  A'  che  si  pos- 
sono far  corrispondere  ad  A  nel  modo 
indicato.  Intanto,  poichò  ad  ogni  pun- 
to A  corrispondono  cosi  due  punti  À' 
e  reciprocamente,  i  parametri  X  e  V  di 
questi  due  punti^(nella  rappresentazio- 
ne parametrica  univoca  dei  punti  di  C) 
saranno  legati  da  una  relazione  alge- 
brica di  2^  grado  cosi  rispetto  a  X  che 
rispetto  a  X'.  Facendo  in  tale  relazione 
V  =  X ,  si  avrà  cosi  per  l' incognita  X 
del  problema  una  equazione  del  quarto 
grado. 

Ora  una  semplice  ispezione  alla  fi- 
gura ci  fa  subito  vedere  che  il  pro- 
blema geometrico  ammette  sempre  precisamente  quattro  soluzioni  impro- 
prie corrispondenti  alle  quattro  tangenti  comuni  alle  due  coniche.  Siano 
Bj  ,  B,  ,  Bj  ,  B^  i  punti  nei  quali  queste  tangenti  comuni  toccano  la  C  e 
da  ogni  punto  Bj-  si  tiri  la  seconda  tangente  a  F  che  incontri  nuovamente 
C  in  A,-.  Si  riconoscerà  subito  che  il  triangolo  che  ha  un  vertice  in  A,-  o 
gli  altri  due  infinitamente  vicini  sovrapposti  in  Bj  è  una  soluzione  impro- 
pria del  problema;  poiché  prendendo  come  punto  di  partenza  il  punto  A^ 
uno  dei  suoi  due  corrispondenti  coincide  evidentemente  con  A^- ,  coinci- 
dendo in  tal  caso  D  con  B. 

Lasciamo  al  lettore  l'analoga  determinazione  delle  quattro  soluzioni  im- 
proprie per  il  problema  analogo  relativo  ad  un  poligono  di  k  lati. 

5.  L'equazione  a;«-12aj* -t- 56x8-1 26aj« -{- 185» -54  =  0  è  soddisfatta  da 
a;  =  8.  Biconoscere,  mediante  Fesame  delle  derivate,  che  questa  radice  è 
tripla. 

6.  Essendo  X|  ,  x^  ,  •  .  .  ,  x^i  le  n  radici  dell'  equazione  : 

/•(x)  =  UqX*'  +  a^x**"!  +  .  .  .  +  a^.icc  -j-  a„  =  0  , 
riconoscere  che  : 

— — —  =  ao2(a;-ajj)(x  -  x^)  .  .  .  (a?-a^)  , 

I  Tv  -""  7 


1  ' 


dove  la  sommatoria  va  estesa  agli  (f  prodotti  delle  differenze  x  —  x 

X  —  x^  ,  .  ,  .  ,  X  —  Tfi  combinate  r  ad  r. 

7  La  risoluzione  numerica  delle  equazioni  nel  campo  complesso  ,  ciot> 
la  determinazione  numerica  delle  radici  complesse  di  un'equazione /(j?)=0, 
a  coefficienti  dati  reali  o  complessi,  si  riconduce  alla  risoluzione  nume- 
rica, da  noi  già  trattata  al  Capitolo  X,  dello  equazioni  nel  campo  reale. 

Posto  infatti  z=zx  -^  ty,  si  abbia,  separando  in  /{z)  la   parte   reale  da 
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quella  imaginaria  :  f{x  -f  iy)  =  ^{x  ,  y)  +  t^Ca:  ,  y).  Se  »  è  radice  dell'  equa- 
zione, dovrà  essere  : 

9(a?,y)  =  0    e    «Ka;,y)=0, 

e  si  tratterà  di  trovare  le  coppie  di  valori  reali  di  ^  e  y  che  soddisfano 
simultaneamente  a  queste  duo  equazioni  che  hanno  i  loro  coefficienti  tutti 
reali.  Ora  ciò  si  riconduco,  come  vedremo  in  seguito  (Capitolo  XIII)  alla 
determinazione  delle  radici  reali  di  un'equazione  a  coefficienti  reali  B(d;)=0 
dedotta  mediante  l'eliminazione  di  y  dalle  due  superiori  equazioni  9(4;,  y)=:0| 
^x,  y)  =  0. 

§  4.0  —  Relazioni  fondamentali  fra  le  radici 
ed  i  coefficienti  di  un'  equazione. 

916.  So  a,  p,  7,  . .  .  ,  X  sono  le  n  radici  deirequazione  : 

f\x)  =  x''  +  i?!»^-^  4-  PiX"""^  +  .  .  .  +  i?n  =  0,  (1) 

si  ba  identicamente,  come  si  6  visto  al  §  prec.  : 

f{x)  =  (a;  -  a){x  -  P)(x  -  7)  ...  (ac  -  X).  (2) 

Sviluppando  ora  il  prodotto  nel  secondo  membro  ed  ordinando 
il  risultato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x,  si  trova: 

{x  —  a){x  —  f  )(x  —  y)  •  .  .  (se  —  X)  =  x'* 

-(a  +  f  +  T+...-f  X)cb'*-i  (3) 

+  .  .  . 

+  (-  iTa^^  .  .  .  X , 
come  risulta  dalla  formola  (6)  dell'art.  218  ponendo  in  essa  ai=— a, 

In  questo  sviluppo  il  coefficiente  di  x'*""*  è  la  somma  dei  pro- 
dotti delle  a  ,  ^  ,  .  .  .  ,  X  combinate  k  a  k  presa  col  segno  +  0  — , 
secondochè  k  è  pari  o  dispari. 

Il  secondo  membro  della  (3)  dovrà  dunque  coincidere  con  la 
funzione  intera:  x**  -f-i^jx'*"^  +  .  .  .  +  Pn» 

Eguagliando  i  coefficienti  delle  potenze  simili  troviamo  cosi  le 
relazioni  seguenti: 

-Pi  =  -  («  +  P  +  T  +  .  .  .  H-  X) 

i^3  =  -  (afn  -h  aTfS  +  . .  .       ) 
/>4  =  +  (a?T3  +  .  .  .  ) 


P,  =  (-ir-ap7...X, 
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cioè:  86  un'equazione  algebrica  di  grado  n  abbia  il  coefficiente  di 
x"  uguale  alVunitày  (*)  la  somma  degli  f ,  |  risultati  che  si  ot- 
tengono moltiplicando  le  n  radici  a  la  a  k,  è  uguale  al  coefficiente 
di  x'*"*,  preso  però  col  segno  =fc  secondochè  k  e  dispari  o  pari.  In 
particolare  la  somma  delle  radici  sarà  uguale  al  coefficiente  del 
secondo  termine  preso  con  segno  contrario  ed  il  prodotto  sarà 
eguale  al  termine  noto  preso  col  segno  +  o  — ,  secondochè  il  grado 
n  delV equazione  è  pari  ovvero  disparii 

917.  Di  qui  8i  deduce  che  è  sempre  facile  di  costruire  l'equa- 
zione che  ha  per  radici  certi  numeri  dati.  Cosi  p.  es.  volendosi 
costruire  1'  equazione  di  terzo  grado  : 

x^  +  pypc?  +  p^x  +  i?s  =  0 
che  ha  per  radici  i  tre  numeri  1,  — -,  2,  si  dovrà  prendere  . 


Si  trova  così  V  equazione  : 

x^—-  x^  -\-  --X  ^\  =  0 

o,  che  è  lo  stesso, 

2x3  -  óx'-*  +  x  -f-  2  =  0. 

918.  Le  relazioni  fra  le  radici  a  ,  J;  ,  7  ,  .  .  .  ,  ).  dell'  equazione  : 

F(x)  =  aox'*  +  a^x''"^  +  a^x"'^  -f  .  .  .  +  a,,  =  0  (5) 

ed  i  coefficienti  ag  ,  a^  ,  ag ,  .  .  .  ,  anziché  per  mezzo  delle  funzioni 
simmetriche,  così  dette  elementari,  testé  incontrate  : 

2a  ,  5<x?  ,  ^ag^  ,  .  .  . 

si  possono  anche  stabilire  in  modo  semplice  per  mezzo  delle  somme 
di  potenze  simili: 

S,  =a  +  p-hT  +  ...-hX 

S,  =  a^-f  p«+  Y»+  .  .  .  +  X2  (6) 

S3  =  «3+  ?3+  tH  .  .  .  +  X» 


che  si  chiamano  anche  funzioni  simmetriche  semplici  (cfr.  art.  522). 


(*)  Se  1'  equazione  data  non  avesse  il    primo   coefficiente   a^   eguale    al- 
l' nnitàf  basterebbe  dividerla  per  Qq  ed  essa  prenderebbe  appunto  la  forma 
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Per  trovare  le  relazioni  che  legano  i  coefficienti  Oq  ;  a^  ,  a,  , ... 
alle  Sq  ,  S^  ,  S,  ,  .  .  .  ,  partiamo  dall'  identità  : 

F(x)-aQX*'  j-a^x''^^+a^x''~^-h  ...  +a^=ao(a;-a)(x-?)  ...  (a:-X) 

che  derivata  rispetto  ad  x  ci  dà  (art.  692)  per  la  regola  della  de- 
rivazione di  un  prodotto  : 

F'(3c)  =  na^x*'^^  +  (n  -  l)aicc'*"2  +  .  .  .  +  «^^^ 

F(x)       F{x)       F(x)  F{x) 

ce  -  a     X  — p      a;— Y  a  — X 

Ma  per  la  regola  di  Raffini  si  ha,  poiché  F(a)  =  0  : 


X— a 


onde,  sostituendo  in  (7;,  si  ha  V  identità  : 

waox**"!  +  (n  -  l)aix'*^2  ^  (^^  _  2)agx'*"3  +  .  .  .  +  a^.j 
=  Ocx**'^  +  {aoOL  +  ai)x'*"^+  (aoa*  +  a^a  +  a,)x'*"^  +  .  .  . 
-f  aox'*-H  («0?  +  ai)x-'*"-+  (ao?^  +  a^S  +  ag)x'*-»  +  .  .  . 

+  aox*"'^  +  (ao7  4-  ai)x""H  («oT*  +  «iT  +  a^)x'"'^  +  .  .  . 

+ 

4-  aox'*"^  +  (aoX  +  a{)x'*'^i-  (aoX^  4-  a^X  +  aj)x'*"»  +  .  .  .  , 

ossia  raccogliendo  nel  secondo  membro  i  coefficienti  di  una  stessa 
potenza  di  x  e  tenendo  presenti  le  (6)  : 

7iaoX**~^+(n-l)aix""2^_(^_2)a2x'*-3+  ...  4a„.i 

=  Haox'^^4-(aoSi+?iaJx'*"2+(ao^2+^iSi+/ia2)x'*'^-h  ... 

4-(aoS„_i4  «iS,,  _ j4- ...  4-na^_i). 

Eguagliando  ora  nei  due  membri  di  questa  identità  i  coefficienti 
delle  potenze  omonimo  di  x,  si  trovano  lo  relazioni  : 

(n  —  l)aj  —  6foSj  +  na^ 

(il  -  2)a2  =  aoSj  4  a^Sj  4-  na, 

(n  —  3)a3  =  rtoSg  4-  «iS^  4-  «2^1  +  ^^3 


o  anche,  portando  tutto  nei  secondi  membri  : 

^oSj  4-  «1  =  0 
aoSg  4-  «iSi  4-  2aj  =  0 
aoSj  4-  a^Sj  •+  a,Si  4-  Sag  =  0  (8) 

«oSn^i  4-  aiS,,.,  4-  «aSn-s  4-  ...  4-  (n  -  l)a,,_i  =  0. 
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Qaeste  forinole  sono  conosciute   ordinariamente  sotto  il  nome 
di  formolo  di  Newton. 

919.  Se  l'equazione,  di  cui  a  ,  ^  ,  f  ,  .  .  . ,  X  sono  radici,  sia  stata 
ridotta  (mediante  la  divisione  per  a^)  alla  forma  : 

«*•  -h PiX""'^  +  Pgx'*"*  4-  .  .  .  +  p„^iX  + 1>«  =  0  ,  (9) 

e  formolo  (8)  prendono  la  forma  più  semplice  : 

Ss +i>iS8  +  i?,Si  + 3273  =  0  (10) 


S„-i  +  PiS„_,  +  . . .  +  (w  -  l)Pn^i  =  0 
^  S^  +i?iS„.i  +  . . .  +  Pn-iSi  +  np^  =  0. 

L'ultima  equazione  aggiunta  si  ottiene  direttamente  considerando 
che,  per  essere  a  ,  p  ,  .  .  .  ,  X  radici  dell'equazione  (9),  si  ha  : 

a'*  -h  PiOL*"-^  +  Pid*"'^  -f  . . .  +  i?n  =  0 

r-^Pir-'-^p/r-'-^'-'+Pn^o 


X"  +  i?tX^^^  +  p^V'  +  . . .  +  /?n  =  0 
d'  onde  sommando  membro  a  membro  si  ha  appunto  : 

Sn  +  Pl^n^l  +  Pi^n-2  +  •  •  •  +  ^p,^  =  0. 

Mediante  le  formolo  (10),  dati  i  coefficienti  i>i  »  Pg  ,  •  •  •  ,  i?n  >  ^^ 
calcoleranno  successivamente  i  valori  delle  Sj ,  Sj ,  .  .  .  ,  S^  ;  cioè 
dalla  prima  si  caverà  il  valore  di  Sj  •,  sostituendo  poi  questo  va- 
lore nella  seconda  si  caverà  S,  ;  sostituendo  i  valori  trovati  per 
Sj  ed  Sg  nella  terza  si  caverà  Sg ,  e  cosi  di  seguito. 

Reciprocamente,  date  le  radici  a  ,  ^  ,  ^  »  •  •  •  >  X ,  si  conosceranno 
le  81  ,  Sg  ,  .  .  . ,  S,j,  e  allora  le  formolo  (10)  potranno  servire  a 
calcolare  successivamente  i  coefficienti  i?i  ?  P2  »  •  •  •  fPn'  Si  trovano 
cosi  le  espressioni  seguenti  : 


S,=p,'^2p, 

^i=Pi^-  ^Pi'P^-^^PiPz 
+  2p2^  ■■  ^Pé  7  ecc. 


Pi  =  -  Si 

2p^  -:  -  S,  +  S^^ 

Gpj  =  -  2S3  +  3SiS,  -  Si» 
24p^  =  -  6S4  +  8SsSi  -  6S,Si* 
+  3Sj«  +  Si*,  ecc. 


In  queste  formolo  vi  ò  da  notare  che  Tespressione  di  una  qua- 
lunque somma  S^^  si  compone  di  termini  per  ciascuno  dei  quali  la 
somma  degli  indici  di  tutti  i  fattori  p  è  costantemente  uguale  a  k 
o,  come  si  suol  dire  brevemente,  di  termini  che  sono  tutti  dipeso 


—  511  — 
cgaale  a  ^^  Cioè  si  ha  un'espressione  delia  forma  : 

(essendo  le  A  dei  coefficienti  numerici)  colla  condizione  : 

ai  -f  2a2  +  Sag  +  •  •  .  +  w^n  =  *^« 

Ciò  è  una  conseguenza,  evidentemente,  dal  fatto  che  in  ogni  sin- 
gola  formola  del  sistema  (10)  la  somma  degli  indici  delle  8  e  delle 
p  è  costante  ed  eguale  risp.  ad  1,  2^  3,.— 

Si  vede  pure  facilmente  che  il  numero  dei  fattori  Pi  )  Pg  ^  •  •  • 
che  entrano  in  ogni  termine  deirespressione  di  Sj^  è  sempre  uguale 
od  inferiore  a  k,  cosicché  Sj^  si  presenta  come  una  funzione  intera 
di  grado  k  nei  coefficienti  i?i  ji>2  >i^s  >  •  •  •  •  Concludiamo  dunque 
che  Sl^  si  esprime  con  una  funzione  razionale  intera  (a  coefflcienti 
numerici  interi) j  di  grado  k  e  di  peso  costante  k,  delle  variabili 

Pi  >  Pj  )  •  •  •  >  Pn* 

920.  Se  moltiplichiamo  V  eguaglianza  : 

a'*  +i?ia'»-i  +  .  .  .  +i?„.ia  +je>„  =  0,  (11) 

che  esprime  essere  a  una  radice  dell'equazione  (9),  per  la  potenza 
intera  e  positiva  a",  si  avrà  : 

onde,  sommando  membro  a  membro  questa  uguaglianza  colle  e- 
guaglianze  analoghe  che  si  potrebbero  scrivere  per  le  altre  radici 
f;  ,  7  ,  . .  .  ,  X,  si  trova  : 

Ponendo  ora  successivamente  ^•=  1,  2,  3,  .  . .  ,  si  ha  cosi  la  se- 
guente prosecuzione  delle  formole  (10)  : 


i  S„+,  +  i?xS,,+i  +  p,S,,  +  .  .  .  -h  i?„S,  =  0  (10') 


1 


921.  Moltiplicando  invece  la  (11)  per  le  potenze  a"^ ,  a""^ ,  .  .  . 
si  otterrebbero  similmente  delle  formole  che  combinate  alle  (10) 
darebbero  il  modo  di  calcolare  le  somme  di  potenze  simili  nega- 
tive S_|  ,  S.2  ,  •  •  -  •  Si  giunge  però  piti  presto  al  risultato  per  altra 
via  che  indicheremo  in  seguito  (cfr.  Capitolo  XIV,  §  4.o). 

EBercisi. 


1.  Costraìre  l'equazione  di  4<»  grado  che  ha  per  radici  i  numeri  1  +  », 
l-i\  2,  8. 

2.  Se  l'equazione  a  coefficienti  reali  a:"  ■}•  PiX^"^  -j-  p^x^'*  ^  —  +  p^^^ 
ha  tutte  le  sue  radici  reali,  dev'essere  pj*  >  2/?,.  Infatti  la  somma  dei  qua- 
drati delle  radici  sarà  evidentemente  un  numero  positivo. 
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8.  Se  a,  ,  Oj  ,  ...  ,  a,|  sono  lo  n  radici  di  un'equazione  binomia  3b*^'-A-=.0, 
dimostrare  che  : 

Sfc  =  a/  +  flfj*  +  .  .  .  -i-  «n*  =  0 

per  fc  <  n  e  che  S;^  =  nA  per  k  =  n.  Trovare  poi  il  valore  di  Sj^    per  qua- 
lunque valore  intero  e  positivo  di  k. 

4.  Applicando  al  sistema  dolle  prime  A;  equazioni  di  primo  grado  (10) 
dell'art.  919  fra  le  k  incognite  Sj  ,  S.^  ,  .  .  .  ,  S^  la  risoluzione  per  determi- 
nanti, mostrare  che  si  ottiene  : 


s.  =  - 


1 

Pi 

Pi 

Ps 

•  •  •  Pk-l 

0 

1 

Pi 

Pi 

•  •  •  Pk~-% 

0 

• 

0 

»           • 

1 

•           < 

Pi 

•  •  •  Pfc-S 

•  •      •      • 

0 

0 

0 

0 

.../>, 

Pi    ^Pt  3p3  4p^    ...  kpt^     i 

5.  Dimostrare  che  nelVespretaione  generale  di  Sj^  in  funzione  di  p,  f  p^  , 
Pg  ,  .  .  .  i  termini  di  grado  pari  hanno  lutti  un  coefficiente  numerico  positivo  e 
quelli  di  grado  dispa^f  un  coefficiente  numerico  negativo. 

Dimostrare  poi,  mediante  la  verifica  a  posteriori  col  metodo  di  induzione 
da  ik  a  Xe  H-  1|  che  V  espressione  effettiva  di  Sj^  in  funzione  di  -p^  ,  p^  ,  .  ,  .  ^p^ 
è  data  da 


s, 


=.-2 


(-l)"''^'''^"-^""K+g»+...+a,.-l 

L'i  L?S  L?8"-L°5n 


OLà      OLq      cu 
Pi      P2     P3     -Pn 


dove  la  sommatoria  va  estosa  a  tutti  i  valori  interi  e  politivi  delle  a^  che 
soddisfano  allo  condizioni  a,  -f  2a.^  -}-...  -f  naf^  =■  k. 

Questa  formola  notevolissima  è  stata  trovata  da   Waring  (*). 

G.  Dalla  regola  circa  i  sogni  enunciata  sopra  dedurre   che   per    1'  equa- 
zione : 

x'*  -  a^a'*"^  -  a^x"-^  -  ...  -  rt„  =  0 

in  cui  le  a  sono  numeri  reali  positivi,    le   sommo    8^,8^,83,...    hanno 
puro  valori  tutti  reali  e  positivi. 

§  5.^  —  Delle  funzioni  sinimetriehe  delle  radici 
di  un'  equazione  del  ^rado  n. 


922.  Teorema  ì,  —  Se  F(a  ,  ?  ,  7  ,  .  .  .  ,  À)  à  ima  funzione  razio- 
nale intera  delle  n  radici  delV equazione: 

x'^  -h  Pix'»-i  4-  P2x'*-2  +  .  .  .  ^.  p^^  =  0 , 
e  se  inoltre  essa  è  simmetrica  (art.  519)  risiìetto  alle   a  ,  ^  ,  ...  ,  X 


(*)  Meditationes  algelraical.  Eti.  Ili,  Cfr.  Serret:  Cours  d' Algebre  Supérieure. 
Paris  1887;  dove  è  riportata  una  dimostraziono  diretta  dovuta  a  Lagi-angt 
della  formola  di  Waring.  Una  dimostrazione  diretta  molto  semplice  si  de- 
duco partendo  da  una  formola  nota  del  calcolo  differenziale.  Vedi:  Gomrs 
Texeira:  Démonstration  d'une  formule  de  Waring,  Nouvelles  Amiafes  de  Afa- 
thématiquts;  Agosto  1880. 
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(considerate  come  variabili  arbitrarie)^  il  suo  valore  si  può  espri- 
mere come  una  funzione  intera  (a  coefficienti  numerici^  raziona- 
li  (*)  e  conosciuti)  delle  Pi  ?  P*  ,  •  •  .  ,  p,^  (e  dei  coefficienti  della  F). 
Invero,  nelTipolesi  fatta,  la  F  si  può  scindere  (art.  523)  in  una 
somma  di  somme  multiple  : 

moltiplicate  per  certi  coefficienti  composti  coi  coefficienti  di  F. 

Fatto  ciò,  ciascuna  delle  somme  multiple  si  esprimerà  (art.  525) 
come  una  funzione  intera  (a  coefficienti  numerici  interi)  dello 
somme  semplici  S^  ,  Sg  ,  83  .  .  .  . 

Finalmente  le  8^  ,  Sg  ,  S3  .  .  .  si  esprimeranno ,  alla  loro  volta , 
(art.  919)  come  funzioni  intere  (a  coefficienti  numerici  interi)  delle 

Pi   ì  P2  1  '  '  '  1  Pn* 

Dopo  ciò,  Tespressione  delle  F  si  troverà  evidentemente  ridotta 
alla  forma  voluta. 

923.  Esempio  l.o — Sia  l'equazione  generale  del  4°  grado: 

x^  +  p^x^  +  p^x^  +  Pz^  +  ;>4  =  0  (1) 

le  cui  radici  siano  a  ,  ^  ,  y  ^  6.  Proponiamoci  di  calcolare  la  fun- 
ziono delle  radici  : 

^^  =■  (a?  +  T^)(aT  +  f  5)(aS  +  f  t) 

che  a  primo  sguardo  si  riconosce  essere  simmetrica. 
Svolgendo  i  prodotti  si  trova  : 

+  ja^pY  +  a'^^S»  +  aY2'  -f  e^T^S^j  , 
sicché  si  può  scrivere  : 

Ora  si  ha  (art.  526,  formola  (3;): 

^2,2,2  =  ^%  "  3S2S4  +  285  , 

cosicché  potrà  calcolarsene  il  valore  colle  formolo  di  Newton  in 

funzione  di  jPi  ,  i>2  >  ^3  ?  Pi- 
Quanto  ad  Sj^i  1^1,  si  potrebbe  farne  il  calcolo  col  metodo  ge- 
nerale ;  ma  si  giùnge  invece  subito  al  risultato  osservando  che 

^831,1  =  a»?T6  +  S^ayS  +  ^^a^ò  -f-  S'aflY  =  ag76(a*  +  «;«  +  ^«  +  3») 
o      ♦  »  » 

Infatti,  si  è  già  visto  che  : 


(*)  Si  potrebbe  anche  diro  a  coefficienti  numerici  interi^   come   dimostre- 
remo nelle  Note  (Cfr.  la  Nota  11."»). 

Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi  ahjehrica^  3.*  ediz.  65 
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onde  : 

924.  Dair  esempio  ora  dato  già  appare  come  non  sempre  sia 
conveniente  di  ricorrere  al  metodo  generale  su  cui  si  è  fondala 
la  dimostrazione  del  teorema  dell'  art.  922.  Lo  stesso  calcolo  di 
^2,2,2  ^^  P^^  effettuare  più  speditamente  osservando  che  si  può 
scriVere  : 

=  (apY  +  a?5  +  a-^ò  +  Sy^)* 
-  2ApYS|a?  +  aY  +  aS  +  [^Y  +  ?5  +  T^!  1 
d'  onde  si  ha  immediatamente  : 

g  82,2,2  =  Ps^  -  2p4l>2- 

Si  conclude  dunque  che  : 

(ap  +  Y8)(aT  +  f  S)(aS  +  ^y)  =  P3'  +  i^i'l^i  -  ^P^Pi- 

925.  Esempio  2.o  —  Se  e  è  una  radice  cubica  complessa  dell'u- 
nità, Tespressione  : 

(a  +  £?  4-  £-Y)(a  +  ^T  +  £^?) 

è  simmetrica  rispetto  alle  a  ,  g  ,  y-  S*  ^r^V''^  infatti,  sviluppando  il 
prodotto  e  tenendo  presente  (art.  827)  le  relazioni  : 

£  +  £---1      ,      £*--£, 

che 

(a  +  e?  +  e Y(a  +  ^T  +  e'P)  =  a^  +  ?*  4-  Y^  -  («?  +  f  T  "^  T^) 

---  (a  +  3  +  Y^^  -  3(ap  +  f^Y  +  T»)- 

926.  Esempio  3.o  —  Anche  la  funzione  : 

(a  +  ?  -  Y  -  8)(a  +  T  -  P  -  2)(a  +  3  -  p  -  y)  (2) 

è  simmetrica  rispetto  alle  a  ,  g  ,  y  ,  S ,  benché  ciò  non  appaia  a 
prima  vista.  Invero  si  riconosce  subito  che,  scambiando  fra  di 
loro  due  lettere,  uno  dei  tre  fattori  resta  inalterato,  nel  mentre 
che  gli  altri  due  si  permutano  fra  di  loro  cambiando  al  tempo 
stesso  di  segno. 

I  64  termini  a  cui  darebbe  luogo  lo  sviluppo  completo  di  (2) 
si  compongono  evidentemente  : 

1.0  Dei  4  termini  a^ ,  ^^ ,  y'^  »  ^^  7  ^^  ^^^  somma   espressa   nei 
coefficienti  di  (1)  ò  data  (art.  919)  da 

a^  +  ^3  +  y'  +  S»  -  Sa  =  -Pi'^  ^PiP2  -  3i>3. 


—  515  — 

2.0  Di  36  termini  del  tipo  =ta^3;  cioè  di  12  termini  del  tipo 
H-  a-g  e  di  24  del  tipo  —  a^^.  Infatti  si  vede  subito  che  il  termine 
-f  a^^  si  presenta  una  volta  nello  sviluppo  e  il  termine  ~a^^  due 
volte.  Stante  la  simmetria  già.  accertata  del  prodotto  (2)  possiamo 
dunque  ritenere  a  priori  che  ognuno  dei  12  termini  di  questo 
stesso  tipo  si  presenterà  del  pari  una  volta  col  segno  -H  e  due 
volte  col  segno  — .  La  somma  di  questi  36  termini  è  dunque  (cfr. 
art.  525 1: 

-  ^ì,i  =  -  SgS,  +  Sg  =2?i2^2  —  32?3. 

3.0  Di  24  termini  del  tipo  ±  aj^f.  Anche  qui  si  accerta  prima 
immediatamente  che  nello  sviluppo  si  presenta  4  volte  il  termine 
-f-  a^Y  e  due  volto  il  termine  -  aSy.  Si  deve  quindi  ritenere  a 
priori  che  accadrà  lo  stesso  per  gli  altri  tre  termini  simili  ap5 , 
a^o  ,  f  Y^.  La  somma  di  questi  24  termini  sarà  dunque  : 

2(a?Y  +  a?S  +  ayS  ^  pyo)  ^  -  2p^. 
Si  ha  dunque  per  la  funzione  (2)  V  espressione  : 

-i^i'  +  4i>i;7,-8i73.  (2) 

927.  Teorema  IL  —  ^6  a  ,  p  ,  y  ,  .  .  .  ,  X  sono  le  n  radici  delVe- 
quazione  : 

x*»  -f  p,x^»-i  +  p3x"-2  +  .  .  .  +  p^  =  0  (3) 

e  0  0  ,  Y  ,  .  .  .  ,  X)  una  funzione  intera  e  simmetrica  delle  n  —  1 
radici  ^  ,  y  ,  .  .  ,  ,  l,  essa  si  potrà  sempre  esprimere  come  una  fun- 
zione intera  deW altra  radice  ol  e  delle  Pi  ,  Pg  ,  .  .  .  ,  Pn« 

Lifatti,  dividendo  il  primo  membro  dell'  equazione  precedente 
per  a;— a,  si  vede,  per  la  regola  di  Ruffini,  che  p  ,  y  ,  .  .  .  ,  X  sono 
le  radici  delTequazione  di  grado  n  —  i: 

x'"^  -f  (a  +  p,)x**"2  4,  (a»  +  p^oi  4- p^)x'''^  +  .  .  .  =  0.  (4) 

Ma,  per  il  teorema  I  (art.  922),  essendo  0(P  ,  if  ,  .  .  .  ,  X)  una 
funzione  simmetrica  delle  radici  di  quest'equazione,  essa  si  potrà 
esprimere  nel  solito  modo  per  mezzo  dei  suoi  coefficienti  : 

cioè  appunto ,  in  ultima  analisi ,  in  funzione  intera  di  a  e  delle 
riìPiJ'-'jPn'i  e.  d.  d. 

928.  Il  teorema  ora  dimostrato  ci  fornisce  un  nuovo  metodo  per 
il  calcolo  di  una  funzione  intera  e  sinitnetrica  F(a  ,  ?  ,  Y  ?  •  •  •  >  ^) 
delle  radici  della  (3). 

Considerando  infatti,  per  un  momento,  la  F  come  funzione  sim- 
metrica delle  sole  g  ,  y  ?  •  •  •  ,  X,  la  si  potrà  esprimere,  per  quanto 
si  ò  visto,  sotto  la  forma  : 

F(a  ,?,...,  X)  =  Poa»^  +  P^a»^--!  +  .  .  .  +  P^,  (5) 

essendo  le  P  delle  funzioni  intere  delle  Pi  ,  P2  y  *  *  -  7  Pn-  ^  scam- 
biando in  questa  eguaa-lianza  (che  si  può  anche  considerare  come 
una  identità  rispetto  alle  a  ,  p  ,  .  .  .  ,  X,  che  sono  contenute  simme- 
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tricamcntc  nelle  P)  la  a  successivamente  con  ?  ,  Y  >  •  •  •    si   avrà 
parimenti  : 

F(a  ,  p  ,  .  .  .  ,  X)  =  Po:^»^  +  Pi^»^-^  +  .  .  .  +  P^  (6) 


Dalle  (5)  e  (6)  sommate  membro  a  membro  si  ha  ora  : 

F(a  ,  p  ,  . .  .  ,  X)  =  PoSy,  -f  PjSj,.,  +  .  .  .  -f  P^.iSi  4-  nP^  , 
ecc.  ecc. 

929.  Sì  può  anche  evitare  V  introduzione  delle  Sj  ,  S^ ,  .  .  .  ,  S^^ 
osservando  che,  per  essére  a  radice  della  (3),  si  ha  : 

a-  =  -  (  p,a--i  +  i7,a"-«  +  .  .  .  +  ^  J  (7) 

e  che,  mediante  V  uso  ripetuto  di  questa  formola,  il  grado  di  a 
nell'espressione  (5)  si  potrà,  occorrendo,  abbassare  successivamente 
di  un'  unità  fino  a  ridurlo  inferiore  ad  n.  Fatto  ciò  si  avrà,  in 
luogo  della  (5)  : 

F(a  ,  p  ,  .  .  . ,  X)  =  Cèoa*»-^  -f  Q^a'*"*  +  . .  .  +  Q.  ,  (5)' 

essendo  anche  le  Q  funzioni  intere  delle  Pi  ,  p^  y  »  >  -  ,  Pn' 

Senonchè  ora  le  funzioni  Qo  ^  Qi  >  •  •  •  »  Q«-i  dovranno  riuscire 
identicamente  nulle;  poiché  in  caso  contrario  l'equazione  di  grado 
n  —  1  in  z  : 

Qo^'*^'  +  Q,25""'  +  .  .  .  +  Qn-i^  +  [Qn  -  F(a  ,  ?  ,  .  .  .  ,  X)]  =  0 

ammetterebbe  le  n  radici  z  =  a,^,...,X;  cioè  più  radici  del  suo 
grado,  il  che  è  assurdo. 

Resterà  dunque  semplicemente  : 

F(a  ,  p  ,  .  .  .  ,  X)  -  Q, 

con  che  la  F  si  troverà  già  espressa  colle  ;>i  ,  .  .  .  ,  p^. 

930.  Esempio  4.o  —  Come  applicazione  del  metodo  cui  si  è  ora 
accennato,  calcoleremo  nuovamente  la  funzione  simmetrica  (2), 
che  designeremo  per  brevità  con  F,  delle  radici  della  (1). 

Poiché  a  +  ^-\-^i-d  =  —p^,  si  può  anche  scrivere  : 

cosicché,  se  noli'  identità  : 

x^ì{aL-{'Pi)x^-{-{a^i'PiaLi-p2)x\-a^^Pi7,^-^2Ì2^'\-p^-{X'^ì(x-^){x-ò} 

si  sostituisca  —  a--~pi  in  luogo  di  a?,  viene: 

r.-8|(-a-e..)%(«..,)(-«-'f)'- 
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Poiché  il  secondo  membro  è  già  di  grado  inferiore  a  4,  esso  si 
deve  ridurre  (art.  928)  al  suo  termine  indipendente  da  a,  dimo- 
doché, facendo  a  =  0,  si  ha  subito  : 

931.  Teorema  III.  —  Se  f(a)  è  una  funzione  razionale  di  una 
radice  a  delV equazione  : 

x'*  +  PiX^-i  -f  Pgx'*-^  +  .  .  .  +  Pn  =  0  ,  (a) 

essa  si  può  sempre  ridurre  alla  forma  intera  : 

f(a)  =  Roa'*"'  +  Ria'*"'  +  .  .  •  +  Rn-i^  +  ^n  (^) 

essendo  le  Rq  ,  .  .  . ,  K„  funzioni  razionali  delle  Pi  , .  .  •  ,  p^. 
Sia  infatti  : 

^^  '     <j;(a) 

la  funzione  f(a)  ridotta  alla  forma  di  quoto  di  due  funzioni  intere 
cp(a)  e  <Ka).  Dette  ^  ,  y  ,  .  .  .  ,  X  le  altre  ?i  -  1  radici  deirequazio- 
ne  (a),  si  può  anche  scrivere  : 

dove  ora  il  denominatore^  essendo  simmetrico  rispetto  a  tutte  le 
radici  a  ,  f  ,  .  .  .  ,  X,  ò  esprimibile  (art.  922;  in  funzione  intera 
delle  Pi  y  Pi  ,  •  »  '  ì  Pn*  Quanto  al  numeratore,  esso  si  potrà  espri- 
mere in  funzione  intera  di  a  e  delle  />!?••.,/>,»;  poiché  il  pro- 
dotto ^(g)  «J'Ct)  —  ^'(X),  che  é  simmetrico  rispetto  alle  P  ;  If ,  ...  j  X, 
si  può  appunto  (  art.  927  )  esprimere  in  tal  modo.  Ove  il  grado 
delia  funzione  intera  di  a  così  ottenuta  riesca  superiore  ad  ?i-l, 
lo  si  abbasserà  successivamente  fino  al  grado  n—l,  mediante  la 
relazione  (7),  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  all'art.  929,  dopo 
diche  /(a)  si  troverà  evidentemente  ridotta  alla  forma  voluta  (6) 

932.  Corollario.  —  Ogni  funzione  razionale  di  k  delle  n  radici 
dell'  equazione  (a)  si  può  anche  esprimere  come  funzione  intera 
delle  stesse  k  radici. 

Infatti ,  dopoché  la  funzione  proposta  si  sarà  resa ,  col  proce- 
dimento indicato,  intera  rispetto  ad  una  variabile  a,  la  si  renderà 
poi  anche  intera,  applicando  di  nuovo  lo  stesso  procedimento,  an- 
che rispetto  ad  un'altra  variabile  £,  e  cosi  via. 

933.  Teorema  IV.  —  Se  ^^  ,  ^^  j  '  *  '  i  ^h  ^^^^^  ^  delle  n  radici  del- 
l' equazione  : 

X"  +  pix'*-^  +  poX'*-2  -1-  .  .  .  +  p,^  =  0  (8) 

e  ^:?i  ^  ?2  >  •  •  •  >  ?*)  ^  '*^*^  funzione  intera  e  simmetrica  delle  ^j  , 
p2  »  •  •  •  ?  P*  »  ^^•''^  **  potrà  sempre  esprimere  in  funzione  intera 
simmetrica  delle  n  -  k  rimanenti  radici  (e  delle  Pi  ?  P2  ;  •  •  •  ;  ?,»)• 
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Questo  teorema  si  dimostra  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per 
il  teorema  II,  che  ne  è  un  caso  particolare.  Siano  infatti  a^a^  , .., 
a^_],j  le  rimanenti  radici.  Dividendo  il  primo  membro  della  (8)  per 
x-tti,  poi  i)  risultato  per  se— «o  >  ^  ^^^ì  di  seguito  fino  a  dividere 
per  a;-a„_;{,  si  otterrà  un'equazione  del  grado /e,  i  cui  coefticienii 
saranno  funzioni  intere  (ed  evidentemente  simmetriche)  delle  a, , 
^2  >  •  •  •  ?  ^n-k"  Q^cst'  equazione  avrà  appunto  per  radici  le  f^  , 
P2  >  •  •  •  ?  Pft  ^  *<Pi  ?  p2  >  •  •  •  ^  ?*)  si  esprimerà  (art.  922)  in  funzione 
intera  dei  suoi  coefficienti.  Quindi,  ecc. 


Vote  ed  Esercià. 


1.  Dolio  tre  radici  a,  p,  y  dell'equazione  x^  +  jyx*  -f-  ^rx  -j-  r  =  0.  calcolare 
le  funzioni  simmetriche  : 

1  1  1  T  B  '^ 


a+p     a+T     P+T  '  «+?     a+T      ?+t" 

2.  Delle  radici  a,  p,  y,  8  delTequazione  x^■{'p^x^-\-p^x^•\■p^x^\'p^z:^(),  calco- 
laro  le  funzioni  simmetriche: 

(aP-75XaY-?S)(a6-p7) 
a  S  Y  S 


p  +  7+0      a-fy-f-S      a  +  fJ  +  ò      a+g  +  v* 

8.  Essendo   e  = \-i (cfr.  art.  827),  esprimere    in  funzione  in- 

2         2-  '  1+5 

torà  di  e  con  coefficienti  razionali. 

4.  So  a,  ,  04  ,  ...  ,  a.,t  sono  le  radici  di  f(X)  =  0,  si  ha  : 


5.  Kiesce  spesso  assai  utile  di  stabilire,  fra  gl'infiniti  termini  che  pos- 
sono far  parte  di  una  funzione  intera  di  n  variabili  a;,  ,  a-j  ,  .  .  ,  a:^  ,  un 
ordino  ben  determinato  di  successione,  come  si  fa  per  le  funzioni  intere 
di  una  sola  variabile.  Per  quest'ultime  la  cosa  ò  assai  semplice,  bastando 
definire  come  termine  di  rango  (x"*®  quel  termine  che  contiene  Tunica  va- 
riabile elevata  alla  potenza  (jl.  Nel  caso  di  piti  variabili  conviene  innanzi 
tutto  fissare,  una  volta  per  sempre,  l'ordine  di  precedenza  fra  le  variabili; 
cioè  distinguere  le  variabili  in  prima  variabile  (che  sarà  per  noi  la  jPj)  , 
seconda  variabile  (che  sarà  per  noi  la  a?,)  e  cosi  di  seguito. 

Ciò  premesso,  dati  due  termiììi  qualisi vogliano  : 

per  decidere  quale  fra  casi  sia  da  ritenersi  di  rango  superiore  a  quello  del- 
Valtro,  si  distingueranno  due  casi: 

a)  se  sia  a^  -f  a^  -f  ...  -f  a„  i^  [i^  -f  jì^  +  •••  +  Pm  ?  **  ^'*'^  ^^^  ^  ^*  rango 
più  elevato  il  primo  fermine,  ovvero  il  secondo,  secondochè  abbia  luogo  il  segno 
>    ovvero   il  segno   <. 

b)  se  a^  -h  a^  -f  .  .  ^-  ol,,—  ^^  4  Ji^  +  •••  +  j3,4  »  ^  9Ìa  [5,-  il  primo  dei  numeri 
?i  »  ?2  >  •  •  •  ^^^   **^'*  coincide  col  corrispondente  olì  ,  si  dirà  che  il  primo   ter- 
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mine  è  di  rango  più  alto  o  più  basso  del  secondo,  secondochè  sia  a,-  >  P/ ,  ov- 
vero a,-  <  p,-. 

G.  Dopo  ciò  è  chiaro  cho  gl'infiniti  termini,  che  si  possono  formare  colle 
n  variabili  Xi  ^  .  .  .  ^  x^^  ordinati  in  modo  che  i  loro  ranghi  vadano  sempre 
crescendo,  si  verranno  a  rappresentare  con  nna  successione  semplicemente 
infinita  : 

■^0  J  ^1  7  ^2  ?  '  •  • 

designando  der  brevità  con  Xj  quel  termine  che  occupa  il  posto  t,  che  si 
chiamerà  il  termine  di  rango  i. 

Una  funziono  intera  qualunque  delle  x^  ,  .  .  .  ,  rrn  ,  ordinata  secondo  i 
ranghi  decrescenti  dei  suoi  termini,  sarà  della  forma  : 

F  =  a^Xfc  -f-  «iXfc_i  +  .  . .  +  «fc.iXj  -\-  a^Xo 

essendo  le  a  dei  coefficienti  costanti  ;  e  il  numero  A:,  rango  del  suo  primo 
termine,  si  dirà  al  tempo  stesso  essere  il  rango  di  F. 

7.  Esempio— Per  il  caso  di  tre  variabili  a:,  y,  2,  assumendo  come  prima 
variabile  la  x,  come  seconda  la  ^  e  come  terza  la  2,  si  ha  evidentemente: 

Xo  =xV2«-l  ,  X,=z  ,  X,=y  ,  X,=x, 

K^=z^  ,  Xr^=yz  ,  X^.=1/  ,  X^-xz  ,  X^^xy  ,  X^^x^  , 

Xio^23  ,  Xii=z^^  ,  Xi^=zy^  ,  Xi3=^5  ,  X^^zzz^x  y... 

8.  LMmportanza  della  definizione  da  noi  data  del  rango  dei  termini  e 
delle  funzioni  intoro  appare  dalle  seguenti  proprietà,  delle  quali  lasciamo 
al   lettore  la  facile  dimostrazione  : 

a)  se  X/,  ,  Xft  ,  Xf  sono  tre  termini  qualisivogliano,  il  rango  del  ter- 
mine Xf^Xf  sarà  maggiore,  uguale  o  minore  del  rango  del  termine  X^^X^, 
secondochè  sia  h  maggiore,  uguale  o  minore  di  k. 

b)  il  rango  del  prodotto  di  duo  funzioni  intere  ò  uguale  al  rango  del 
prodotto  dei  loro  primi  termini. 

9.  Ciò  premesso  :  se  Xj^x.j'^Xg^x^P  .  .  ,  è  il  termine  di  rango  più  elevato    in 

una  certa  funzione  simmetrica  delle  x^  ,  x^  ,  Xj,  ,  x^  .  ...  ,  sarà  necessariamente 

^5p->v5p5  •  •  •  •   . 

Ammettiamo  infatti  p.  es.  cho  fosse,  se  ò  possibile,  v  <  p.  Poichò  la  fun- 
zione di^  cui  si  tratta  è  simmetrica,  essa  dovrebbe  contenere  anche  il  ter- 
mine ic/xjl^XgPaj^^  .  .  .  ,  il  quale  sarebbe  evidentemente  di  rango    più    alto 

di  quello  del  termino  x^''x^^x^^x^^  •  •  •  »  contro  il  supposto. 

10.  Waring  ha  dato,  per  il  calcolo  di  una  funzione  simmetrica  F  delle  n 
variabili  «i  ,  Xj,  ,  .  .  .  ,  a:„  radici  delP  equazione  : 

x''  -f  p^X*'"^  -\-  p^x''-^  -[-...+  ;?H-1  ^+Pn  =  0  » 

un  procedimento,  che  si  fonda  sostanzialmente  sulla  proprietà  testò  dimo- 
strata. 

Se  Ax^x^^^x^x^^  .  .  .  Xn-i^^n  ^  i^  primo  termino  della  funzione  simme- 
trica F,  il  prodotto  : 

±  Apr'^pz-'pr^ . .  •  Pn-i'-'i'i 

=  A(Xi  +  CC2  +  »..)^''^X^X2  +  X^Xq  +  ..O^^-^CiCiXjCCg  +  ..O^""^  .•• 

considerato  come  funzione  intera  dolio  a?,  ,  a?,  ,  .  .  .  ,  a?,^  avrà  per  termine 
di  rango  più  elevato  il  prodotto  dei  primi  termini  dei  suoi  fattori,  cioè 
precisamente  lo  stesso  primo  termino  di  F.  La  differenza  fra  F  o  questo 
prodotto  sarà  dunque  una  funzione  di  rango  inferiore  al  rango  di  F  ;  onde 


—  520  — 
si  potrà  porre  : 

F  =  ±  Ap.^-^p/-''  .  .  .  p„_,=-^/>«  +  F, 

dove  F|  è  ancora  una  funzione  simmetrica  delle  ^i  >  •  •  •  i  «m  «  ma  di  ran^o 
inferiore  al  ran^o  di  F. 

Si  applicherà  ora  ad  F|  lo  stesso  procedimento  e  cosi  di  sef^uito,  finché 
si  giunga  ad  una  funzione  simmetrica  di  rango  nullo,  cioè  ad  una  sem- 
plice costante. 

11.  11  procedimento  di  Warìng  ha  il  vantaggio  di  mettere  in  evidenza 
che:  86  i  coefficienti  della  funzione  simmetrica  intera  F(Z|  ,  x,  ,  •  .  .  ,  z»)  «mio 
numeri  interi,  anche  i  coefficienti  della  funzione  intera  equivalente  9(P| ,  Pg  ,...,  p,^ 
saranno  del  pari  interi. 

§  6.0  —  Discriminante  di  un'  eqaasione. 
Risoluzione  generale  delle  equazioni  di  2.o  g^rado. 

93d.  Si  chiama  discriminante  deir  equazione  generale  : 

una  certa  funzione  razionale  intera  dei  suoi  coefficienti,  che  indi- 
cheremo con  A^  che  uguagliata  a  zero  esprime  la  condizione  ne- 
cessaria e  sufficiente,  cui  debbono  soddisfare  i  coefficienti  p,  ,/?2  ?—iP«? 
affinchè  Tequazione  (1)  abbia  almeno  una  radice  multipla,  cioò  al- 
meno due  radici  uguali. 

935.  Per  trovare  in  generale  la  funzione  A  che  soddisfa  alle 
proprietà  volute,  indichiamo  per  un  momento  con  «i ,  «^  ,  a^  ,..,  a„ 
le  n  radici  {incognite)  dell'  equazione  (1)  e  consideriamo  il  pro- 
dotto : 

A  =  (a.  -  ot,)2(73  -  a^y- ...  (a,,  -  ai)-(^3  -  a.)'  -  (««  -  «2)^  - 

71(71  —  1) 
dei  quadrati  delle  — ^^ differenze  delle   n   radici   combinate 

due  a  due.  Questa  funzione  delle  radici,  che  possiamo  anche  de- 
signare più  brevemente  cosi  : 


A  =  n  (a;  -  a,Y  =  r  n  (a;  -  «JV ,  (2) 

j 


è  evidentemente  una  funzione  simmetrica  delle  «j  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a„ , 
poiché,  scambiando  fra  loro  queste  radici,  il  prodotto  lT(aj  —  a») 
potrebbe  al  più  cambiare  di  segno,  onde  il  suo  quadrato  resterà 
inalterato.  Per  il  teorema  dell'art.  922  si  avrà  dunque  : 

^  ^  f{Pi  7  Pi  >  •  •  •  ;  Ph) 

indicando  con  f  una  funzione  intera  a  coefficienti  numerici  cono- 
sciati. 

936.  Ciò  premesso,  è  facile  ora  di  riconoscere  che  la  funzione 
intera  A  cosi  definita,  dei  coefflcienti  Pi  ,  P2  >  •  •  •  >  P»  dell'equazio- 
ne (1),  8i  annulla  tutte  le  volte  che  V  equazione  (l)  abbia  almeno 
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due  radici  eguali  e  soltanto  in  questo  caso;  cosicché  questa  fun- 
zione A  si  può  ritenere  come  il  discriminante  dell'equazione  (1). 
infatti  dair  espressione  (2)  di  1  riesce  manifesto  che,  se  una 
certa  radice,  p.  es.  aj ,  coincide  con  una  certa  altra  radice,  p.  es. 
a,. ,  si  avrà  aj  -  a,-  =  0  e  quindi  A  =  0.  Reciprocamente  ,  se  sia 
A  =  0,  si  avrà  : 

n(n  ""  1  ) 
onde  almeno  uno  degli   -—r —  fattori  di  cui  si  compone  il  prìmo 

membro  dovrà  essere  nullo.  Sarà  dunque  p.  es.  O;— a^  =  0,  onde 
aj  =  a,  \  cioè  l'equazione  avrà  almeno  queste  due  radici  uguali.  Si 
vede  dunque  che  A  =  0  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  V  equazione  abbia  radici  eguali. 

937.  Per  giungere  aircspressione  effettiva  di  A  in  funzione  dei 
coefficienti  Pi  ,  P2  7  •  *  '  y  Pn  >  notiamo  che  si  può  anche  scrivere 
(art.  481)  : 

1  1  1         ...  1  ^ 


^1,"><''-"']'" 


a< 


.  .  .  a 


n 


a. 


2 


.  .  .  Gt 


n 


»♦-! 


a, 


n-i         „  «-1  „   n— 1 


cosicché,  sviluppando  il  quadrato  del  determinante  secondo  la  re- 
gola del  prodotto  per  orizzontali  (art.  465),  si  ha  : 


A  = 


dove  : 


Cji      Cjg  .  .  .  c,y^ 


'    ^nl      ^n2  •  •  '  ^nn 


designandosi  al  solito  con  S^  la  somma  delle   potenze   pi*"*  delle 
radici  dell'equazione  (l). 

Si  ottiene  cosi  per  A  la  seguente  forma  : 


A  = 


So      Sj       Sg       ...  S^_i 
Si       S2      S3       ...  S,j 


og      03      S^      .  •  •  s 


n+1 


I    ^/»-l    ^n        ^«+1  •  '  •  ^2^-2 


(3) 


che  si  potrà  poi  esprimere  coi  coefficienti  Pi  ,  P2  >  •  •  •  ?  /^n  »  sosti- 
tuendo in  luogo  delle  somme  semplici  S„  le  loro  espressioni  date 
dalle  formolo  di  Newton. 


Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  8.*  ediz. 


6G 
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938.  Esempio  1.<>  —  Per  T equazione  di  2o  grado: 


(4) 


dove  cioè: 


b 


si  ha: 


&  = 


2    8, 

iS,  S 


2 


,    P,  =  -, 


-Pi    l_ 


ò*  -  4ac 


-Pi     Pi^-^Pi  • 


=  Pi*-4p,=  --—      (5) 


cosicché:  affinchè  l'equazione  ax*  +  bx  +  e  =  0  a&òta  /e  due  radici 
ugualiy  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  b*  -  4ac  =  0. 

939.  Dette  a  e  p  le  due  radici  dell'equazione  aa^  +  te  +  e  =  0, 
si  ha  dunque  per  la  (2)  : 


a' 


d'  onde  : 


a-p  = 


Vò*  —  4ac 


a 


Sommando  membro  a  membro  (o  sottraendo)  quest'uguaglianza 
con  quella  che  dà  (art.  916)  la  somma  delle  due  radici  deirequa- 
zione  : 

b 


a 


si  ottengono  subito  le  formolo  : 


a  = 


—  &  +  \fb^  —  4ac 
2a 


—  &  —  \'ò^  -  4ac 
^  2a 


che  risolvono  nel   modo   più   generale   V  equazione  del   secondo 
grado. 

940.  Esempio  2.o  —  Per  V  equazione  del  terzo  grado  : 
aox^  +  ajac*  +  a^x  +  a^  =  «©(cc^  4-  PiX^  +  P2^  +  P9)  =  0 


si  ha  : 


A  = 


3  S,  Sg 
Sj  Sg  S3 
Sg    S3     S4 


3        -   p^ 
2^2       —  3;?3 


Pi'  -  2;>g 

Pi  Pi  -  3P3 


come  si  trova  subito  aggiungendo  ad  ogni  orizzontale  (a  comin- 
ciare dalla  terza)  la  precedente  moltiplicata  per  p^  e  Tantiprece- 
dente  moltiplicata  per  p^ ,  e  tenendo  presenti  le  formolo  di  New- 
ton. Sviluppando  viene  : 

^  =/^iW  -  W  -  ^Pi^Ps  +  ^^PiP2Pz  -  27;?3*. 
Prendendo  per  V  equazione  la  prima  forma  più  generale ,   si   ha 
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dunque  come  condizione  per  l'esistenza  di  una  radice  doppia: 

941.  Se  le  radici  delV equazione  f(x)  =  0  del  grado  n,  il  cui  di- 
scriminante sia  Ij  hanno  i  loro  moduli  inferiori  al  numero  posi- 
tivo h,  il  modulo  della  differenza  fra  due  qualunque  di  esse  radici 
è  maggiore  di: 

y/modl 

n(n-l)      ' 
(2L)      «     "' 

Infatti,  poiché  il  numero  A  è  espresso,  in  funzione  delle  radici 
«1  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„  di  f{x)  =  0,  mediante  la  formola  : 

A  =  n(a,.-a,)«, 

si  ha  evidentemente  : 

modi  =  n  [mod(a,-  -  «<)]«.  (6) 

Ma,  per  supposto  : 

mod(ay  -  a,.)  ^  moda^  +  moda^  <  2L; 

n(n  —  1) 
quindi,  se  in  luogo  di  ciascuno  degli fattori  del  prodot- 

to  (6),  ad  eccezione  di  un  solo,  sostituiamo  la  quantità  maggiore 

(2L)*,  che  verrà  così  ripetuta  come  fattore  1-^— 5 l|    volte, 

deduciamo  : 

n(n— 1) 

modA<[mod(flr^-a<)]«.[(2L)*]    «    "* 
d'  onde  appunto  : 


,,  v^     VmodA  ,_, 

inod(a; -  a,)  >       ^^^^^.  (7) 


(2L) 


a 


942.  Corollario.  —  Se  A  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti 
dell'  equazione: 

x**  -f  ajx'*"^  +  .  .  .  +  a^^iX  +  a^  =  0 , 

si  lìtti  ^^^^0  1  il  valore  del  discriminante^  per  due  radici  qualun- 
que Oi  ed  Oy  : 

-1/            N             »Jmodùk 
mod(aj  -  a,)  > ^ ^^ .  (8) 

[2(1  +  A)]    2   "' 

A  questa  formola  si  riduco  infatti  la  formola  (7)  quando  si  prende 
per  L  il  limite  superiore  dei  moduli  delle  radici  determinati  se- 
condo r  art.  915. 
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943.  Se  una  funzione  razionale  delle  n  variàbili  a  ,  ^  ,  .  .  .  ,  X 
radici  deW  equazione: 

x**  +  Pix'»-i  +  .  .  .  +  p^.,x  +  p^  =  0 

non  può  prendere f  per  tutte  le  2^^^ f mutazioni  fra  le  variabiliy  che 
due  soli  valori  distinti ,  essa  si  può  sempre  esprimere  sotto  la 
forma  : 

?l(Pl  7  P2  »  •  •  •  >  Pn)  +  V^-?2(Pl  »  P2  7  •  •  •  7  Pn) 

essendo  A  il  discriminante  delV equazione  e  yi  >  ?2  funzioni  razio- 
nali dei  suoi  coefficienti. 

Può  infatti,  per  quanto  già  sappiamo  (art.  539),  la  funzione  in 
parola  rappresentarsi  con 

^i(a  ,?,...,  X)  +VA.^2(a  ,?,...,  X)  (9) 

dove  4^1  e  i^^  sono  funzioni  razionali  simmetriche  delle  a,  P, ...,  X  ; 
le  quali  potranno,  per  conseguenza,  surrogarsi  con  delle  funzioni 
razionali  dei  coefficienti  i?i  ,  i^2  »  •  •  •  ?  Pn' 
È  importante  di  notare  che  i  due  valori  ammessi  dalla  funzione 

risultano  dall'unica  espressione  (9)  dando  a  >/A  i  due  significati 
di  cui  è  suscettibile. 


Vote  ed  Esercisi. 

1.  Por  r  equazione  del  4®  grado  : 

ce*  4-  4to3  -f  Gc5c-  +-  Mx  +  e  =  0  • 

8Ì  trova  il  discriminante  (cfr.  Gap.  XIV,  §  6",  Note)  : 

1  =  16i(e  -  4.hd  +  3cV  -  27(ce  +  2hcd  -  d-  -  eò^  -  c^f\. 

2.  Bioonoscere  che  V  equazione  : 

x^  -  3a;2  -f  4  --=  0 

ha  due  radici  eguali. 

3.  Si  dimostri  che  il  discriminante  dell'equazione  f{x)  =  0  si  può  espri- 
mere mediante  il  prodotto  /'(a) /'(pi  •  •  'f'0<)ì  essendo  a  ,  p  ,  .  .  .  ,  X  le  ra- 
dici di  f{x)  —  0\  ovvero  anche  mediante  il  prodotto  /(«jj/CP,)  .  .  ./Cs,), 
essendo  a,  ,  (ì,  ,  .  .  .  ,  p,  le  radici  di  f\x)  —  0. 

4.  Come  si  può  utilizzare  quest'ultima  proprietà  per  il  calcolo  del  di- 
scriminante dell'equazione  trinomia  x^  -f  qx^  -|-  r  =  0  ? 

5.  Il  secondo  membro  dell'eguaglianza  (7)  si  può  assumere  evidenteraonte 
per  quel  numero  positivo  8  (di  cui  si  ò  parlato  all'  art.  7H0)  più  piccolo 
della  differenza  delle  due  radici  reali,  di  f{x)  =0,  che  più  sono  vicine  fra 
loro.  In  particolare  si  potrà  prendere  per  8  il  secondo  membro  della  (8», 
essendo  ora  modA  il  valore  assoluto  del  discriminante  (che  sarà  un  nu- 
mero reale)  ed  A  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefficienti,  suppc^sti 
reali,  dell'equazione. 

Se  poi  l'equazione  abbia  i  coefficienti  razionali  e  sia  stata  ridotta,  come 
è  sempre  possibile  (cfr.  Gap.  XIV,  §  8")  ad  avere  tutti  i  coefficienti  interi 
ed  il  primo  coefficiente  uguale  all'unità,  si  potrà  anche  prendere  in  luogo 
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del  2*'  membro  della  (7;,  più  somplicomente  : 

1 


0  = 


(2L) 


n<n-l)_^ 


2 


poiché  il  discriminante  A  sarà  pure  un  numero  intero  e  avrà  quindi  un 
valore  eguale  o  superiore  ad  1  (escludendosi  il  caso  di  A  =  0,  cioè  il  caso 
di  radici  multiple). 

In  questo  modo  si  semplificherà  notevolmente  il  calcolo  di  8  ;  si  otterrà 
però  per  8  un  limite  in  generale  molto  più  piccolo  e  quindi  meno  van- 
taggioso per  lo  scopo  che  si  aveva  in  mira  ail^art.  760. 

Per  avere  un  valore  di  8  ancora  più  conveniente  di  quello  dato  dal  se- 
condo membro  della  (8)  (cfr.  il  Gap.  XIV,  §  7»,  Note). 

6.  Sylvester  ha  dato  le  espressioni  effettive  delle  n  funzioni  di  Sturm, 
(cfr.art.  742)  relative  alTequHziono  generale /(a?)  =  0 ,  del  grado  n,  sotto 
forma  di  funzioni  simmetriche  dello  sue  radici  a  ,  ^  ,  y  «  .  .  .  ,  X.  Supposto, 
per  semplicità,  che  il  coefficiente  di  ct^  in  f{x)  sia  preso  eguale  alPunità 
e  indicando  per  brevità  con  À(a  ,  6  ,  .  .  .  ,  Xe)  il  prodotto  dei  quadrati  delle 
differenze  dello  quantità  a ,  6  .  .  .  .  ,  ^'  combinate  due  a  due,  cosicché  p.  es.: 

A(a  ,  P)  =  (a  -  ?)«  ,   A(a,p,-r)  =  (a-p)«(a-Y)*(?-T)*,-.-, 

si  hanno  per  le  n  funzioni  di  Sturm  f{9)  ,  fi{x)  ,  fjir)  ,  .  . .  ,  /«(«)  le  for- 
mole  seguenti  : 

f  (se)  =  (a;  -  a)(ic  -  P)(x  -  i){x  -  S)  ...  (a;  -  X) 

f,{x)  =  Y^{x  -  ?)(a;  -  T)(ac  -  g)  ...  (a;  -  X) 
a 


/n(aj)=  7-A(a  ,  g  ,  Y  ,  .  .  .  ,  X)  , 


(2) 


dove  : 


\  ='Pi\  ^  Pi  =  ^ 

essendo  (8) 


'^     Vi  Ri 
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Omettiamo,  porche  alquanto  lunga,  la  dimostrazione  di  queste  formole, 
che  può  leggersi  nel  Serret  —  Cours  d* Algebre  Supérieure  {Seetion  II,  Ckap,  IV). 

L^  ultima  costante  pn  =  A(a  ,  ^  ,  Y  >  *  *  *  *  ^)  ^^^  ^  altro  rhe  il  discrimi- 
nante (art.  QUO)  deir  equazione  /{x)  =  0. 

Fatta  astrazione  dai  coefficienti  -r-  ì   T~  *  *  *  '  ^^^   sono   tutti    positivi , 

Aj  Aj 

perchè  quadrati  di  quantità  reali,  i  coefficienti  delle  più  alte  potenze  di  x 
nelle  / ,  /i  ,  /j  •  •  .  coincidono,  come  si  vede  dalle  (2),  con  : 


^  1  Pi  ì  Pi  ì  •  •  '  )  Pn' 


(4) 


Affinchè  Vequazione  f(Z)  =  0  abbia  tutte  le  radici  reali  e  dietinie,  è  dunque 
neceeeario  e  eufficiente  (art.  746)  che  le  costanti  (4)  siano  tutte  positive  e  di- 
verse da  zero. 

5.  In  modo  affatto  simile  a  quello  tenuto  alPart.  937  per  il  calcolo  del 
discriminante,  tutte  le  costanti  : 


P2 


=2: 


a,p 


1      1 


a    ^ 


Ps 


Yi  i  1   I 

^'   --     ?    T 


2 


a 

1  a*  g«  «v* 

si  potranno  esprimere  con  le  somme  semplici  : 

S,.  =  a*  +  f  '  +  Y'  4-  . .  .  -f  X* 

applicando  la  regola  del  prodotto  di  due  matrici    analoga    a    quella    pel 
prodotto  di  due  determinanti. 
Si  troverà  cosi  che  : 


P2  = 


So   Sj 
Si   Sg 


P3  = 


So  Sj  S^ 
Sj  Sg  S3 
Sg  S3  S4 


2^4  = 


So  Si  Sg  S3 

Sj  Sg  83  S4 

Sg  S3  S^  S5 

S3  84  S5  Sg 


>  •• 


§  7.0  —  Decomposizione  delie  funzioni  intere  a  coefficienti 
reali  in  fattori,  a  coefficienti  reaii,  di  primo  e  di  secondo 
grado. 


944.  Sia: 


f(x)  =  aox*"  4-  a^x*'~^  +  a^sc""^  +...+«„ 


(1) 


una  funzione  intera  qualsivoglia  a  coefficienti  reali. 
Prendendo  per  x  un  valore  complesso  a  f  bi  si  avrà  : 

\f{a  +  bi)  =  ao(rt  +  bif'  +  ai(a  +  bi)*'"^  +  .  .  .  +  «^ 


(2) 


che  è  in  generale  un  numero  complesso.  Per  avere  il  numero  com- 
plesso coniugato  basterà  cambiare  dappertutto  t  in  —  t. 

Poiché  ora,  per  supposto^  i  coefficienti  «o  »  «1  >  •  •  •  1  ct„  sono 
reali,  è  chiaro  che  la  i  si  trova  solamente  nelle  potenze  fa+òi)**, 
(a  4- 6/)'*"^, ....  Quindi  il  numero  complesso  conjugato  di  f{a+bi) 
altro  non  è  che  : 


ao(a  —  biV*^  -f  ai  (a  —  W)**  *  +  .  .  .  4-  «^  , 
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cioè  f{a  —  hi)  ;  cioò  :  se  f(x)  è  wna  funzione  intera  a  coefficienti 
reali j  e  si  sostituiscono  per  x  due  numeri  complessi  conjugati  a+bi 
ed  a— bi,  i  due  risultati  che  si  ottengono  f(a*-bi)  ed  f(a— bi)  sono 
del  pari  due  numeri  complessi  conjugati. 

Ciò  non  è  più  vero  se  la  f(x)  abbia  dei  coefficienti  complessi, 
poiché  in  tal  caso  per  passare  dal  secondo  membro  della  (2)  al 
suo  valore  conjugato  converrebbe  altresì  porre  in  luogo  di  a©  ,  a^... 
i  loro  valori  conjugati,  onde  il  risuliato  non  sarebbe  più  in  gene- 
rale uguale  ad  f(a  -  bi). 

945.  Ciò  premesso,  se  x  =  a  +  a't  è  una  radice  imaginaria  del- 
l' equazione  a  coefficienti  reali  : 

sì  avrà: 

A'a  +  olH)  =  0. 

Ma,  essendo  nullo  il  numero  f{a  4-  a'i),  dovrà  essere  nullo,  come 
sappiamo,  anche  il  suo  conjugato,  che  ha  lo  stesso  modulo  ;  e, 
poiché  questo  è  appunto  per  Tart.  prec.  uguale  ad  f(a  —  a'i),  cosi 
è  chiaro  che  dovrà  essere  anche  : 

f{0L  -  a'O  =  0. 

Vediamo  dunque  che  se  un'equazione  a  coefficienti  reali  ammette 
una  radice  imaginariaj  essa  ammette  anche  un'altra  radice  ima- 
ginaria ad  essa  coniugata. 

946.  Dividendo  il  primo  membro  f\x)  dell'equazione  per  il  pro- 
dotto delle  dae  funzioni  lineari  : 

[a  -  (a  +  a'i)][aj  -  (a  -  o!i)] 

« 

corrispondenti  a  queste  radici,  cioè  per  la  funzione  : 

aj*  —  [(a  +  olH)  +  (a—  a'i;]x  +  (a  +  a'i)(a  -  a'ì) , 
ossia  per 

se*  —  2a.x  +  (a*  -f  a'*) 

che  è  una  funzione  di  2o  grado  a  coefficienti  reali,  si  otterrà  iden- 
ticamente : 

f{x)  =  [x-  -  2aa;  +  (a*  +  a'2)]./'i(aj) 

dove  f^(x)  è  una  funzione  di  gi'ado  9i— 2,  i  cui  coefficienti  saranno 
parimenti  reali,  poiché  f^{ai)  si  ottiene  appunto  come  quoziente  di 
due  funzioni  a  coefficienti  reali. 

Se  ora  Tequazione  /'i(x)=0  abbia  una  radice  imaginaria  f4p'i, 
essa  avrà  anche,  per  l'art,  prec,  la  radice  ?i  — f't,  onde  si  potrà 
similmente  scrivere  identicamente  : 

A(x)  =  [x^-2iiX-f  rf2+^'2J.^^(^) 

dove  f^ix)  sarà  una  funzione  intera  di  x  del  grado  n— 4  a  coeffi- 
cienti tutti  reali.  Cosi  procedendo  si  potranno  separare  da  f{x) 
tanti  fattori  di  2°  grado  in  x  corrispondenti  ad  altrettanto  coppie 
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di  radici  conjagate  dell'equazione  ^cc)  =  0,  finché  si  siano  esaurite 
tutte  le  radici  imaginarie.  Ecstando  allora  le  sole  radici  reali,  che 
indicheremo  con  Oj  ,  Og ,  .  .  .  ,  0^^ ,  si  avrà  poi  in  ultima  analisi  la 
identità  : 

Concludiamo  dunque  che  ogni  funzione  intera  di  x  a  coefficienti 
reali  si  può  sempre  decomporre  in  un  prodotto  di  funzioni  intere j 
di  primo  o  secondo  grado  in  x,  a  coefficienti  reali, 

947.  Questa  decomposizione  di  f(x)  in  funzioni  a  coefficienti  reali, 
irreducibili,  di  primo  o  di  secondo  grado  si  può  soltanto  effettuare 
in  un  unico  modo. 

Ciò  si  renderà  facilmente  manifesto  ove  si  rifletta  che  due  fun- 
zioni a  coefficienti  reali,  di  secondo  grado,  irreducibili  hanno  le  loro 
radici  imaginarie  e  che,  se  due  siffatte  funzioni  abbiano  una  ra- 
dice in  comune,  avranno  in  comune  anche  Timaginaria  conjugatA, 
epperò  coincideranno  fra  loro. 

948.  Da  quanto  si  è  visto  all'art.  945  segue  evidentemente  che 
il  numero  delle  radici  imaginarie  di  un'  equazione  a  coefficienti 
reali  è  sempre  pari. 

Per  conseguenza  se  il  grado  di  un'equazione  a  coefficienti  reali 
è  dispari,  oltre  alle  radici  imaginarie,  il  cui  numero  è  pari,  resterà 
un  numero  dispari  di  radici  reali,  e  quindi  almeno  una  radice 
reale.  Ritroviamo  così  per  altra  via  il  teorema  da  noi  già  dimo- 
strato (art.  718)  che  im'equazione  di  grado  dispari  a  coefficienti 
reali  ha  sempre  almeno  una  radice  reale, 

949.  Come  applicazione  importante  di  quanto  si  è  stabilito  al- 
l'art. 945  dimostreremo  ancora  che:  il  discriminante  di  un'  equa- 
zione a  coefficienti  reali  {priva  di  radici  multiple)  è  positivo  o  ne- 
gativo a  seconda  che  è  pari  o  dispari  il  numero  delle  coppie  di 
radici  imaginarie  conj agate  dell'equazione. 

Invero  i  quadrati  (a  --  6)'-  delle  differenze  di  due  radici  qualun- 
que a  e  6,  dei  quali  il  discriminante  A  è  il  prodotto,  si  possono 
distinguere  in  quattro  gruppi  a  seconda  che  si  verifichi  1'  uno  o 
r  altro  dei  seguenti  quattro  casi  : 

lo)  a  e  ò  sono  entrambi  reali  ; 

2o)  a  è  reale  e  b  imaginaria  ; 

3»^)  a  e  6  sono  imaginarie,  ma  non  conjugate. 

4o)  a  e  6  sono  imaginarie  conjugate. 
Ora  nel  primo  caso  il  quadrato  (a  -  by  è  evidentemente  reale 
e  positivo.  Nel  secondo  caso  ad  ogni  quadrato  (a  —  b)^  corrisponde 
un  quadrato  (a  -  b'Y  in  cui  b'  è  il  conjugato  di  b,  cosicché  il  loro 
prodotto  sarà  del  pari  reale  e  positivo.  Nel  terzo  caso  ad  ogni 
quadrato  (a  —  ò)'^  corrisponde  un  altro  quadrato  {a'  —  b')^  in  cui  a' 
ò  il  conjugato  di  a  e  ò'  è  il  conjugato  di  6,  e  il  prodotto  dei  due 
quadrati  sarà  quindi  ancora  reale  e  positivo. 

Si  vede  dunque  che  il  segno  di  A  coincide  col  segno  del  pro- 
dotto dei  quadrati  del  4»  tipo.  Ma  per  ciascuno  di  questi  a  — 6  è 
un  imaginario  puro,  cosicché  {a  —  bf  é   un   numero   negativo.  Il 
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segno  di  A  è  dunque  positivo  o  negativo  secondocbè  è  pari  o  di- 
spari il  numero  dei  quadrati  del  4o  tipo,  cioè  appunto  il  numero 
delle  coppie  di  radici  imaginarie  conjugate;  e.  d.  d. 

Esercisi. 


1.  Notare  che  se  un^equazìone  a  coefficienti  reali  ha  nna  radice  imagi- 
naria  multipla  di  ordine  p.,  anche  la  radice  imaginaria  conjugata  sarà 
multipla  dello  stesso  ordine  (x. 

2.  Dimostrare  che,  se  a.  ,  oc,  ,  . .  .  ,  a^  sono  tutte  le  radici  eguali  o  di- 
stinte comuni  a  due  equazioni  a  coefficienti  reali,  il  prodotto  (x— ai)(a?— a,)... 
(x—ai)  è  sempre  una  funzione  intera  di  d?  a  coefficienti  tutti  reali. 

8.  Dimostrare  che  un^equazione  a  coefficienti  reali  di  grado  dispari  ha 
sempre  almeno  una  radice  reale  semplice  ovvero  multipla  di  ordine  di- 
spari. 

4.  Decomponendo  la  funzione  1  +  o;^  in  fattori  irreducibili  a  coefficienti 
reali  si  trova  : 

1+  2C*  =  (x»  +  V2x  +  l)(x«  -  V2a:  +  1). 

5.  Decomporre  in    fattori    irreducibili   a   coefficienti   reali   le   fonsioni 


§  8.0  —  Espressioni  radicali.  —  Ellminazloiie  del  radicali 

dalle  eqaaslonl  algebriche. 


950.  Si  chiameranno  espressioni  radico-razionali  o,  più  breve- 
mente, radicali  quelle  espressioni  che  si  ottengono  operando  sopra 
certe  quantità,  che  si  considerano  come  già  date^  con  le  quattro 
operazioni  fondamentali  e  con  Testrazione  di  radice  ad  indice  in- 
tero e  positivo. 

Fra  queste  le  più  semplici  sono  quelle  nelle  quali  T  estrazione 
di  radice  viene  eseguita  una  sola  volta.  Il  tipo  più  generale  di 
quest'  ultime  espressioni  è  evidentemente  il  seguente  : 

6o( V A )   +  6i( Va)       +  .  . .  +  &*«i (va)  H"  b^ 

dove  le  A  ,  a^  ,  a^  ,  .  .  .  ,  Z»o  ,  òj  ,  .  .  .  s'intendono  dedotte  dalle  quan- 
tità già  date  mediante  le  sole  prime  quattro  operazioni  fondamen- 


m 


tali,  e  ù il  simbolo  radicale  VA  ,  che  sarebbe  per  sé  stesso 

suscettibile  di  m  interpretazioni  diverse  (art.  823),  deve  essere  in- 
terpretato nello  stesso  modo,  ossia  deve  rappresentare  lo  stesso 
valore  numerico,  in  ogni  parte  dell'  espressione.  E  importante  di 
notare  che,  pur  contenendo  la  espressione  (1)  piiL  volte  il  segno 
di  radicale,  ciò  nondimeno  deve  dirsi,  nel  senso  ora  spiegato,  che 
essa  contiene  una  sola  volta  V operazione  di  estrazione  di  radice 
o,  meglio,  che  essa  contiene  un  solo  radicale. 

Capelli.  —  Utituxioni  di  analisi  algebrica^  8.*  edis.  67 
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Nella  espressione  (1)  i  nnmeri  h  e  k  sì  soppongon-j  naniraJinente 
interi  e  poMivij  essendo  ciò  evidentemente  sempre  lecito.  Perciò 
r  espressione  stessa  si  presenta  come  il  quoto  di  dae  espressioni 
radicali  che  si  possono  chiamare  inUre  rispetto  alFanico  radicale 
che  contengono. 

951.  Senza  mutare  il  valore  ed  il  significato  preciso  deWespres- 
sione  (1),  si  può  sempre  trasformarla  in  un'altra  espressione  con- 
simile, che  sia  però  intera  rispetto  al  radicale  \'A  ..  e  di  grado 
non  superiore  ad  ra  —  1. 

È  questa  una  conseguenza  del  teorema  dimostrato  al  §  5^  (arti- 
colo 931),  anzi  si  può  dire  che  è  quello  stesso  teorema  enunciato 
per  il  caso  in  cui  l'equazione  fondamentale  sia  semplicemente  l'e- 
quazione binomia: 

a:"*  -  A  =  0.  (2) 

Siano  infatti  T  ,  Tj  ,  T^  ,  .  . .  ,  T^.^  le  m  radici  di  questa  equa- 
zione, indicando  con  T  quel  valore  di  VA  che  si  vuol  conside- 
rare nella  espressione  (1).  Poiché  : 

x'*  —  A  =  a~  —  T~  =  (x  -  TX»**"^  +  Tx"*"^  +  . . .  +  T"*-*), 
le  T,  ,  Tg  ,  .  . .  ,  T^.i  sono  nel  nostro  caso  le  radici  dell'equazione: 

Se  dunque  poniamo  per  brevità: 

^{x)  ^  Òq5c*  +  b^x^'^  +  .  .  .  +  bf^_iX  +  bn  , 

il  valore,  che  designeremo  con  X,  deirespressione  (1),  si  può  rap- 
presentare come  segue  : 

(?(T)  ^  cp(T)  ^(T,)  ^(T,)  .  .  .  4^(T^,0 
4/(T)      d;(T)  4;(T,)  ^(T,)  .  .  .  4;  T,.0 

dove  il  prodotto  4'(T,)  ^(T^)  .  .  .  ^{T^^^),  essendo  una  funzione  sim- 
metrica intera  delle  radici  di  (3),  si  esprimerà  (art.  922)  con  una 
funzione  razionale  intera  di  T  e  dei  coefficienti  &(, ,  6^  ,  .  .  .  ,  6» , 
nel  mentre  che  il  denominatore,  che  è  una  funzione  simmetrica 
intera  di  tutte  le  radici  della  (2),  si  esprimerà  con  una  funzione 
intera  di  A  e  delle  6^  ,  6^  ,  .  .  . ,  6;^.  La  nuova  espressione  di  X 
riuscirà  dunque  evidentemente  intera  rispetto  a  T.  Il  suo  grado 
si  potrà  poi  sempre  abbassare  ad  m—I,  poiché  dalle  (2)  si  ha: 

T"^  =  A  ,  T"*+i  =  AT  ,  T'^"*-^  =  AT»  , ^5) 

952.  11  metodo  generale  esposto  al  §  5^  per  il  calcolo  delle  fun- 
zioni simmetriche  delle  radici  di  un'  equazione  subisce  nel  caso 
attuale  delle  notevoli  semplificazioni.  Posto  infatti  : 

Sx  =  T^  +  Ti^  -f  To^  -f  .  .  .  -f.  T\^i ,  (6) 
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le  formolo  di  Newton  (art.  919)  applicate  aireqnazionc  (2)  ci  danno 
evidentemente  : 

Sj  =  0  ,  Sj  =  0  ,  .  .  .  ,  S^_j  ~  ^  >  S„i  =  7>iA. 
Dalla  (2)  si  ha  poi  : 

e  quindi  : 

I  i 

cioè  : 

SmfX  =  ASx 

d'onde  emerge  chiaramente  che  S^^  è  uguale  a  zero  tutte  le  volte 
che  [i.  non  sia  un  multiplo  di  m\  e  se  ^=^  mm',  si  ha  S»  =  mA"*'. 
Corrispondentemente  a  ciò  si  avrà  per  le  somme  multiple  Sp^^ , 
Sp,g,r  »  •  •  •  >  neiripotesi  che  gli  indici  p  ,  ^  ,  r  ,  .  .  .  siano  tutti  in- 
feriori ad  m  (cfr.  art.  525  e  526)  : 


(7) 


ecc. 


953.  Supponiamo  p.  es.  w  =  3  ;  cosicché  potremo  prendere   X 
sotto  la  forma  : 

poiché  se  i  gradi  di  Ti ,  A;  fossero  superiori  a  2 ,   si  ridurrebbero 
facilmente  al  valore  2  mediante  le  (5). 

Per  il  denominatore  della  nuova  espressione  di  X  si  trova  con 
breve  riflessione  : 

4;(T)4;(Ti)4;(T,)  =  VlTT,Tg]«  -h  boh\[T^T,^  +  ...] 

+  bo%[TT,  +  ...]TT,T,  +  bob^T^T^  +  ...] 

-f  &i  V[T  +  ...]  -f-  V- 
Ma  si  ha  immediatamente  dalla  forma  della  (2)  : 

T+Tj+Tg-O  ,  TTiH-TT2+TiT2=0  ,  TiT,T3=A  ,  Sjj=0. 
Quindi  : 

^{T)ò(T,)^{T,)=bo'A'-hlbo%S, ,  ,+Mi&,S, ,  i+ò/A-f  V  , 
cioè  per  le  (7)  : 

^j;(T)(!/(Tl^^(T,)=VA«-J6o«6,S4-òo6^6,S3+6l8A•fV 

=:VA*-3Wi&2A+6^3A+62». 
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8i  ha  poi: 

*(Ti)*(T,)=&onTiTJ^+M,[Ti+T,]T,T,+òo6,[T,»+T,T 

H-&i*TiT,H-6,6,+[Ti+T,]+V . 

onde,  essendo  T^  ,  T,  le  radici  di 

ic*  +  Ta;  4-  T*  =  0  , 
si  ha  subito  : 

*(Ti)*(T,)=&o*T*-òo6iT»-òo6,T»+6i«T«-6i&,T+6,« 
=:6o*AT-6o&iA-6o&2T*+2>i*T»-6iò,T+6g*. 
La  nuova  espressione  di  X  è  dunque  : 

Posto  per  brevità  : 

h^  —  Mj  =  Co  ,  2»o*A  —  6i6j  =  Cj  ,  62*  —  ^0^1  A  =  Cj 

e  riducendo  ulteriormente  il  numeratore,  mediante  la  relazione 
T^  =  A,  fino  ad  abbassarne  il  grado  al  disotto  di  3,  si  trova  fi- 
nalmente : 

I  i 

_  [coqg•fc^a^+CgqoJA^^f[coao+c^a2-^Cga^]A^-^Cgag-f(coa^4•c^qo)A 

òo^A^-Sòo^^^gA+^i'A-j-òg^ 

954.  Supponiamo  ora  che  Tespressione  radico-razìonale  X  con- 
tenga un  numero  qualunque,  X,  di  radicali  distinti,  0  che  si  vo- 
gliano considerare  come  tali.  Cioè  si  potranno  considerare  come 
distinti  due  radicali  aventi  egual  valore,  quando  si  presentino  sotto 
forme  differenti  che  non  siano  manifestamente  equivalenti.  Come 
anche  si  potrebbero  considerare  come  distinti  due  radicali  perfet- 
tamente identici  nella  loro  espressione  algoritmica,  ma  per  1  quali 

sia  convenuta  una  diversa  interpretazione  del   loro  valore.   Cosi, 

3 

ad  esempio,  il  radicale  \/A,  in  cui  A  è  un  numero  reale,  potrebbe 
avere  in  una  parte  deirospressione  il  significato  di  un  numero  reale  / 
(radice  cubica  aritmetica  di  A)  ed  in  un'altra  parte  il  significato  di: 

(  —  —  4- 1-5- )^-  In  tal  caso  lo  stesso  algoritmo  VA  ci  darà  due 
radicali  distinti,  a  meno  che  non  si  preferisca  di  lasciare  in  quella 

3_ 

prima  parte  dell'  espressione    VA  e  di  sostituire  nella  seconda  in 

^—  /      1         V3\     ^—  ^- 

luogo  di  Va  il  prodotto:  (—---  + e—).  VA.    In    tal  modo     VA 

rappresenterà  dappertutto  un  unico  radicale  ;  si  sarà  però  intro- 
dotto il  nuovo  radicale  V3,  quando  quest'ultimo  non  esistesse  già 
in  qualche  parte  deirospressione. 

Ciò  premesso,  è  importante  distinguere  i  diversi  radicali  che  si 


—  533  — 

presentano  nella  stessa  espressione  X  in  radicali  interiori  e  ra- 
dicali esteriori  (o  esterni).  Si  chiameranno  interiori  quelli  che,  o 
dappertutto,  o  anche  soltanto  in  qualche  parte  deirespressione  si 
trovino  sottoposti  ad  altro  segno  radicale,  esteriori  i  rimanenti. 
Cosi  ad  esempio,  nelFespressione  : 


'6+ Va 


\/b+\la  +  yJb  (9) 


contenente  i  due  radicali  distinti  vb  e  Va+V6  soltanto  il  se- 
condo si  dirà  esteriore.  Soltanto  nel  caso  in  cui  y/b  avesse  diffe- 
rente significato  nella  prima  e  nella  seconda  parte  della  formola 
(o  nel  caso  in  cui  potesse  giovare  per   semplice   convenzione  di 

considerare  lo  stesso  simbolo  V^  come  rappresentante  due  radicali 
distinti,  benché  il  significato  dovesse  esserne  il  medesimo)  il  ra- 
dicale \/b  rappresenterà  nelle  due  parti  della  formola  due  radicali 
diversi,  dei  quali  il  primo  sarà  esteriore  ed  il  secondo  interiore. 
Cioè  in  tale  supposto  (che  non  si  verifica  però  nei  casi  ordinari) 
l'espressione  (9)  conterrebbe  tre  radicali  distinti  dei  quali  due  e- 
sterni  ed  uno  interno. 

955.  Qualunque  sia  il  numero  X  dei  radicali  contenuti  in  X,   è' 

manifesto  che  almeno  uno  di  essi  sarà  esteriore.  Sia  T^^A  uno 
qualunque  di  tali  radicali  esteriori.  È  evidente  che  la  X  sarà  sem- 
plicemente razionale  rispetto  a  T,  cioè  si  potrà  sempre  porre  sotto 
la  stessa  forma  (1)  considerata  in  principio,  dove  ora  però  la  A 
e  le  aQ  f  a^  ,  .  .  . ,  ho  ,  h^  ,  .  .  .  sono  espressioni  radicali  che,  nel  loro 
insieme,  possono  contenere  ancora  X  —  1  radicali  distinti,  i  X  —  1 
radicali  che  restano  dei  radicali  contenuti  in  X ,  quando  se  ne 
escluda.il  radicale  T.  Operando  sulla  (1)  precisamente  nel  modo 
indicato  all'art.  951,  si  giungerà  dunque  a  dare  ad  X  la  seguente 
espressione  : 

^   ^/A;       +A2WA)       +...+A^  (10) 

dove  le  A  ,  Aj  ,  Ag ,  .  . . ,  A,„_j  sono  espressioni  radicali  contenenti 
soltanto  X— 1  radicali,  cioè  gli  stessi  altri  X-1  radicali  Ti ,  Tg ,...,  T^^.^ 
contenuti  in  X. 

Anche  qui  è  manifesto  che  almeno  uno  dei  radicali  Tj ,  Tg ,...,  T^^^ 
sarà  simultaneamente   esteriore   in    tutte    le    espressioni   A  ,  A^  , 

n 

Aj , ... ,  A^_i  che  lo  contengono.  Sia  questo  p.  es.  Tj  =  \/B.  Ragio- 
nando su  ciascuna  delle  espressioni  A  ,  Aj  ,  .  .  .  (che  contenga  ef- 
fettivamente Tj)  rispetto  a  T,  come  si  è  ragionato  su  X  rispetto 
a  T,  si  otterranno  dello  espressioni  della  forma  : 

s/b)       +Bg\VB/       +...  +  B^ 

(11) 

n-l  ,  n      \n-2 


Ai  =  b\(\/b)     h-b'Xvb) 


4-  .  .  .  +  B'„ 


{ 
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in  cui  tutte  le  B  ,  B' ,  .  .  .  sono  espressioni  radico-razionali  che 
contengono  soltanto  i  X  —  2  radicali  Tj  ,  T,  ,  .  .  .  ,  Tj^^. 

Si  osserverà  ora  che  fra  questi  ultimi  radicali  ne  eaisterà  al- 
meno uno,  p.  es.  Tj ,  che  sarà  esteriore  simultaneamente  in  tutte 
quelle  B  ,  B' ,  .  .  .  che  lo  contengono  ;  onde  si  potrà  procedere 
come  sopra  ad  esprimere  ciascuna  B  ,  B' , .  . .  in  modo  intero  ri- 
spetto a  Tjj,  e  cosi  via. 

Seguitando  in  questo  modo  è  chiaro  che  mediante  le  relazioni 
(10),  (11)  e  le  successive  analoghe  si  perverrà  a  dare  ali*  espres- 
sione radica-razionale  X  una  forma  tale  che  nessuno  dei  X  radi- 
cali in  essa  contenuti  si  trovi  mai  sottoposto  ad  alcun  segno  di 
divisione,  o,  come  diremo  brevemente,  una  forma  intera  rispetto 
a  tutti  i  radicali  {radicale  intera). 

95G.  Vediamo  ora  come  da  ogni  equazione  della  forma:  X=0, 
in  cui  X  è  un'espressione  radicale  qualunque,  si  possano  sempre 

m 

eliminare  tutti  i  segni  radicali.  Detto,  come  all'art,  prec,  T=\/A 
uno  qualunque  dei  radicali  esteriori  contenuti  in  X,  si  potrà  pri- 
mieramente porre  1'  equazione  sotto  la  forma  : 


(m v»»-i  ^m \W»-2 


+  ...  f  A«  =  ?(T)=0  (12) 


essendo  9  una  funzione  intera  del  grado  m  -  1,  di  T,  i  cui  coef- 
ficienti sono  delle  espressioni  radicali  contenenti  soltanto  gli  altri 
X  —  1  radicali  T,  ,  T,  ,  .  .  .  ,  T^^.,  che  entravano  in  X. 

Se  ora  T  ,  T' ,  T"  ,  .  .  .  ,  T^'^'^t  sono  tutte  le  m  radici  della  equa- 
zione a:"*  —  A  =  0,  cioò  tutte  le  diverse  possibili  interpretazioni  di 

m 

Va,  si  potrà  alTequazione  (12)  sostituire  la  seguente: 

9(T)9(T')5(T")  .  .  .  ?(Tt"'-^>)  =  0.  (13) 

Ma  il  primo  membro  di  quest^equazione,  essendo  intero  e  sim- 
metrico rispetto  alle  radici  della  equazione  ce***  —  A  =  0,  si  espri- 
merà evidentemente  come  una  funzione  intera  di  A  e  dei  coeffi- 
cienti di  9,  cioè  delle  A^  ,  Ag  ,  .  .  .  ,  A^.  U  equazione  (12)  verrà 
così  sostituita  con  un'  equazione  : 

X'  =  0 

in  cui  X'  6  un'espressione  radicale  contenente  soltanto  gli  altri 
X  —  1  radicali  Tj  ,  Tg  ,  .  .  .  ,  T)_j ,  e  si  procederà  allo  stesso  modo 
finché  siano  eliminati  tutti  i  radicali. 

957.  Se  al  momento  di  dover  eliminare  un  certo  radicale  este- 

m 

riore  T=\/À  dairequazionc  9vT)  =  0  già  ridotta  intera  rispetto  a 
T,  accada  che  quest'equazione  abbia  la  forma  hinomin  : 

(m       \ 'i  ^  m       V  * 

__,  n/a^  -AjWa)  =0, 

Teliminazione  del  radicale  si  farà  immediatamente  portando  il  se- 
condo termine  dell'  equazione  al    secondo    membro    ed   elevando 
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quindi  i  due  membri  alla  potenza  m.  Riportando  poi  tatto  al  primo 
membro  si  otterrà  cosi  V  equazione  : 

da  cui  è  sparito  il  radicale  T. 

Ove  i  radicali  da  eliminarsi  siano  tutti  quadratici,  è  chiaro  che 
l'equazione  (12)  e  tutte  le  analoghe  consecutive  si  presenteranno 
appunto  sotto  la  forma  binomia. 

958.  L'eliminazione  del  radicale  dair  equazione  (12)^  o  da  una 
qualunque  delle  equazioni  analoghe  che  si  incontreranno  nello 
svolgimento  del  calcolo,  si  può  anche  fare,  senza  alcun  calcolo  di 
funzioni  simmetriche,  col  procedimento  più  semplice,  e  di  indolo 
parimenti  generale,  che  qui  esponiamo. 

Supposto,  per  fissare  le  idee,  in  =  3,  sia  : 


AiT2  +  AjT  +  A3  =  0 


(a) 


3 


Tequazione  da  cui  deve  eliminarsi  il  radicale  T=Va.  Moltipli- 
cando quest'equazione  prima  per  T  e  poi  per  T* ,  se  ne  deducono 
le  altre  due  : 

AjT»  +  A jT»  -f  A;,T  -  0    ,     A,  T*  +  A^T»  +  AjT»  =  0 

le  quali,  per  essere  T^  =  A,  possono  anche  scriversi  : 

AjA  -f  A,T*  +  A3T  =  0    ,     AjAT  +  AgA  +  AjT»  =  0. 

Queste  due  equazioni,  unitamente  alla  (a),  ci  danno  il  sistema: 

AjT»  +  AjT  +  A3  =  0 

A^T»  +  AjT  +  A^A  =  0 

A3T*  +  Al  AT  +  AgA  =  0 

lineare  ed  omogeneo  rispetto  alle  tre  quantità  T^ ,  T  ,  T^  ,  delle 
quali  r ultima  è  certamente  diversa  da  zero.  Dev'essere  dunque 
(art.  432)  : 


!  Al 
A 


8 


-^3 

A,A 


A3 

AjA 

A,A 


=  0 


(?) 


che  è  appunto  1'  equazione  cercata. 
959.  Esempio.  —  AH'  equazione  : 


\/ 


3^         3_ 


portando  il  secondo  termine  nel  secondo  membro  ed  elevando  al 
quadrato,  si  sostituirà  dapprima  (art.  957)  1'  equazione  : 


\\lb)  -v/6-a  =  0. 
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Eliminando  poi  il  radicale  "Jb  col  procedimento  dell'art,  prec.  si 
troverà  (essendo  qm  :  A^  =  1,  Ag  =  —  1,  A3  =  -  a,  A  =  6)  : 


1        -1         -a 
-1         —a  b 

—  a  b        —  b 


=0, 


cioè  sviluppando  : 


960.  Posto: 


8 


a»  +  3a6  -  b«  +  ò  =  0. 


A,T*  +  A,T  +  A3  =  (?(T) 


dove  T=\/A,  ripetendo  lo   stesso    calcolo   eseguito    nella  prima 
parte  dell'  art.  953,  si  sarebbe  trovato  : 


9(T)<f(T')?(T")  =  - 


A, 

A, 

A, 

A, 

As 

A,A 

A3 

AjA 

A,A 

(t) 


d'onde  appare  che  il  risultato  ottenuto  col  procedimento  dell'  ar- 
ticolo 958  è  precisamente,  come  del  resto  è  naturale,  quello  stesso 
cui  si  sarebbe  giunti  col  calcolo  delle  funzioni  simmetriche  di  T, 
T' ,  T". 

Non  ci  tratterremo  qui  a  dimostrare  come  la  formola  (y)  si  e- 
stenda  al  caso  di  un  radicale  di  indice  qualunque,  poiché  avremo 
in  seguito  occasione  (cfr.  Gap.  XIV,  §  7o)  d'incontrare  la  formola 
in  questione  come  caso  particolare  di  un'altra  ancor  più  generale, 

961.  Sia: 

X  =  ^(a  ,  &  ,  e  ,  .  .  .  ,  e)  (14) 

un'  espressione  ottenuta  operando  sopra  i  numeri  a  ,  6  ,  e  ,  .  .  .  ,  e 
colle  quattro  operazioni  fondamentali  e  coli'  estrazione  di  radice 
ad  indice  intero.  Potremo  considerare  V  equazione  : 

X  =  ac  —  9(a  ,  6  ,  e  ,  .  .  .  ,  e)  =  0 

ed  eliminare  successivamente,  col  metodo  precedentemente  espo- 
sto, tutti  i  radicali  contenuti  in  X,  cioè  tutti  i  radicali  contenuti 
in  9.  Otterremo  in  tal  modo  evidentemente  un  risultato  finale  della 
forma  : 

^(x  ^a,6,c,...,e)  =  0 

dove  0  ò  simbolo  di  funzione  razionale  intera. 

Il  legame  fra  x  e  le  a  ,  6  ,  e  , ...  ,  e,  espresso  dalla  relazione  (14) 
contenente  dei  radicali,  può  dunque  sempre  sostituirsi  con  una 
semplice  equazione  algebrica  razionale  intera  fra  le  a: ,  a  ,  ò  ,  e  ,...,  e\ 
cioè  la  (14)  definisce  sempre  x  come  una  funzione  algebrica  delle 
a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  ,  e.  Resta  così  dimostrato  quanto  si  era  asserito  nella 
Introduzione  (art.  8). 
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Note  ed  Esereisi. 


1.  Yorifìcare  ohe  : 


1  +  2V2_  114-V2        . _  l-fV-3 

I-2V2  17  V-l+>/^  \/2 

2.  Bidurre  sotto  forma  intera  rispetto  ai  radicali  V  espressione 


a+Ma-^y/a  +  b  :  a— Va  — V«-f6. 
8.  Giustificare  i'  eguaglianza  : 


-y/a^-b 


I   --        /a  +  Va^-6     Jg-Va 
Va±V2^~V  2  V         2 


4.  Eliminare  i  radicali  dalP  equazione  : 

3 3 

ì  )  1 

=  1. 


\lx  -f -r  \/x = 

V         \'X+  y      V  n/x  +  y 


D.  Dimostrare  che  per  V  equazione  binomia  di  grado  primo  : 

a?'*-A  =  0  (a) 

le  Sr  ,  8y ,  ^  ,  Sr  ,  r  »  r  I  •  •  •  »  sono  tutte  uguali  a  zero  per  r  primo  con  n  ad 
eccezione  deir  ultima  (la  S  con  n  indici  uguali). 
G.  Per  quali  valori  di  k  sussiste  V  identità  : 

aj"  -  A*  =  (x  -  (o*,)(x  -  u\)  ...  (a:  -  w*„) 

essendo  co|  ,  cu^  ,  .  .  .  ,  co^  le  radici  di  x*»— A  =  0  ? 
7.  Verificare  che  1'  equazione  di  5*»  grado  : 

ì(yx^  -  20x^  -I-  Sac  -  a  =  0 

è  risoluta  dalla  formola  : 


5 


2x=Va  +  >/a2-l+Va-Va2-l 


in  cui  i  valori  dei  due  radicali  di  indice  5  sono  da  scegliersi  in  modo  che 
il  loro  prodotto  sia  uguale  ad  1. 

8.  Dimostrare  che    V3-f-v/2  non  è  un  numero  razionale. 


Capkllt.  —  latiluzioni  di  analiti  algebrica^  8.*  ediz.  08 
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§  9.0  —  Sviluppo  delle  fansloni  raaJonali  in  serie  procedenti 
secondo  le  potenze  della  Tariabile.  —  Modale  minimo  delle 
radici  di  un'  equazione. 

fix) 
962.  Sia  -^—^  una  funzione  razionale  qualsivoglia  di  x,   già   c- 

9(x) 

spressa  come  quoziente  di  funzioni  intere  : 

/(ac)  =  6o  +  &!»  -h  .  .  .  +  ft.-isc"*"*  +  &««'"  (1) 

9(x)  =  ao+  a^x  -f  . .  .  +  «n-i®***^  +  «i»^***  (2) 

Se  -  ,  ^  >  •  •  •  7  -  sono  le  n  radici;  uguali  o  distinte,   dell'  equa- 
zione  9(a;)  =  0,  si  ha  identicamente  (art.  907)  : 

f{x)  f{x) 


<f(x) 


a„{x-\)(x-i)...(x-l) 
e,  poiché  (art.  916)  : 

si  può  anche  scrivere  : 

/W  ^ fix) ^ 

9(x)      rto(l  -  ax){ì  —  fx)  ...  (1  —  Xx)' 


(3) 


Se  ora  R  è  il  modulo  minimo  delle  radici  di  z(x)  =  0,  cioè  il 
più  piccolo  fra  i  numeri  positivi  mod-,  mod-  , . . . ,  mode-,  affinchè 
si  abbiano  (art.  886)  ^\ì  sviluppi  convergenti  : 


=  1  -h  ax  +  a*x^  +  .  .  . 


1  — ox 


--  1  +  Xx  +  X^x^  4- .  .  . , 


(4) 


1  -Xx 
è  necessario  e  sufficiente  che  sia  : 

mod(ax)  <  1,  mod(Px)  <  1  ,  .  .  .  , 
0,  che  è  la  stessa  cosa  : 

modx  <  :-    ,     modx  < 


moda    '  modg  '  '  '  '  ' 

cioè  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  modx  <  R. 

Anzi,  per  modx  <  R,  gli  sviluppi  M)  saranno  tutti  assolutamente 
convergenti,  cosicché  al  loro  prodotto  si  potrà  sostituire  (art.  838) 
un'unica  serie^  del  pari  assolutamente  convergente  e  procedente 
secondo  le  potenze  intorc  e  positive  di  x.  Si   avrà   dunque ,  per 
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la  (3),  moltiplicando  poi  ulteriormente  la  serie  così  ottenuta  pel 
polinomio  finito  f{x)j  lo  sviluppo  in  serie  :       • 

ffx) 
—  =p^^-p^x^p^x*-+.  .  .  (5) 

dove  il  secondo  membro  è  una  serie  convergente  per  modx  <  R. 
Pertanto  : 

Ogni  funzione  razionale  di  x  si  può  sempre  sviluppare  in  una 
serie  convergente^  procedente  secondo  le  potenze  intere  e  positive 
di  X,  e  tale  sviluppo  è  valido  per  quei  valori  di  x  il  cui  modulo 
non  suiìeri  il  minimo  fra  i  moduli  delle  radici  dell'equazione  che 
si  ottiene  uguagliando  a  zero  il  denominatore  della  funzione  ra- 
zionale ridotta  alla  sua  pili  semplice  espressione. 

963.  È  importante  di  aggiungere  che  il  cerchio  di  convergenza 
(art.  889)  dello  sviluppo  [b)  ha  per  raggio  precisamente  il  minimo 
modulo  R  delle  radici  di  c(x)  =  0,  semprechè  la  frazione  f(x)  :  9(x) 
sia  già  ridotta  alla  più  semplice  espressione.  Ammesso  infatti;  se 
ò  possibile,  che  il  raggio  di  convergenza  di  (5)  fosse  superiore 
ad  R,  e  detta  co  una  radice,  di  modulo  uguale  ad  R,  deir  equa- 
zione ^{x)  =  0,  lo  sviluppo  Pq  +piX  •\-  p^x^  +  .  .  .  rappresenterebbe 
(Ciip.  IX,  §  130,  Nota  11)  una  funzione  finita  e  continua  per  ac  =  w. 
Ma  si  è  gi{\  dimostrato  che  il  valore  di  questo  sviluppo  coincide,  nel- 
Vinterno  del  cerchio  di  raggio  R,  col  valore  della  frazione  f{x)  :  9(x). 
Dovrà  dunque  la  frazione  f{x)  :  ^(x)  tendere  ad  un  limite  finito  , 
quando  il  punto  x  si  avvicini  indefinitamente  ad  io  senza  uscire 
dairinterno  del  cerchio.  Ciò  richiede  che  sia  anche  /'(io)=0,  poiché 
altrimenti,  essendo  per  supposto  cp(2c)=0,  la  frazione  f{x)  :  9(cc)  ten- 
derebbe invece  airintìnito.  Le  due  funzioni  f{x)  e  ^(x)  avrebbero 
dunque  la  radice  io  in  comune,  onde  sarebbero  entrambe  divisi- 
bili per  X  —  IO  ,  e  la  frazione  si  potrebbe  semplificare ,  contro  il 
supposto. 

961.  Efl'ettuando,  come  si  ò  detto,  il  prodotto  degli  sviluppi  (4), 
si  trova  evidentemente  : 

=1+Viaj-I  Vjac^+Vgcc»  } . . .  (6) 


(l-aa;)(l-gx)...(l-Xa:;) 
dove  : 

V,  =5]a'?-  ...  X'  (7) 

c  la  cosi  detta  funzione  simmetHca  completa  di  ordine  i ,   delle 

Moltiplicando  i  due  membri  di  (6)  per  — (ÒQ-^b^x-^  ...  +6^x***)  e 

confrontando  con  (3),  si  ha  dunque,  per  determinare  i  coeflfìcienti 
Pq  ì  Pi  ì  Pi  ì  '  '  '  dello  sviluppo  (5),  V  identità  : 

-- j  ?;o+^ic+ò,asH ... +ò,,jxH  1 1+VjX  f  V2X*+...J=Po+p^ 
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^gviagìiando  infatti  i  coefficienti  di  x*  nei  due  membri  si  trova: 

«oP<  =  ^oV,-  +f>iV,_,  +  .  .  .  +  b^Vi^^      ,        per  i^m 
ed  __  (8) 

(^oPi  =  h^i  -^  ^1  V,_j  -»-...+  &,Vo  ,        per  i  <  m. 

965.  Del  resto,  i  coefficienti  Po  f  Pi  f  >  •  >  si  possono  determinare 
più  direttamente,  senza  calcoli  di  funzioni  simmetriche,  osservando 
che  la  (5),  quando  si  sostituiscano  in  essa  per  f{x)  e  9(x)  le  loro 
espressioni  (1)  e  (2),  ci  fornisce  l'identità; 

Sviluppando  il  prodotto  nel  secondo  membro  ed  uguagliando 
quindi  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  x  nei  due  membri,  si 
hanno  infatti  le  infinite  equazioni  : 

6o  =  «oPo 

òj  =  a^po  +  aoPi 

ò,  =  a^po  +  a^Pi  +  Oop^ 


dalle  quali  si  potranno  calcolare  successivamente  i  valori  di  pq  , 
Pi  >  Pi }  '  *  '  *  È  chiaro  che  per  i  abbastanza  grande  tutte  queste 
equazioni  sono  rappresentate  da 

aoP,  +  «iP,-i  4-  a^Pi^^  +  .  .  .  +  «nPi-n  =  0  (9) 

È  questa  una  relazione  lineare  omogenea  con  coefficienti  fissi 
{gq  ,  a^  y  .  .  .  ,  a„ì  che  lega  ?i  4- 1  valori  consecutivi  della  succes- 
sione infinita:  p^  ,  Pi  ,  ;^2  ,  .  .  •  ,  a  partire  da  un  certo  punto  in  poi. 
Ogni  relazione  di  questo  genere  si  dice  ricorrente  (di  ordine  n,, 
e  si  dice  serie  ricorrente  ogni  serie  pQ  ■\- p^x -h  P2X' +  .  .  ,  i  cui 
coefficienti  soddisfino,  da  un  certo  valore  deirindice  i  in  poi,  ad 
una  relazione  della  forma  (9)  (*).  Vediamo  dunque  che  ogni  fun- 
zione razionale  di  x  sviluppata  secondo  le  potenze  crescenti  di  x 
dà  origine  ad  una  serie  ricorrente. 

966.  Reciprocamente  ,  è  facile  riconoscere  che  :  se  la  serie 
Po  +  P|X  -r  pgX-  +  .  .  .  è  ricorrente y  essix  rappresenta,  per  tutti  i  va- 
lori di  X  compresi  nel  suo  cerchio  di  convergenza,  il  valore  di  una 
certa  funzione  razionale  di  x. 

Infatti,  se  (9)  sia  la  relazione  ricorrente,  coi  coefficienti  costanti 
ao  ,  «1  ,  .  .  .  ,  a^ ,  ed  m  sia  il  valore  di  i  a  cominciare  dal  quale 
essa  è  sempre  soddisfatta,  è  chiaro  che  prendendo  : 

h  =  «oPo 


^m=--  +  «lPm-1  +«0Pm> 


(*)  Tale  relazione  si  suole  chiamare  la  acala  di  relazione  della  serie  ri- 
corrente. 
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,    ^0  +  ^i2C  +  h^x^  4-  •  -  .  +  6--x"* 
la  funzione  razionale ^^ ^^—r,   sviluppata   co- 
tto +  ayX  +  a^x*  +  .  . .  +  a^x 

me  all'art,  prec.  darà  luogo  precisamente  alla  serie  data: 


•  •  •  • 


967.  Se  la  funzione  f\x)  non  ha  alcun  divisore  comune  con  9(x), 
lo  sviluppo  (5)  avrà  per  raggio  di  convergenza  R  fart.  963)  pre- 
cisamente il  modulo  minimo  delle  radici  deirequazìone  ^(x)  =  0. 
Ciò  accadrà  certamente  se  si  prende  p.  es.  f{x)  =  1.  Paragonando 
dunque  questa  determinazione  di  R  con  quella  già  data  all'art.  891, 
si  giunge  al  teorema  seguente,  che  potrebbe  anche  servire  al  cal- 
colo del  modulo  minimo  delle  radici  di  una  data  equazione. 

Essendo  data  Vequazione  di  grado  n  : 

ao  +  a,x  +  a,x2  +  .  . .  +  a,^x**  =  0,  (d) 

si  determinino  successivamente  gli  infiniti  numeri  Po  >  Pi  i  Ps  >  *  *  * 
mediante  le  relazioni  : 

aoPo  =  1 

^tPo  +  aoPi  =  0 

^sPo  +  ^iPi  +  aoPg  =  0 


e  la  relazione  ricorrente  : 

aop,  -I-  aiPf.j  -h  ajjp,..2  +  .  .  .  +  a^p,..„  =  0. 

mod'Oi 

Se  col  crescere  indefinitamente  di  i  il  rapporto —^ —  tende  al 

moap,.j.i 

limite  finito  e  determinato  R,  sarà  R  precisamente  il  modulo  mi- 
nimo delle  radici  dell'equazione  a. 

968.  Se  gl'infiniti  numeri  Po  >  Pj  »  Pi  ?  •  •  •  sono  legati  da  una  re- 
lazione ricorrente  : 

aoPi  +  ^iVi-i  +  a2Pi-2  +  .  .  .  +  a^p,._^  =  0  (A) 

e  tali  che,  col  crescere  di  i  alV infinito ^  il  rapporto  Pj  :  p,^.!  tenda 
ad  un  limite  finito  OLy  sarà  in  ogni  caso  a  una  radice  dell'equa- 
zione : 

ao  +  ajX  +  a^x^  +  .  .  .  +  a^x**  =  0.  (B) 


Infatti,  poiché  : 


lim^=a, 


sarà  anche  evidentemente  : 


lim^  =  limf^  .Pi±ì]  =  lim A  .lim 


Pi+t 
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e  similmente  in  generale  : 

lim-^  =  a'. 


Se  dunque  dividiamo  la  (A)  per  p^  e  passiamo  quindi  al  limite 
per  »  =  OD ,  otteniamo  : 

«1  +  flo«  +  a«a*  +  .  .  .  +  a^a"  =  0 , 
e.  d.  d. 

969.  Confrontando  questi  risultati  col  teorema  dell'  art.  967  si 
può  evidentemente  a^rgiungere  che  i7  numero  a.  cobi  determinato 
sarà  una  radice  di  modulo  minimo  deW equazione  (B). 


1.  Verificare  lo  sviluppo: 

1  -  3ac  +  2x*  ^  ^  ^  ' 

2.  Trovare  la  relazione  ricorrente  e  la  funzione  razionale  di  s  che  danno 
origine  allo  sviluppo  : 

1  +  (2»  -  3)a;  +  (2*  -  4)x-  i  (2^  -  b)x^  + 

8.  Applicare  il  teorema  deirart.  967  alla  risolaziono  delPequazione  : 

2x^  -  5x2  4-  4ac  —  1  =  0. 

4.  Sapposto  che  siano  ricorrenti  le  serie:  p^  Vp^x  |-|?jX*+-m  (?o"^?i*  i-9ja:*+'"> 
dimostrare  che  sono  tali  anche  le  serie  : 

{Pq  +  qo)  +  (i'i  +  qi)x  ^-  {p^  -f  Jjìx*  -f-  .  .  . 

PoQo  -^  (PoQi  +  Piqo)x  +  {Poq^  +  PiQi  +  Piqo)^'  +  .  .  . 

e  costruirne  le  scale  di  relazione  mediante  quelle  delle  due  serie. 

5.  Nello  ateaao  tuppoato  è  anche  convergente  la  aerie  : 

Poqo  +  PiQt  +  Pjqs^*  +  Ps^s^^  +  •  •  • 

(Cfr.  D*Ocagne:  Mémoire  aur  lea  auitea  réeurrentea.  Journal  de  TÉcole  Poly- 
technique  LXIV  ;  dove  il  lettore  potrà  trovare  molti  altri  ragguagli  sol- 
Targomento  delle  serie  ricorrenti;. 

1.  Studiare  la  frazione  continua  •— -  in  base  alle  relazioni  ricorrenti 

h  +  1 

T  4-  .  .. 

P^  •=  ^P,.^  4-  Pi_,  e  Qj  =  AQ,-i  -h  Q,-^, ,  che  legano  i  numeratori  e  i  deno- 

p . 

minatori  delle  successive  ridotte   jr-. 

Hi 
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§  10.0  —  Le  fanzionl  slmmetrlohe  complete. 
Teoremi  sai  modale  massimo  delle  radici  di  an'  eqaaiione. 


970.  Dalla  forinola  (6)  del  §   prec.   risulta   che  essendo  a ,  ^  , 
Y  ,  .  .  .  ,  X  Ze  n  radici  delV equazione  : 

aox*»  +  aix'*-^  +  .  .  .  +  a„.iX-|-a^  =  0,  (1) 

si  ha  Videntità: 

"*"  -=l+V,x+V2X«+ ...  (2) 


ao+ajX-l-agX'-f  . . .  +a,jX 
dove  : 


è  la  funzione  simmetrica  completa,  di  ordine  i,  delle  n  variabili 
Considerando  in  luogo  della  (2)  V  identità  equivalente  : 

ed  uguagliando  i  coefficienti  delle  potenze  omonime  di  x  nei  due 
membri,  si  ottengono  dunque  le  formole  : 

«oVi  -f  aj  =  0 

«0V2  +  «1  Vj  +  a,  =  0 

«oVj  +  «iV^  +  agVi  +  «3  =  0 


«oV,.  4-  ai V,._,  +  .  .  .  +  a^_iVi  +  a,,  =  0 


(4) 


somigliantissime  alle  formole  di  Newton  (art.  918-920),  che  per^ 
mettono  di  calcolare  successivamente  le  funzioni  simmetriche  com- 
plete Vi  ,  V,  ,  . .  .  delle  radici  di  un'equazione,  di  cui  siano  dati 
i  coefficienti;  colla  stessa  facilità  con  cui  le  formole  di  Newton 
permettono  di  calcolarne  le  funzioni  simmetriche  semplici  S^ ,  S, ,.... 

971.  Se  si  pone  per  brevità  —  =  pi  ,  —  =  />«•••>  le  (4)  prendono 
la  forma  più  semplice  : 

Vi  +  Pi=0 

V2  +  p,Vi+/>2  =  0  (5) 

V3+PiV2-f-/>,Vi+P3--=0 
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che  è  perfettamente  simmetrica  rispetto  alle  V  e  alle  pj  cosiccbè 

^^  Pi  7  Ps  7  Ps  ^  •  •  •  ^<>''^^  ^  ^^^^  volta  le  funzioni  simmetriche  com- 
plete delle  radici  dell'equazione: 

x*»  +  ViX'-i  +  VgX"-»  +  .  .  .  +  V„  =  0. 

Risolvendo  le  (5)  rispetto  alle  Pi  >  p^  '  Ps  9  •  •  •   ^   rispetto  alle 
Vj ,  V,  ,  V3  ,  .  .  . ,  si  trova  : 


V3=-l>i»+2/>,  p,-i>3  l>3=-ViH2  Vi  V,«V, 

Y^=P,^-WP2^^PiP^-^Pf'-^A    I  l>4=V,*-3Vj»V,+2V,V3-hV,«-\V 

Come  si  vede ,  Je  fanzionl  simmetriche  complete  hanno  sulle 
funzioni  simmetriche  semplici  il  vantaggio  che  i  coefficienti  p^  , 
Pi  7  P5  j  '  '  '  ^^  esprimono  con  funzioni  intere,  a  coefficienti  nume- 
rici interij  delle  V^  ,  Vj  ,  V3  ,  .  .  .  . 

972.  Poiché  V,.  è  la  somma  di  tutti  quei  prodotti  delle  variabili 
a  ;  ^  y  . .  .  ,  X  che  sono  della  dimensione  i,  è  chiaro  che  il  simbolo 
[a  ,  p  ,  .  .  .  ,  X]t*^  rappresenta  V  ordinario  sviluppo  (art.  224)  della 
potenza  polinomiale  (a  +  ^  +  •  •  •  +  ^)S  w^^  quale  però  tutti  i  coeffi- 
cienti polinomiali  siano  stati  soppressi  e  sostituiti  con  l'unità. 

Dalla  definizione  di  V,  segue  poi  con  pari  evidenza  che  : 

[a  , ... ,  X  ;  aj , ... ,  z\^^^^[a , ... ,  X]<'H[a  , ... ,  XJ^*"^^[a: , ... ,  z] 

(A) 
+[a  , ... ,  X]^*-2)[x  , ... ,  2]t2)+...  +  [a? , ... ,  2](«). 

973.  Sono  anche  da  notarsi,  come  specialmente  utili  nel  calcolo 
delle  funzioni  simmetriche  complete,  le  due  formolo  seguenti  : 

[ar ,  y  ,  2  , ... ,  tY=[y  ,  z  , ...  ,  t]^^Ux[x  ,  y  ,  2r ,  ... ,  <]('-i)  (B) 

ed 

[ac ,  2  ,  ...  ,  tf-ly  ,  z  ,  ... ,  t]'=^{x-y)[x  ,  y  ,  z  ,  ... ,  t]^''^K       (C) 

Di  queste  due  formole  la  prima  è  pressoché  evidente. 

Quanto  alla  secondn,  essa  si  deduce  dalla  prima  sottraendo 
dalla  (fi)  la  stessa  (fi)  in  cui  si  sia  fatto  preventivamente  Io  scam- 
bio di  X  e  di  y. 

974.  Se  i  numeri  r  ,  s  ,  .  .  .  ,  u  hanno  i  loro  moduli  inferiori  al- 
V unità ^  si  ha: 

Hxn[l  ,  r  ,  s  ,  .  .  . ,  u]'0  =  (^  _  ,^(^  ..,')..,  .^  —)■  (D) 


»=00 


Infatti  la  forraola  (G)  dell'art.  964  ci  dà  : 
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per  tutti  i  valori  di  x  soddisfacenti  alle  disuguaglianze: 

mod(aaj)  <  1  ,  mod(Pa;)  <  1  ,  .  .  . ,  mod(Xa;)  <  1, 
ossia^  che  è  la  stessa  cosa  (art.  972)  : 

(l-ax)(l-pa;) ...  (1— Aa?)    ,-=mo  'r    j       »      j 

il  che  appunto  dimostra  V  asserto. 

975.  Se  la  successione  Po  ;  Pi  »  P2  »  •  •  •  soddisfa  alla  relazione  ri- 
corrente di  ordine  n  : 

aoPj+aiPf„i+a2P,_2+  -  "♦  ^nPi-n^O    ,    (i=:n  ,  n+1 , ...)        (5) 

senza  però  soddisfare  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine  infe- 
rio^re,  e  se  V equazione  : 

aox**  +  a,x'*-^  4-  .  .  .  +  a^^^x  +  a,,  =  0  (6) 

Zia  %cna  sola  radice  a  {semplice  0  multipla)  di  modulo  massimo^  il 
rapporto  p,+i  :  p^  tenderà  precisamente  al  limite  a,  quando  si  faccia 
crescere  Vindice  i  aWinflnito, 

Cominciamo  dall'osservare  che,  posto  : 

Ao  =  aoPo 

Aj  =  aoPi  +  ajPo 

A,  =  aop,  4-  aiPi  +  a,po  (7) 


A„-i  =  aoP«-i  +  aiPn-»  +  •  •  •  +  a^-iPo 

dire  che  la  successione  Po  »  Pi  »  P2  •  •  •  ^^^  soddisfa  ad  alcuna  re- 
lazione ricorrente  di  ordine  inferiore  ad  n,  equivale  a  dire  che  la 
frazione  razionale  (cfr.  art.  965)  : 

Ao+AjX+AoX^H- ...  +A^,,x""^ 

— .         . ; V =Po+PiX+p,x»+ ...  (8) 

ao+aiX+ ...  +a^x'*  ^"   x-i      ra  v  / 

è  irriducibile.  Infatti,  se  i  numeri  Po  ì  P\  }  P^  •  '  *  soddisfacessero, 
da  un  certo  punto  in  poi,  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine 
7i  —  1  : 

o^'oPi  +  a\pi^^  +  .  .  .  +  ci\.^pi^,,^^  =  0 , 

si  avrebbe  (art.  966)  per  certi  valori  dei  numeri  &o  >  &i  »  • .  •  »  ^m  ; 

&o  +  òja;  -I-  .  .  .  -f-  h^x"^ 
— ; 7^ -, ;ìi:^  =  Po  +  P\^  +  p^^  -f • . . . , 

sicché  la  frazione  (8)  sarebbe  evidentemente  riducibile.  Recipro- 
camente, se  la  frazione  (8)  fosse  riducibile,  i  coefficienti  del  suo 
sviluppo  in  serie,  che  non  può  farsi  (art.  895)  che  in  un  sol  modo, 
soddisferebbero  (art.  965)  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine 
inferiore  ad  «. 
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Ciò  premesso,  se  a  ,  g  ,  y  ,  .  .  . ,  X  sono  le  n  radici  della  (6),  si 
ha  (art.  964)  : 

d' onde  segue  : 


dove  ci  è  lecito  ritenere  che  a  sia  Tunica  radice  di  modulo  mas- 
fi  X 
simO;  e  quindi  anche  che  i  rapporti  -,...,  -  abbiano  i  loro  mo- 
duli inferiori  all'unità,  semprechè  a  aia  radice  semplice. 

Passando  ora  al  limite  per  t  =  oo ,  la  (10)  ci  dà  appunto^  come 
si  doveva  dimostrare  : 

fcroo    Pi 

poiché  il  numeratore  ed  il  denominatore  della  frazione  che  sta  nel 
secondo  membro,  tendono  (art.  974),  per  1  =  00,  allo  stesso  limite: 

Ao  +  A^a"^  +  Ajtt-*  -f  . .  .  -f  A^.ia-l'*-!» 


('-!)('-l)-0-^.) 


Potrebbe  fare  eccezione  soltanto  il  caso  in  cui  questo  limite  co- 
mune fosse  uguale  a  zero.  Ma  allora  a"^  sarebbe  radice  comune 
al  denominatore  e  al  numeratore  della  frazione  generatrice  (8),  la 
quale  sarebbe  per  conseguenza  riducibile,  contro  il  supposto  {*)» 


Note. 

1.  I  valori  dello  funsioni  simmetriche  semplici  : 

Si  =  a»  +  f  •  +  . .  .  +  X* 
delle  n  radici  deirequasione  : 

ao»'*  +  «,0?**"^  +  .  .  .  +  «n-i^  +  a^  -  0 
si  possono  dedurre  da  qaelli  delle  fanzioni  simmetriche  complete 

V..  =  [a  ,  ^  , .  .  . ,  XJC) 


{*)  La  dimostrazione  qui  data  cade  in  difetto  quando  a  sia  radice  mul- 
tipla. Il  teorema  seguita  però  a  sussistere  anche  in  questo  caso  (cfr.  Btf*- 
diconto  della  R.  Acc.  delle  Scienze  di  Napoli^  Luglio  1895). 
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mediante  le  relazioni  : 

aoSi=naoVi+(n— l)ai 
aoS2=naoV,+ (n  - 1  )«!  Vi+(n— 2)a2 


(Cfr.  Crocchi:  Giornale  di  BaUaglini,  Voi.  XVIII,  1880). 

2.  Se  Tequasione  a^x^  -|-  a^x'*"*  +  . .  .  +  o„  =  0  ha  tutte  le  radici  reali  e 
positive,  il  rapporto  jpi.,.}  ip^ ,  definito  airart.  975,  tenderà  per  t=GO ,  sempre 
per  eccesso^  alla  massima  radice  positiva  (Cfr.  Eend,  Acc,  Scienze  Napoli, 
L  e). 


/ 

/ 
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CAPITOLO  XIII. 

TEORIA  GENERALE  DELLA  DIVISIBILITÀ 
E  dell'  ELIMINAZIONE. 


§  1,0  _  Qaosiente  e  resto  di  dae  faniionl  intere. 
Nozione  di  campo  di  razionalità. 

976.  Le  cose  dette  all'art.  541  circa  il  quoziente  ed  il  resto  di 
due  funzioni  intere  f{x)  e  cp(x)  a  coefficienti  razionali  sussistono 
del  tutto  inalterate  se  i  coefficienti  di  f{x)  e  ^{x)  siano  anche  nu- 
meri irrazionali  od  imaginarii.  Cioè:  se  f(x)  e  ^(jl)  sono  due  fun- 
zioni intere  di  n  a  coefflcienti  complessiy  risp.  dei  gradi  m  ed  n 
(m  5  n),  esistono  due  funzioni  intere  Q(x)  ed  R(x),  la  prima  del 
grado  m  —  n,  la  seconda  di  grado  inferiore  ad  n,  tali  da  aversi 
identicamente  : 

f(x)  =  Q(x)f(x)  +  R(x). 

Tali  funzioni  Q(x)  ed  R(x)  si  possono  determinare  soltanto  in  un 
unico  modo  e  si  chiamano  ris}},  il  quoziente  ed  il  resto  della  di- 
visione di  f(x)  per  <f(x). 

È  però  importante  di  notare  che  i  coefficienti  di  Q(x;  ed  R(cr) 
si  otteno^ono  in  ogni  caso,  come  è  manifesto  dalla  dimostrazione 
stessa  dell'art.  541,  operando  sui  coefficienti  di  f{x)  e  <p(x)  colle 
sole  quattro  operazioni  fondamentali  di  moltiplicazione,  addizione, 
sottrazione  e  divisione.  Per  conse<?uenza  : 

lo)  Se  i  coefficienti  di  /"  e  (o  sono  tutti  numeri  razionali,  an- 
che i  coefficienti  di  Q  ed  R  saranno  numeri  razionali. 

2o)  Se  i  coefficienti  di  /"  e  <p  sono  numeri  reali  (razionali  od 
irrazionali),  anche  i  coefficienti  di  Q  ed  R  saranno  numeri  reali. 

30)  I  coefficienti  di  Q  ed  R  soltanto  allora  potranno  essere  af- 
fetti da  imaginarietà,  quando  lo  siano  i  coefficienti  di  ^  e  9. 

Queste  proprietà  si  possono  però  riassumere  in  unico  enunciato 
anche  più  generalo  mediante  la  nozione,  che  ora  passiamo  ad  in- 
trodurre, di  campo  di  razionalità, 

977.  Se  un  aggregato  di  infiniti  numeri  gode  della  proprietà  che 
il  prodotto,  la  somma,  la  diflFerenza,  il  quoto  di  due  qualunque  fra 
essi  sia  sempre  un  numero  appartenente  allo  stesso  aggregato,  si 
suol  dire  che  questo  aggregato  costituisce  un  campo  di  razionalità. 

Cosi,  ad  esempio,  Tinsieme  di  tutti  i  numeri  razionali,  che  d'ora 
innanzi  chiameremo  di  preferenza  a  scanso  di  equivoco  numeri 
commensurabili  (cfr.  art.  313),  costituisce  un  campo  di  razionalità, 
poiché  il  prodotto,  la  somma,  ecc.  di  due  numeri  commensurabili 
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è  pure  evidentemente  un  namero  commensurabile.  Lo  stesso  di- 
casi deir  insieme  di  tutti  i  numeri  reali  e  dell'  insieme  di  tutti  i 
numeri  complessi.  Invece^  Tinsieme  dei  soli  numeri  incommensu- 
rabili non  costituisce  un  campo  di  razionalità,  poiché  il  prodotto 

di  due  numeri  incommensurabili,  come  p.  es.  (l  +  \/2)(l  — V2)j 
può  anche  essere  commensurabile. 

Come  altro  esempio  di  campo  di  razionalità  possiamo  citare  Tin- 
sieme  di  tutti  i  numeri  della  forma: 

a +  6^2 

ove  a,  b  sono  numeri  commensurabili.  Il  lettore  riconoscerà  in- 
fatti facilmente  come  il  prodotto,  la  somma,  ecc.  di  due  numeri 
di  questa  forma  si  possa  sempre  ridurre  a  questa  stessa  forma. 

978.  Se  C  è  un  campo  di  razionalitày  esso  conterrà  necessaria- 
mente fra  i  suoi  elementi  i  numeri  1  e  0. 

Infatti,  se  a  è  un  numero  qualunque  di  C,  dovrà  il    campo   C 

contenere,  per  la  sua  stessa  definizione,  il  quoto  -  e  la  differenza 
a  -'  aj  cioè  appunto  i  numeri  1  e  0. 

979.  Più  generalmente:  ogni  campo  di  razionalità  contiene  entro 
di  sé  f intiero  campo  di  razionalità  formato  dalVinsieme  di  tutti 
i  numeri  commensurabili  (positivi  e  Piegativi). 

Invero,  poiché  C  contiene  i  numeri  1  e  0,  conterrà  anche  i  nu- 
meri 1+1  ,  3+1+1  ,  .  .  .  ed  i  numeri  0—1  ,  0— l-l  ,  0-1-1—1  , ... , 
cioè  tutti  i  numeri  interi  positivi  o  negativi.  E  per  conseguenza, 
se  a  e  ^  sono  due  interi  qualunque,  conteiTà  anche  il  loro  quoto 

-  cioè  appunto  ogni  numero  commensurabile. 

980.  Se  un  certo  insieme  H  di  numeri  non  costituisce  un  campo 
di  razionalità,  Tinsieme  di  tutti  i  numeri  che  si  possono  ottenere 
operando  fra  i  numeri  di  H  collo  quattro  operazioni  fondamentali, 
formerà  però  evidentemente  un  campo  di  razionalità  che  indiche- 
remo con  |H]  e  chiameremo  per  brevità  il  campo  di  razionalità 
definito  dai  numeH  di  H. 

Così  ad  esempio  il  simbolo  [1]  potrà  rappresentare  il  campo  di 
razionalità  dei  numeri  commensurabili  ;  giacché  ogni  numero  com- 
mensurabile si  può  dedurre  dal  numero  l  (cfr.  art.  978  e  979)  me- 
diante le   quattro    operazioni    fondamentali.    Il    simbolo    [l  ,  n/2] 

rappresenterà,  al  pari  del  simbolo  equivalente  più  semplice  [V2], 
il  campo  di  razionalità  formato  (cfr.  art.  977)  dall'insieme  di  tutti 
i  numeri  della  forma: 

a  +  bs]~2 

con  rt,  h  commensurabili. 

Dopo  queste  poche  nozioni  sul  campi  di  razionalità  è  senz'altro 
manifesto  che  tutte  le  osservazioni  da  noi  fatte  all'art.  976  si  tro- 
vano assorbite  nel  seguente  enunciato  generale:  i  coefficienti  del 
quoziente  e  del  resto  della  divisione  fra  due  funzioni  intere  f(x) 
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e  <p(x)  appartengono  al  campo  di  razionalità  definito  dai  coeffi- 
cienti di  f^x)  e  <p(x). 

IVote  ed  Esercisi. 

1.  Se  H  è  un  certo  insieme  di  numeri,  il   campo   di  razionalità    [H]   è 
contenuto  in  ogni  campo  di  razionalità  che  contenga  tutti  i  numeri  di  H. 

2.  Dimostrare  che  il  campo  di  razionalità  1^2,  \/8]ò  costituito  da  tutti 
e  soli  i  numeri  della  forma: 

a  -H  6n/2  +  c»j3  +  d'j6 
essendo  a,  6,  e,  d,  numeri  commensurabili. 

8.  Dimostrare  che  il  campo  LV^  ,  v/ 2  J  è  rappresentato  dal  tipo  generico: 

3_  3_  /  3_  3   \ 

a  +  6 V2  4-  e  n/4  -f  N/2va  +  i<\l2  +  ^  v/4/. 

essendo  a,ò,c^a,p,Y  numeri  commensurabili. 

4.    Dimostrare    che    il    campo    di    razionalità    [\/2  ,  \IS]    non  contiene 
3_  2 

V2,  né  \/8. 

§  2.0  >-  Divisibilità  dei] e  fanzioni  intere 
rispetto  ad  un  dato  campo  di  razionalità. 

981.  Essendo  F(x)  e  0(cc)  due  funzioni  intere  a  coefficienti  qua- 
lisivogliano,  razionali,  reali  o  complessi,  si  dirà,  precisamente  come 
nel  caso  di  coeflficienti  razionali,  che  0(x)  è  un  divisore  di  F(a;), 
se  esiste  una  funzione  intera  Q(a;)  tale  da  aversi  identicamente: 

F{x)  =  Q(a;)0(£c). 

Si  dirà  poi  che  due  funzioni  intere  sono  prime  o  non-prime  fra 
loro,  secondochè  esse  non  ammettano  od  ammettano  qualche  di- 
visore comune  variabile  (cioè  almeno  di  lo  grado).  Si  è  detto  va- 
riabile perchè  ogni  funzione  costante  (cioè  di  grado  zero)  si  può 
considerare  anche  qui  (cfr.  art.  543)  come  divisore  di  qualsiasi 
funzione  intera, 

982.  Ciò  premesso,  date  due  funzioni  intere  f(x)  ed  fi{x) ,  per 
riconoscere  se  esse  siano  o  non  siano  prime  fra  loro,  si  procederà 
precisamente  come  all'art.  545,  cioè  si  costruirà  la  successione  di 
funzioni  intere  : 

f(^)  ,  fiix)  ,  UX)  ,  .  .  .  ,  fr^,{x)  ,  f,^^{x)  =  C08t.e  =  C  (1) 

Ognuna  delle  quali  è  il  resto  della  divisione  deir  antiprecedente 
per  la  precedente,  e  l'ultima,  frj^.^{x)^  è  una  semplice  costante.  E 
si  avrà  anche  qui  che:  se  la  costante  C  è  diversa  da  zero,  le  due 
ftmzioni  f  e  <p  sono  prime  fra  loro;  se  sia  invece  0=^0,  esse  hanno 
certamente  qualche  divisore  comune  variabile ,   e  precisamente  a- 
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vranno  a  divisori  comuni  la  funzione  f^+iCx),  nonché  ogni  divisore 
della  fr<.i(x). 

983.  Quando  C  =  0,  la  fanzione  /V+i(a5)  si  chiama  il  massimo  co- 
mun  divisore  di  f{x)  ed  /i(x).  Dalla  costruzione  stessa  delle  (1) 
segue  pertanto  (cfr.  art.  980)  che  il  massimo  comun  divisore  di 
f(x)  ed  fj^x)  ha  i  suoi  coefficienti  appartenenti  al  campo  di  razio- 
nalità definito  dai  coefficienti  di  f(x)  ed  fi(x). 

Di  qui  il  corollario;  se  due  funzioni  f(x)  ed  fi(x)  hanno  un  di- 
visore comune  con  coefficienti  estranei  al  campo  di  razionalità  de- 
finito dai  loro  propri  coefflcienti,  esse  hanno  anche  un  divisore  co- 
mune variabile  con  coefficienti  appartenenti  al  campo  stesso  defi- 
nito dai  loro  coefficienti.  Quindi  in  particolare  : 

a)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  commensuràbili 
non  hanno  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  commensurabili , 
esse  non  hanno  neanche  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reali 
o  complessi. 

b)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  non  hanno 
alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reali,  esse  non  possono  neanche 
avere  un  divisore  comune  a  coefficienti  complessi. 

984.  Se  una  funzione  intera  è  un  divisore  del  prodotto  di  due 
funzioni  intere  ed  è  prima  con  Vuna  di  esse,  dovrà  essere  un  di- 
visore dell'altra. 

La  dimostrazione  è  identica  a  quella  dell'  art.  546  per  il  caso 
di  funzioni  a  coefficienti  commensurabili. 

985.  Dalle  cose  dette  all'art.  983  risultava  che  se  due  funzioni 
intere  sono  prime  fra  loro  nel  campo  di  razionalità  definito  dai 
loro  coefficienti,  esse  resteranno  sempre  prime  fra  loro  comunque 
si  estenda  il  campo  di  razionalità. 

Questa  osservazione  ò  importante,  poiché  essa  ci  mette  in  evi- 
denza che  la  proprietà  che  possono  avere  due  funzioni  intere  di 
essere  prime  (o  non  prime)  fra  loro  è  indipendente  dal  campo  di 
razionalità  nel  quale  s'intendono  scelti  i  coefficienti  dei  loro  pos- 
sibili divisori.  Egli  è  per  tal  ragione  che  si  è  stimato  inutile  par- 
lare di  funzioni  prime  fra  loro  rispetto  ad  un  dato  campo  di  ra- 
zionalità e  si  è  invece  parlato  soltanto  di  funzioni  prime  fra  loro 
in  senso  assoluto;  cioè  rispetto  al  campo  più  generale  di  numeri, 
quello  dei  numeri  complessi. 

986.  La  cosa  è  però  ben  diversa  per  quanto  riguarda  il  con- 
cetto di  funzione  prima  in  sé  stessa,  poiché  una  stessa  funzione 
potrà  non  avere  alcun  divisore  nel  campo  di  razionalità  definito 
dai  propri  coefficienti,  ma  potrà  averne  qualcuno  in  un  campo  di 
razionalità  più  esteso. 

Cosi,  ad  esempio,  la  funzione  intera  ac*  -  3,  che  è  prima,  cioè 
non  ha  alcun  divisore ,  nel  campo  dei  numeri  commensurabili , 
ammette  invece  dei  divisori  a  coefficienti  reali,  poiché  si  ha  iden- 
ticamente : 

ce*  -  3  -{x  +  yj3){x  -  \/~ò). 
Similmente  la  funzione  a:;^  +  3  che  è  prima  anche  nel  campo   dei 
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numeri  reali,  cessa  di  essere  tale  nel  campo  dei  numeri  compiessi, 
poiché  in  questo  campo  si  ha  identicamente  : 

x2  +  3  =(»  +  iyls){x  -  tVa). 

Noi  diremo  pertanto  che  una  funzione  intera  è  prima  rispetto 
ad  un  certo  campo  di  razionalità  C,  se  essa  non  ha  alcun  divi- 
sore con  coefficienti  appartenenti  al  campo  C. 

Avvertiamo  però,  una  volta  per  sempre^  che  noi  non  ci  occupe- 
remo che  di  campi  di  razionalità  i  quali  contengano  già  tutti  i 
coefficienti  della   funzione  di  cui  si  tratta. 

È  senz'altro  chiaro  che  le  funzioni  di  1»  grado,  il  cui  tipo  più 
generale   è  ax+b,  sono  prime  in  qualsivoglia  campo  di  razionalità. 

987.  Nel  campo  di  razionalità  dei  numeri  complessi  non  esistono 
funzioni  prime  alV infuori  delle  funzioni  di  l.o  grado. 

Sappiamo  infatti  (art.  908)  che  una  funzione  intera  di  grado  su- 
periore al  primo  si  può  sempre  spezzare  nel  prodotto  di  funzioni 
intere  di  !<>  grado  a  coefficienti  complessi. 

988.  Nel  campo  dei  numeri  reali  le  sole  funzioni  prime  sono  le 
funzioni  di  !<>  grado  e  le  funzioni  di  2o  grado  a  radici  imagi- 
narie. 

Infatti,  ogni  funzione  a  coefficienti  reali  si  può  sempre  decom- 
porre (art.  946;  in  un  prodotto  di  funzioni  intere  a  coefficienti 
reali  di  lo  o  di  2o  grado.  D'altra  parte  una  funzione  di  2^  grado 
ax^  +  te  +  e  con  entrambe  le  radici  a  e  /3  reali  darebbe  luogo  al- 
l' identità  : 

ax^  ^bx  V  e  =^  a{x  —  d){x  —  fi) , 
epperò  non  sarebbe  prima  nel  campo  dei  numeri  reali. 

969.  Nel  campo  dei  numeri  commensurabili  esistono  invece  fun- 
zioni prime  di  gradi  quanto  si  voglia   elevati. 

Cosi,  ad  esempio,  se  p  è  un  numero  primo  grande  quanto  si 
voglia,  la  funzione  : 

xP  +  x^^  +  xP+2  -1-  .  .  .  -f  x  +  1 

è  prima  nel  campo  dei  numeri  commensurabili  ;  poiché  è  stato  di- 
mostrato che  essa  non  si  può  spezzare  identicamente  nel  prodotto 
di  funzioni^  di  grado  inferiore,  a  coefficienti  del  pari  commensu- 
rabili. 

990.  Se  una  funzione  f,  prima  nel  campo  di  razionalità  C,  di- 
vide il  prodotto  FO  di  due  funzioni  con  coefficienti  appartenenti 
a  C,  dovrà  essere  un  divisore  di  F  o  di  <^. 

Infatti,  se  f  non  è  divisore  di  F,  sarà  prima  con  F,  giacché  il 
massimo  comun  divisore  di  f  ed  F,  avendo  i  suoi  coefficienti  nel 
campo  C,  non  potrebbe  essere  un  divisore  di  f  che  é  prima  in  C. 
Ma  se  f  è  prima  con  F,  dovrà  dividere  0  (art.  984),  poiché  divide 
il  prodotto  FO. 

991.  Se  una  funzione  prima  nel  campo  di  razionalità  C  divide  il 
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prodotto  di  piiL  funzioni  prime  nello  stesso  campo  C,  dovrà  coin- 
cidere con  una  di  esse  a  meno  di  un  fattore  costante. 

Infatti,  so  f  non  coincide,  a  meno  di  un  fattore  costante,  colla 
prima  delle  funzioni  che  compongono  il  prodotto,  non  potrà  nean- 
che dividerla,  e  quindi,  per  il  teorema  precedente,  dividerà  il  pro- 
dotto delle  altre,  ecc. 

992.  Una  funzione  che  non  sia  prima  in  un  certo  campo  C,  am- 
mette come  divisore  almeno  una  funzione  prima,  che  sarà  uno  fra 
quelli  dei  suoi  divisori  variabili  che  ha  il  più  piccolo  grado.  Per 
tal  guisa  si  concepisce  che  una  funzione  non  prima  potrà  sempre 
decomporsi  in  un  prodotto,  di  funzioni  prime. 

Infatti,  se  una  funzione  F  non  è  prima,  ammetterà  almeno  un 
divisore  primo.  Se  il  quoziente  di  F  per  questo  divisore  non  è 
primo,  ammetterà  esso  pure  almeno  un  divisore  primo,  e  così  via. 
Ma  i  gradi  dei  quozienti  vanno  successivamente  diminuendo  ; 
quindi  si  perverrà  ad  una  funzione  prima  e  la  funzione  F  si  tro- 
verà così  decomposta  in  un  prodotto  di  funzioni  prime. 

993.  Tale  decomposizione ^  non  tenendo  conto  dei  fattori  costanti, 
non  può  farsi  che  in  un  unico  modo.  Suppongasi  infatti,  se  è  pos- 
sibile, che  si  sia  riusciti  a  decomporre  una  stessa  funzione  F  una 
volta  nel  prodotto  : 

G.H.I  .  .. 

di  funzioni  prime,  e  un'  altra  volta  nel  prodotto  : 

G'.H'.I'.  .  . 

di  funzioni  puro  prime,  dove  le  funzioni  G  ,  H  ,  I  ,  .  .  .  possono 
essere  uguali  fra  loro  in  tutto  od  in  parte,  e  cosi  le  G',  II',  I', .... 
Allora  la  funzione  G,  dividendo  il  prodotto  G-II»!  .  .  .  ,  dividerà 
anche  il  prodotto  G'«H'«r  .  .  .  che  forma  la  stessa  funzione  F.  Ma 
la  funzione  G  è  prima;  quindi  dev'essere  uguale,  (art.  991)  ad 
una  delle  G',  H',  I',  .  .  .  ,  per  esempio  alla  G'.  Allora  i  prodotti 
II'I  .  .  .  ed  H'-I'  .  .  .  formano  una  stessa  funzione,  e  quindi,  come 
prima,  la  funzione  H  dev'essere  uguale  ad  una  delle  funzioni  H', 
I',  .  .  .  ,  p.  es.  alla  H',  e  così  via.  Dunque  i  prodotti  G«H«I  .  .  .  e 
G'-H'«I'  .  .  .  debbono  essere  composti  cogli  stessi  fattori  primi. 

994.  Converrà  però,  a  scanso  di  equivoco,  enunciare  il  risultato 
delTart.  prec.  come  segue  :  fissato  un  certo  campo  di  razionalità 
0,  ogni  funzione  intera  data  di  x  si  può  decomporre  in  un  unico 
modo  in  un  prodotto  di  funzioni  intere  che  godano  delle  due  pro- 
prietà: lo)  di  avere  per  coefficienti  dei  numeri  appartenenti  al 
campo  C  ;  2o)  di  essere  prime  rispetto  a  questo  campo  di  razio- 
nalità. 

Variando  il  campo  di  razionalità^  può  variare,  come  si  è  già 
notato  (art.  986)  la  decomposizione  della  funzione  data  in  funzioni 
prime  ;  cosicché,  a  maggiore  schiarimento  di  quanto  si  è  enunciato 
agli  articoli  985  e  993,  si  può  aggiungere  quanto  segue  :  se  in 
luogo  del  campo  di  razionalità  C  al  quale  appartengono  i  coeffi- 
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denti  di  due  funzioni  intere  f(xj  ed  fi(x),  si  voglia  considerare 
un  campo  di  razionalità  piic  esteso  C  {che  comprenda  però  entro 
di  sé  il  campo  C)  ciascuna  delle  funzioni  f(x)  ed  f^Cx)  potrà  ac- 
quistare dei  divisori  primi  che  non  aveva  nel  campo  C.  Però  il 
loro  massimo  comun  divisore  resterà  inalterato. 

995.  Notiamo  ancora  che  alcune  volte  in  luogo  della  locuzione 
funzione  prima  si  usa  la  locuzione  funzione  irreduttibile.  Quando 
si  dice,  senz'aggiungere  altri  schiarimenti  o  restrizioni,  che  una 
funzione  intera  è  irreduttibile^  si  intende  dire  che  essa  è  prima 
nel  campo  di  razionalità  definito  dai  suoi  coefficienti. 

996.  Prima  di  chiudere  questo  §  osserveremo  che  la  ricerca  del 
massimo  comun  divisore  di  due  funzioni  intere  Y(x)  ed  Pj(a;)  è 
indispensabile  per  ridurre  alla  sua  più  semplice  espressione  una 
funzione  razionale  R(x)  data  e  già  ridotta  alla  forma  (cfr.  arti- 
colo 407): 

^^^^"  Y{xy 

Invero  se  D(a;)  sia  il  massimo  comun  divisore  di  Y^{x)  ed  F(x),  si 
potrà  scrivere  identicamente  : 

¥,{x)  =  D{x)^f^{x)  ,  Y{x)^D{xyf(x), 

essendo  ora  f^ix)  ed  f^{x)  prime  fra  loro,  e  quindi  : 

997.  È  questa  respressionc  piti  semplice  di  R(a?),  poiché  se 

^  ^     <^(x) 

è  una  qualunque  delle  espressioni  di  R(x)  sotto  forma  di  quoto  di 
funzioni  i7itere,  dovrà  essere  identicamente  : 

*,(x)  =  Q(x)f,(x)     ,     *(x)  =  Q(x)f(x), 

essendo  Q(x)  iena  certa  funzione  intera  di  x. 
Dalle  (a)  e  (3)  segue  infatti  : 

f,{x)(t>ix)  r=  f{x)<t>,(x).  (V) 

Quest'identità  ci  dice  che  f^{x)  divide  il  prodotto  f{x)^^(x).  Ma 
essa  ò  prima  con  f{X)  ;  onde  dovrà  dividere  (art.  ^984)  il  fattore 
<^l(a:).  Sarà  dunque  appunto  : 

(D,(a.-)  =  Q(a;y,(x) 

e  quindi  poi  anche,  come  si  vede  dalla  sostituzione  di  questa  c- 
spressione  di  ^I>,(a;)  in  (y)  : 

<!>{x)  =  Q{x)f{x) , 
e.  d.  d. 
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IVote  ed  Eserclsi. 

1.  Dimostrare  che  se  una  funzione  intera  di  a;  a  coefficienti  commensu- 
rabili ò  divisibile  per  x  t\/7,  e«sa  è  anche  divisibile  per  ae— \/7. 

2.  Si  è  ^ià  notato,  come  del  resto  dimostreremo  in  seguito  (cfr.  Capi- 
tolo XV,  §  2",  Note)  che  la  funziono  intera  x^'^  -f-  xP~*  -+-...  +  a;  +  1  (ove 
p  ò  un  numero  primo)  non  ammette  alcun  divisore  a  coefficienti  commen- 
surabili. 

Sapendo  ciò,  decomporre  la  funzione  ^P— 1  nei  suoi  fattori  primi  a  coef- 
ficienti commensurabili.  E  dimostrare  similmente  che,  decomponendo  la 
funzione  a?*P— 1  nei  suoi  fattori  primi  a  coefficienti  commensurabili,  si 
trova  come  risultato  : 

8.  Aggii'ngeremo  qui  alcune  osservazioni  assai  importanti  per  ricono- 
scere se  una  data  equazione  f{X)  =  0  a  coetHcienti  commensurabili  sia  o 
no  irreduttibile  nel  campo  dei  numeri  commensurabili,  cioè  se  f{x)  sia  o 
no  prima  nel  campo  di  questi  numeri.  Eseguendo  suir equazione  la  tra- 
sformazione X  —  ky  ove  k  ò  un  numero  commensurabile  convenientemente 
scelto,  si  può  sempre  fare  in  mudo  (cfr.  Gap.  XlV,  §  3")  che  il  primo 
coefficiente  in  /(.r)  abbia  il  valore  1  e  gli  altri  coefficienti  riescano  nu- 
meri interi  ;  eJ  è  chiaro  che,  se  Tequazione  f{x)  =  0  è  riduttibile,  lo  sarà 
anche  la  trasformata  e  reciprocamente.  Possiamo  dunque  ritenere: 

/(x)  :^-  x^  +  a^x^'"^  -f  ajx^-'-  +  .  .  .  +  «j, , 
essendo  «,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  «„  numeri  interi  ;  e  se  fix)  sia  riduttibile,    cioè,    se 


si  abbia  p.  es.  : 


essondo  -^(x)  e  -{/(x)  due  funzioni  intere  di  gradi  inferiori  m  ed  «  potremo 
ritenere  che  anche  il  primo  coefficiente  di  ^(x)  abbia  il  valore  l  ;  poiché 
se  avesse  il  valore  a,  basterebbe  dividere  per  a  tutti  i  coefficienti  di  ^(x) 
e  moltiplicare  per  a  tutti  quelli  di  '\{x).  Allora  però  anche  il  primo  coef- 
ficiente di  •|(x)  avrà  il  valore  1,  come  si  riconosce  uguagliando  in  (1)  i 
coefficienti  di  x^  nei  due  membri. 

Si  ha  ora  il  seguente  importante  teorema  dovuto  a  Guusa  {*)  :  te  una 
/unzione  intera  di  \  a  coefficienti  interi  e  col  primo  coefficiente  ugnale  alVnnità 
è  ideìiticamente  uguale  al  prodotto  di  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  ra- 
zionali e  col  primo  coefficiente  uguale  alV  unità,  anche  gli  altri  coefficienti  di 
tiuesVultime  funzioni  saranno  numeri  interi. 

In  virtù  di  questo  teorema  basterà  dunque  ricercare  se  sia  possibile 
soddisfare  alla  identità  (1)  prendendo  per  coefficienti  di  9  e  ^  dei  numeri 
interi  ,*  e  ciò  si  potrà  sempre  accertare,  come  non  è  difficile  riconoscere, 
mediante  un  numero  limitato,  assegnabile,  di  tentativi. 

4.  Pt>r  dimostrare  il  teorema  ora  citato  di  Gauss,  giova  premettere  il 
lemma  seguente. 

Se  9(x)  e  ^(x)  sono  due  funzioni  intere  di  x  con  coefficienti  interi  e  se  il 
prodotto  ^ixì-^x),  sviluppato  ed  ordinato  secondo  le  potenze  di  x,  ha  tutti  i 
sitoi  coefficienti  divisibili  per  un  certo  numera  primo  p,  V  una  o  V  altra  delle 
due  funzioni  ^(x)  ,  ^(x)  avrà  tutti  i  suoi  coefficienti  divisibili  per  p. 

(*)  Disquisitiones  arithmcticae.,  art.  42. 
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Siano  infatti  : 

9(x)  =  a^jcc'*  +  a^sc""^  +  .  .  .  f  a„ 


m 


le  due  funzioni,  e,  supponendo,  so  è  possibile,  il  contrario  di  quanto  si  è 
enunciato,  siano  «^  .,•  ©  ^m-X  ^  P^irai  coefficienti  di  f{x)  e  ^{x)  non  divi- 
sibili per  jt),  a  contare  dall'ultimo,  cosicchò  «  _,•  i  j  i  a,  ^^,2  »  •  •  •  >  ^in~jk4.i 
^w-Jt+2  '  •  •  •  saranno  tutti  divisibili  per  p.  Il  coefficiente  di  x'"*  *  nello  svi- 
luppo di  9(a?).'|(ar)  essendo  dato  da  : 

dove  tutti  i  termini  dal  secondo  in  poi  contengono  già  nn  fattore  divisi- 
bile per  p,  e  dovendo  per  il  dato  del  teorema  essere  divisibile  per  p,  è 
chiaro  che  anche  il  primo  termino  cLn-i^m-iH  dovrà  essere  divi sib. le  per  j>. 
Quindi  Tuno  o  l'altro  dei  due  coefficienti  dovrebbe  essere  divisibile  per  p 
contro  il  supposto.  Il  lemma  resta  cosi  dimostrato. 

5.  Ci  è  ora  facile  dedarre  il  teorema  di  Gauss.  Sia/(a7)  =  o(«)'{<ap),  dove 
/(x)  ha  il  primo  coeffic-entc  uguale  ad  1  e  gli  altri  numeri  interi.  Siano  poi 
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t^{x)  =  x"  +  c^x"'^  +  .  .  .  -r  c„ , 

essendo  le  6  e  e  numeri  razionali.  Indicando  con  fi  il  massimo  comun  de- 
nominatore delle  2»  e  con  C  quello  delle  e,  si  potrà  anche  scrivere  : 

rix)  =  ~\b',x-' +  b'.x'**-^  +  .  .  .  +  b'„l 

^{x)  -  -^1  c'oX"  +  c>"-'  +  .  .  .  +  c'„ 
dove  ora  lo  b'  o  e    sono  numeri  interi.  Si  ha  cosi  T  identità  : 

B-C-f(x}  =  (iV"  +  b'\x"'-'  +  . .  .)-(cV"  +  e",»"-»  +  . . .) 

dalla  quale  apparisce,  per  il  lemma  sopra  dimostrato,  che  uno  qualunque 
dei  fattori  primi  del  prodotto  B.C  dovrà  dividere  o  tutti  i  numeri  I'q  ,  b\  .... 
o  tutti  i  numeri  c'q  ,  t:\  ,  .  . .  .  Dividendo  quindi  per  questo  fattore  primo, 
l' identità  procedente  si  cainbierà  in  un'  altra  affatto  simile  che  si  potrà 
di  nuovo  semplificare  successivamente  finché  dal  primo  membro  sia  spa- 
rito completamente  il  fattore  B.C  Hesterà  allora  : 

f(x)  =-  (6"ox'»  +  6",x"'->  +  . .  .)ic"oX»  +  c'\x"-'  +  ...), 

dove  le  b"  e  e"  sono  ancora  numeri  interi.  Inoltre,  poiché  il  primo  coef- 
ficiente di  f(x)  =  0  è  1,  dovrà  essere  6"o.c"q=  1  e  quindi  in  valore  assoluto 
ò"f)  =  c'\,  =  1.  Si  potrà  dunque  scrivere  : 

f{x)  =  {x'''  +  ò'>"*-i  +  . .  .)(x'*  +  c'\x'"-^  f  . . .) 

con  che  il  teorema  di  Gauss  resta  dimostrato,  essondo  le  b"  e  e"  numeri 
interi. 

G.  Per  lo  funzioni  intero  di  più  variabili  a?,  y,  z, ...  si  hanno  dei  teoremi 
afi*atto  analoghi  a  quelli  stabiliti  in  questo  §.  Una  funzione  intera  /{X . 
y,  z, ...)  si  dice  divisibile  per  un'altra  funzione  intera  9(0;,  y,  3,...)  quando 
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sia  identicamente  : 

f{x,  y,  z,...)  =  (p(a;,  y,  2, . .  .)^(x,  y,  z, . . .) 

essendo  ^  del  pari  funzione  intera.  Fissato  un  certo  campo  di  razionalità, 
la  decomposizione  di  una  funzione  intera  /(x,  y,  2, . . .)  in  funzioni  prime 
(cioò  non  divisibili)  si  può  sempre  fare  ed  in  un  modo  unico.  Date  due  fun- 
zioni intero  qualunque,  esiste  sempre  un  massimo  comun  diTisore,  che  è 
indipendente  dalla  scelta  del  campo  di  razionalità,  ecc.  Per  non  dilungarci 
di  troppo  omettiamo  le  dimostrazioni  di  questi  teoremi  che  si  possono 
trovare  nell'opera  già.  citata  di  Capelli  e  OarhierU  Corso  di  Analisi  Alge- 
brica, Teorie  introduttorie,  pg.  456  0  segg. 

§  3.0  —  Abbassamento  del  g^rado  delle  eqaasionl 

dotate  di  radici  maltlple. 

998.  Data  una  certa  equazione  f{x)  ^  0,  dove  : 

f(x)  =  aox"*  +  ajcc'*"^  ■+-...+  Un^iX  +  a^  ,  (1) 

si  costruisca  la  derivata  : 

f'(x)  =  ?iaoaj'*-i  -f  {n  -  \)a^x*''-  +  .  .  .  +  a^.j  (2) 

e  si  determini,  col  metodo  dei  resti  successivi  (cfr.  il  §  2^;  il  mas- 
simo comun  divisore  D(a?)  di  (kx)  e  di  A^)« 

Se  la  funzione  D(aj)  non  è  di  grado  zero ,  essa  è  il  prodotto 
(art.  911)  di  funzioni  di  lo  grado: 

D(x)  =  (aj  -  (if{x  -  P)V  .  .  (a;  -  -5)^  (3) 

Allora,  poiché  («  -  a)'*  divide  D(a:)  e  D(x)  6  divisore  comune  di 
f[x)  ed  f{x)^  è  chiaro  che  ciascuna  delle  due  funzioni  f{x)  ed  f{x) 
sarà  divisibile  per  (a?  —  a)^ 

Di  qui  segue  che  a  è  radice  multipla  almeno  di  grado  pi  del- 
Tequazione  /"(a;)  =  0,  quindi  (art.  913)  almeno  di  grado  ji.  +  1  del- 
requazione  proposta  f{x)  —  0.  Anzi  essa  sarà  precisamente  radice 
multipla  di  questo  grado,  giacché,  se  f(x)  fosse  divisibile  per  una 
potenza  di  x  — a  superiore  a  |jl  +  1,  dovrebbe  f(x)  essere  divisibile 
(art.  913)  per  una  potenza  di  a:  —  a  superiore  a  |jl  ,  onde  /"(x)  ed 
f\x)  avrebbero  il  divisore  comune  (x  — a)*^"*"^  che  dovrebbe  poi  es- 
sere divisore  di  D(aj),  contro  il  supposto. 

Dunque:  il  massimo  comun  divisore  D(x)  delle  due  funzioni  f(x) 
ed  r(x)  eguagliato  a  zero  ha  per  radici  le  radici  multiple  di  f(x)=:0 
diminuite  di  un'unità  nel  loro  ordine  di  multiplicità. 

999.  Di  qui  segue  che  la  funzione  f{x)  decomposta  nei  suoi  fat- 
tori di  lo  grado  sarà  : 

f{x)^a^{x-fxf^\x  -^^)'^+i  ...  (a:-6)«^+i(x-Ci)  ...  (a:-c^)  (4) 

dove  Cj  ,  Cg  , .  .  .  ,  c^  sono  le  radici  semplici  di  f(x)  =  0. 

Se  ora  indichiamo  con  Q(a2)  il  quoziente  della  divisione  di  f(x) 
per  D(x),  si  avrà  identicamente  : 

Q(a:)=aQ(a;-a)(x-S)  ...  {•c—o)-(x-c^)(x-C2)  ...  (a:— O»  (^) 
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Se  inoltre  indichiamo  con  B^ix)  il  massimo  coman  divisore,  che 
si  determinerà  col  metodo  dei  resti,  delle  ftinzioni  Q,{x)  e  D(a;),  si 
ha,  confrontando  la  (3)  con  la  (5)  : 

D,(aj)  =  (a?  -  a){x  -  g)  .  .  .  (ac -  6) ,  (6) 

e  finalmente,  indicando  con  Q,(aj)  il  quoziente  di  Q(x)  per  D^Cx), 
si  ha  : 

QiW  =  «o(«  -  Ci)>  -  Cjj)  .  .  .  («  —  Cr).  (7) 

Pertanto  :  data  un'equazione  qualunque  f(x)  =  0,  si  può  sempre 
costruire,  con  semplici  operazioni  di  divisione^  un'equazione  Qi(x)=^0 
che  ha  per  radici  le  sole  radici  semplici  delV  equazione  f(x)  =  0, 
ed  un'  altra  equazione  Djfx)  =  0  f e  cui  radici  sono  tutte  semplici 
e  coincidono  con  le  radici  multiple  di  f(x)  =  0. 

1000.  Partendo  ora  dall'  equazione  T>(x)  =  0,  che  ha  per  radici 
le  radici  multiple  di  f{x)  =  0  col  grado  di  multiplicità  diminuito 
di  un'unità,  si  potrà  costruire  nello  stesso  modo  una  nuova  equa- 
zione che  abbia  per  radici  le  solo  radici  semplici  di  D(a;)=0,  cioè 
le  radici  doppie  di  f(x)  =  0.  Procedendo  poi  sempre  allo  stesso 
modo  si  costruirà  una  terza  equazione  a  radici  tutte  semplici  che 
coincideranno  con  le  radici  doppie  di  T>{x)  --  0,  cioè  con  le  radici 
triple  di  f{x)=0.  Si  conclude  dunque  che:  se  un'equazione  f(x)=0, 
di  grado  n,  ha  Pj  radici  semplici j  pg  radici  doppie,  Pj  radici  tri- 
plCj  ecc,  cosicché  sarà  : 

Pi  +  2p2  +  3p3  +  .  .  .  =  n  , 

la  sua  risoluzione  si  può  far  dipendere  da  quella  di  equazioni  di 
grado  inferiore y  cioè  da  un' equazione  di  grado  p^  che  darà  le  sole 
radici  semplici,  da  un' equazione  di  grado  p^  che  darà  le  sole  ra- 
dici doppie,  da  una  di  grado  pg  che  darà  le  sole  radici  triple  e 
così  via,  I  coefficienti  di  tutte  queste  equazioni  si  calcoleranno  in 
ogni  caso  con  semplici  operazioni  di  divisibilità  senza  che  sia  ne- 
cessario avere  alcuna  conoscenza  dei  valori  e  dei  gradi  di  mul- 
tiplicità delle  radici  deirequazione  proposta. 


£sercisi. 

1.  Kitìolvere  1'  equazione  di  sesto  ^rado  : 

2a:«  -  5x*  -  24x'»  -|-  63  ^  0 

che  si  farà  dipendere  col    metodo  spiccato    da  sole    equazioni  di  secondo 
grado. 

2.  Dimostrare  che,  so  un^cquazione  a  coefficienti  commensurabili  ha  una 
sola  radico  doppia,  questa  sarà  necessariamente  commensurabile. 

8.  Dimostrare  similmente  che,  se  un'equazione  a  coefficienti  reali  ha  una 
sola  radice  doppia,  essa  sarà  certamente  reale. 

4.  Dimostrare  più  generalmente  che,  so  un'equazione  ha  una  sola  radice 
multipla  di  un  certo  ordine  [x,  e  le  altro  multiple  di  ordini  diversi  da  [j., 
essa  apparterrà  al  campo  di  razionalità  definito  dai  coefficienti  deirequa- 
zione data. 
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§  4.0  --  Decomposislone  di  ana  funzione  razionale 

In  frazioni  parziali. 


1001.  Data  una  funzione  razionale  qualunque  di  x,  essa  si  può 
sempre  ridurre  alla  forma  «^y  essendo  o{x)  ed  F{x)  funzioni  in- 
tere di  X,  Ciò  posto,  se  il  grado  m  di  <^(x)  è  uguale  o  maggiore 
del  grado  n  di  r(x),  eseguendo  la  divisione  di  c{x)  per  P(x)  si 
potrA  sempre  avere  identicamente  (art.  976)  : 

F{x)     ^^  ^  ^  F(x) 
dove  f{x)  è  al  più  del  grado  n  -  1  in  x.   Noi   partiremo   dunque 
dalla  espressione  ridotta  ^^  per  la  quale  dimostreremo  il   teo- 
rema elle  segue. 

1002.  Sieno  a  ,  b  ,  e  ,  .  .  .  le  radici  dell'  equazione^  di  grado  n, 
r(x)  =  0,  e-  sieno  a  ,  ^  ,  y  ?  •  •  •  **  ^oro  rispettivi  gradi  di  multipli- 
cita.  Essendo  f(x)  una  funzione  intera  qualunque^  di  grado  infe- 
riore ad  n,  si  avrà  identicamente  : 

F(x)     X  -  a  "^  (X  -  a)2  "*"  •  •  '  "^  (X  -  a)* 

(1) 
B|  B^  Bp 

^  X  ~  b  "^  (l^bp  "^  •  •  •  ^  (x-b)? 

+ 

dove  le  Aj  ,  Ag  ,  .  .  .  ,  B,  ,  Bg  ,  .  .  ,  sono  delle  costanti  da  determi- 
narsi opportunamente. 

Poniamo  infatti  per  brevità  {x  —  b)\x  —  c)^  .  ,  .  =  ^(x),  e  sia  A 
una  costante  indeterminata  ;  si  ha  : 

f{x)  A  f{x)  A       ^fjx)^  A^jx) 

F(x)      {x-ay     {x-a)^ò(x)     (x  -  a)*     (a?  -  a)*.4(x)' 

Ora  si  può  sempre  fare  in  modo  che  il  numeratore  di  questa 
espressione  sia  divisibile  per  x  ~  a.  A  tale  oggetto  basterà  deter- 
minare la  costante  A  in  modo  che  sia: 

f(a)  -  A^{a)  =  0  (2) 

il  che  è  sempre  possibile,  poiché  pel  supposto  ^{x)  non  si  annulla 
per  X  =  a.  Detto  A^^  il  valore  di  A  cosi  determinato,  si  avrà  ; 

A'x)  -  A^4;(x)  =  (x  ^  a)f^(x) , 

essendo  f^(x)  una  funzione  intera  di  x  di  grado  inferiore  ad  n-1. 
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Scriveremo  dunque  : 

f{x)  _       A^      ^  f,{x) 


Y{x)      (X  -  a)*      {x  -  a)*"^^(x)  ' 

Poiché  il  numeratore  dell'  ultima  Inazione  è  di  grado   inferiore 
a  quello  del  corrispondente  denominatore,  si  troverà  similmente: 

f^(x)         _      A^_,  f^{x) 

-T 


{X  -  a)^'^^{x)      {x  -  af-^      (X  -  af-^i^isc)  ' 
onde  : 

F(x)      (X  -  a)*      {X-  a)*-^      («  -  a)*"  «  «Ka:)  ' 

essendo  anche  qui  f^{x)  di  grado  inferiore  a  quello  di  (a?— a)*'"*4'(«)' 
Così  procedendo  si  troverà: 

F(a;)  ""  (x  -  a)*  "^  •  •  •  "^  (x  -  a)  "^  f^{x)  ' 
Sia  ora  tj'Cac)  =  (x  — 6)'^-)r(2c)«  Si  troverà  similmente: 

^ix)''{X''b)^  (x^b)        xi^)    V 

e  così  di  seguito.  Si  giungerà  così  evidentemente  a  porre  la  fra- 

f(x) 
zione  :^Z7— ,  sotto  la  forma  (1)  data  neirenunciato  del  teorema. 

F(x) 

1003.  Ci  proponiamo  ora  di  dare  un  metodo  pratico  per  la  de- 
terminazione delle  costanti  A^  ,  .  .  .  ,  Aj  ,  Bo  ,  .  .  .  ,  Bj  ,  .  .  .  ,  p.  es. 

cieiie  ^n  y  •  •  •  >  -^^i  •  •  •  • 

Ponendo  x  -  a  =  z,  poiché  F(x)  è    divisibile    precisamente    per 
(X  -  af,  si  ha  : 

F(x)      z^'F^(z) 

dove  F,(z)  è  una  funziono  intera  di  z  che  non  si  annulla  per  z-0. 

Si  potrà  dunque  sviluppare  nel  modo  indicato  alTart.  965  la  fun- 

f(a  +  z) 
zione  razionale    — secondo  le  potenze  intere  e  positive  ere- 

Fi(z) 

scenti  di  z.  Supponiamo  che  si  trovi  : 

Fi(z)  a  a  1  3   2  1 

Paragonando    questo    sviluppo    colla    espressione    che    si    ottiene 

dalla  (1)  ponendo  x  =  a  +  z  e  moltiplicando   entrambi   i   membri 

per  2*,  cioè  : 

f(a  -4-  z\ 

=  Aq^  -|-  "-qj.jZ  4"  •  •  •  "f-  AjZ 


_  B^z» BgZ* 

"^  (a^'bV^)  "^  (a-6  +  z)2  ^  •  •  • 
+ 
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si  vede  subito  cbe  per  Tidentità  dei  secondi  membri  dev'essere  : 

Infatti  per  2  =  0  essi  prendono  i  valori  A'^^  ed  A^^,  onde  questi 
due  coefficienti  devono  essere  uguali.  Sopprimendo  nelle  due  espres- 
sioni i  due  termini  eguali  A\  ed  A^^ ,  dividendo  per  z  e  ponendo 
quindi  di  nuovo  z  =  0,  si  dedurrà  A'qj_i  =  A^^..^.  Sopprimendo  quindi 
le  parti  A'^^  +  A'^^^z  ed  A^^  +  A^^^z  che  sono  eguali,  dividendo  per 
z^  e  ponendo  ancora  z-0,  si  avrà  A'g^_g=Agj_2 ,  e  così  di  seguito. 

Da  questa  dimostrazione  risulta  al  tempo  stesso  che  le  costanti 
Aj  ,  Ag ,  .  .  . ,  Bj  ,  Bg  ,  .  .  .  nello  sviluppo  (1)  non  si  possono  deter- 
minare che  in  un  unico  modo.  Infatti  esse  devono  coincidere  in 
ogni  caso  colle  costanti  A\  ,  A'^  ,  .  .  .  ,  B\  ,  B'j  ,  .  .  .  determinate 
nel  modo  spiegato. 

1004.  Se  a  è  radice  semplice  di  r(x)=0,  la  costante  A  nello  svi- 
f(x)  A  Bj  Bg  ^  ^  .      ,      f(a) 

Posto  infatti,  come  all'art.  1002,  F(a;)=(x -a)4*(cc),  l'equazione  (2) 
ci  dà  appunto  : 

,  _  no)  _  m 

"  ^{a)  "■  F'(a)  ' 
poiché  (art.  690)  : 

T[x)  =  (oc  -  a)ii\x)  +  ii{x). 

1005.  Chiuderemo  con  una  osservazione  importante  relativa  al 
caso  in  cui  le  due  funzioni  f{x)  ed  F(x)  abbiano  i  loro  coefficienti 
reali.  In  tal  caso,  se  a  è  una  radice  immaginaria  di  multiplicità  a 
dell'  equazione  Y(x)  =  0,  quest'  ultima  equazione  avrà  (art.  945) 
un'altra  radice  immaginaria  conjugata  ad  a,  che  sia  p.  es.  ò,  dotata 
dello  stesso  grado  di  multiplicità.  È  quindi  chiaro  che  le  due  co- 
stanti A{  e  Bj  nei  due  termini  : 

A,  _B<_ 

{x  -  aY  "^  \x  -  hf  (^^ 

riusciranno  del  pari  due  numeri  conjugati;  poiché  lo  sviluppo  (1), 
non  potendo  eflTettuarsi  che  in  un  unico  modo,  deve  ricadere  in 
sé  stesso  se  si  cambia  dappertutto  i  in  -  «,  con  che  a  si  cambia 
in  ò,  nel  mentre  che  A^ ,  B,  si  cangiano  nei  numeri  complessi  ad 
essi  conjugati.  Allora  in  luogo  della  somma  (3)  si  potrà  scrivere, 
riducendo  tale  somma  al  comun  denominatore,  l'espressione  : 

-^^^^—r.  (3)' 


(a*  +  2?JC  +  qy 


dove  p  e  g  sono  numeri  reali  e  i^iix)  é  una  funzione  intera  di  x 
del  grado  i.  Si  ha  infatti  : 

ic*  +jpx  -H  5  =  3c^  —  (a  +  h)x  +  ah 
Capelli.  —  iHituzioni  di  analUi  algebrica^  8.^  odiz.  71 
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f^^x)  =  A,.(a:  -  bY  +  Bi(a  -  a)* 

ed  è  chiaro  che  i  coefficienti  delle  potenze  di  x  nei  secondi  mem- 
bri sono  tutti  numeri  reali. 

,    f(x) 
L* intera  funzione  razionale  — -  st  può  dunque  rappresentare , 

r  {X.) 

per  quanto  riguarda  le  radici  complesse  di   F(x)  =  0  ^    come    una 
somma  di  frazioni  del  tipo  (3)'. 

Note  ed  Esercisi. 


1.  Decomporre  in  frazioni  parziali  le  funzioni  : 

2x^  —  3x  +  1  x^  —  bx  +  ì  2x+  1 

(q^3)^'^c^1)  '  (aj-l)(3c-.2Xa:-3)  '  (aj-2)»(a?-  1)*' 

2.  Se  Inequazione  F(x)  :=  0  ha  le  n  radici  semplici  a  ,  6  ,  e  .  .  .  .  ,  y,  si  ha 
identicamente,  per  p  <n: 

«P  «P  b^  gP 


F(x)     F'(a)(x-a)     F'(6)(a?-6)  "  *  *  *  "^  FY(7)(a;-(7)' 
Dedurre  di  qui  che,  per  ^  <n— 1,  si  ha  sempre: 


a^         òP  g^        ^ 


ed  inoltre  si  ha 


F'(a)      F'(6)        •        F(i^) 
F'(a)  +  FXb)  +  •  •  •  ^  F'(ì;)  "  ^^ 


3.  Le  costanti  A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  B,  ,  B,  ,  .  .  .  nello  sviluppo  (1)  enunciato 
alPart.  1002  si  potrebbero  anche  determinare  identificando  /(x)  col  nume- 
ratore del  secondo  membro  di  (1)  ridotto  ad  unica  frazione.  Si  otterreb- 
bero cosi,  per  le  incognito  A,  ,  A^  ,  .  .  .  ,  B,  ,  B,  ,  .  .  .  ,  precisamente  tante 
equazioni  di  1"*  grado  quanto  è  il  loro  numero. 

Risolvendo  tali  equazioni  si  ricaveranno  i  valori  cercati  dello  costanti. 
Questo  metodo  si  chiama  delle  costanti  indeterminate. 

4.  Nell'ipotesi  che  F(x)  =  0  abbia  solo  radici  semplici,  si  esprima  il  de- 
terminante di  qucst^ultimu  sistema  di  equazioni  lineari  mediante  il  deter- 
minante delle  differenze  (discriminante  di  F(x))  formato  colle  n  radici  di 
F(a:)  =  0. 

5.  Se  a  é  radice  doppia  di  F\sc)  =  0,  le  due  costanti  A  ,  A',  relative  alla 
radice  a,  nello  sviluppo  : 

Ax)  _       A  B 

F(a:)  ~  (X  -  a)«     (x  -  a)  "^  ■  •  •  ^  ' 

hanno  i  valori  : 

A      2Aa)  R         2     r  1        F"(a)l 

11  lettore  giungerà  facilmente  a  queste  espressioni  moltiplicando  i  due 
membri  di  (a)  per  (a:  — a)'.F('a;),  derivando  quindi  membro  a  membro  l'iden- 
tità cosi  ottenuta  tre  volte  di  seguito  rispetto  ad  «,  e  sostituendo  final- 
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mente  nelle  due  ultimo  identità  in  luogo  di  x  il  valore  a,  pel  quale  si  ha 
F(a)  =  F'(a)  =  0. 

6.  Alle  formole  della  Nota  2*  si  riconnette  un  principio  algebrico  in- 
trodotto con  grande  vantaggio  dal  CAeZmt  nello  studio  di  alcune  questioni 
di  geometria  analitica.  (Si  veggano  le  Ricerche  di  geometria  analitica  del 
Beltramif  nelle  memorie  doirÀccademia  di  Bologna,  1879). 


§  5.0  —  Della  Risaltante  di  due  equaelonl. 


1006.  Il  problema  di  decidere  se  due  funzioni  date  f{x)  e  ^{x) 
siano  0  no  prime  fra  loro,  cioè  se  abbiano  oppur  no  un  divisore 
comune  almeno  di  primo  grado  nella  a?,  coincide  con  quello  di 
decidere  se  le  due  equazioni  corrispondenti  : 

f{x)  =  0  ,  ^{x)  =  o  (1) 

abbiano  oppur  no  almeno  una  radice  comune. 

Infatti,  se  esiste  una  radice  a  comune  a  queste  due  equazioni, 
entrambe  le  funzioni  f(x)  e  c(cc)  saranno  divisibili  per  (ac  —  a)  : 
onde  esse  avranno  almeno  questo  divisore  comune  di  primo  grado. 

Reciprocamente,  se  f(x)  e  cpfa:)  hanno  un  divisore  comune  D(a;) 
di  grado  eguale  o  maggiore  di  1,  detta  a  una  radice  dell'  equa- 
zione D{x)-0,  la  funzione  D(cc)  sarà  divisibile  per  (x—a)  e  quindi 
lo  saranno  anche  le  f(x)  e  <p(ac)  di  cui  D(aj)  è  per  supposto  divi- 
sore comune,  cioè  le  due  equazioni  (1)  avranno  in  comune  questa 
radice  a. 

Ci  proponiamo  pertanto  di  ricercare  a  quali  condizioni  debbano 
soddisfare  i  coefficienti  delle  due  funzioni  date  : 

f{x)  =  aox*^  +  ciix'""-^  +  .  .  .  +  a^ 
e  (2) 

<p(x)  =  òoac"*  +  b^x""'^  +  .  .  .  +  6^ 

affinchè  le  due  equazioni  (1)  abbiano  una  radice  comune.  Noi  ve- 
dremo che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ciò  accada 
ò  data  dall'annullarsi  di  una  certa  funzione  intera  R(ao  ,  a^ ,...,  6©  ^j—) 
dei  coefficienti  delle  due  equazioni;  e  vedremo  come  si  costruisca 
effettivamente  questa  funzione,  che  si  chiama  la  risultante  delle 
due  funzioni  date  f\x)  o  (^  x). 

1007.  Supponiamo,  a  tale  oggetto,  che  le  due  equazioni  (2)  ab- 
biano una  radice  comune  a;  cosicché  sarà,  scrivendo  i  termini 
delle  equazioni  in  ordine  rovesciato  : 

«w  +  «m-i^  +  «m-2a*  +  •  •  •  +  «la"*"^  +  aoa"*  =  0 
e 

bn  +  ^.-1^  +  ^..-2»'  +  .  .  .  +  0^0!""^  +  booT  =  0, 

Moltiplicando  la  prima  di  queste  due  uguaglianze  successiva- 
mente per  a  ,  a-  ,  .  .  .  ,  a'*"*  e  la  seconda  per  a  ,  a*  ,  .  .  .  ,  a*""* , 
si  ottengono  le  seguenti  m  -i  u   eguaglianze  (che   noi   scriveremo 
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per  maggiore  chiarezza  per  il  caso  di  m  =  4,  n  =  3)  : 


*2 


«4»  +  «s^t  +  «2*   +  a^a*  +  aox 


=  0 


o^a*  +  aga*  +  a^a*  +  a^a^  +  a^a*  =  0 


òga  +  ò^a*  +  ^1*^  +  ^o«*  =  0 

òja*  +  b^7?  +  ò^a*  +  00*5  =  0 

cbe  si  possono  considerare  come  un  sistema  di  m  +  n  equazioni 
lineari  omogenee  fra  m  +  n  incognite,  il  quale  resta  soddisfatto 
prendendo  per  le  incognite  i  valori  : 

1  ,  a  ,  a2  ,  a»  ,  .  . . ,  a'^^'^K 

Poiché  questi  valori  non  sono  tutti  nulli,  giacché  almeno  il  primo 
é  certo  diverso  da  zero,  così  dovrà  essere  nullo  il  determinante 
dei  coefficienti  (art.  432)  cioè  : 

^4  ^3  ^2  ^1  ^0  ^  ^ 

0    a^  a^  a^  «i  «0  ^ 

0   0    «4  ^3  ag  «1  «0 

63  h^  b^  ÌJq  0  0  0       =0. 

0    Ò3  62  Z?i  òo  0  0 

0    0    &3  Ò2  ^1  &o  0 

0    0    0    63  62  ^1  òo 

Rovesciando  nel  determinante  del  primo  membro,  come  è  sem- 
pre lecito,  l'ordine  di  successione  delle  orizzontali  e  di  poi  l'ordine 
di  successione  delle  verticali,  si  può  anche  scrivere  questa  condi- 
zione sotto  la  forma  : 

60  61  &2  ^3  0  0  0 

0  ^0  ^1  ^2  ^3  0  0 

0  0  òo  ^  h  h  0 

0  0  0  òo  6,  62  63      =0. 

ao  «1  «2  %  ^'4  0  0 
0  Oq  «1  «2  ^3  '^'i  ^ 
0    0    ao  aj  «2  ^3  ^4 

1008.  Noi  chiameremo  pertanto  risultante  delle  due  funzioni 
9(0;)  ed  f{x)  definite  dalle  (2)  la  funzione  razionale  intera 
^(<h  ;  ^1  >  •  •  •  j  ^0  >  ^i  ?  •  •  •)  dei  loro  coefficienti  data  dal  determi- 
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nante  ora  trovato,  cioè  la  fanzione  (*)  : 

60  ^1  ^2 ^n  0  •••  0 

0    Òq  &|  Ò2 «ò^  •••  0 


R  = 


0    0    0    0...  ÒqÒi  ...  ò,, 

Oq  ^1    0% ^m  ^  ***  ^ 

0    «0  a^  ttg «w—O 


(3) 


0    0   0    0 ...  aoa^ ...  a^ 

Finora  abbiamo  soltanto  dimostrato  ohe  la  condizione  R  =  0  é 
necessaria  affinchè  le  due  equazioni  date  (2)  abbiano  almeno  una 
radice  comune.  Ci  resta  ad  accertare  che  questa  condizione  è  al- 
tresì sufficiente,  ciò  che,  reciprocamente  se  si  ha  R-0,  le  due  equa- 
zioni (2)  avranno  almeno  una  radice  comune, 

1009.  Consideriamo  a  tale  oggetto  il  determinante  seguente  di 
ordine  m  +  n  4- 1 


m-i 


9(x) 


Òq    b^    &2  ***  ^n ^      ^ 


0    bo  61 b^ 0    aj'""'(p(aj) 


0    0    0  ...  60  ^1  -  K         ixfi(f{x) 

ao  Oi  a2...a^ 0     a**"Y(a;) 

0    ao  a^ a^  ....  0     x'*''^f{x) 


0    0    0  ...  ao  aj 


a 


m 


i^o  Pi  Pi 


i^m+n-i 


X^f{x) 
F{X) 


(4) 


che  si  ottiene  dal  determinante  (3)  aggiungendovi  una  nuova  ul- 
tima verticale  ed  una  nuova  ultima  orizzontale.  Qaanto  all'ultima 
verticale,  si  supporrà  che  F{x)  sia  una  fanzione  intera  qualsivo- 
glia, del  grado  w  +  n  —  1,  della  x  e  che  ;>o  >  -Pi  ?  •  •  •  ;  P»n-n-i  siano 
i  suoi  coefficienti.  Poiché  si  ha: 


f{x)  =  aocc***  i-  aisc"*  '^  +  .  .  .  +  a 


(5) 


è  facile  rinonoscere  che,  se  dall'ultima  colonna  del   determinante 
(4)  si  sottragga  la  prima  colonna  moltiplicata  per  aj"*'*"'*"\   quindi 


(*)  lì  metodo  tenuto  per  giuDgere  a  questa  risultante  si  suol  chiamare 
metodo  dialitico  di  Sylveater. 


(6) 
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la  seconda  colonna  moltiplicata  per  «*+'•"*  e  cosi  di  seguito  fino 
a  sottrarne  la  penultima  colonna^  gli  elementi  deirultima  colonna 
si  riducono  tutti  allo  zero.  Si  vede  dunque  che  il  determinante  (4) 
è  identicamente  uguale  a  zero,  qualunque  sia  il  valore  di  x.  Se 
dunque  indichiamo  risp.  con 

gli  aggiunti  degli  elementi  deirultima  colonna,  Tultimo  dei  quali 
ha  evidentemente  il  valore  R  dato  dalla  (3),  i  quali  sono  delle  co- 
stanti formate  colle  ao  ,  a^  ^  ,  .  . ,  bo  y  b^  y  .  •  ,  ,  po  ^  Pi ,  •  •  •  j  si  avrà 
r  identità  : 

(Poa:"*-^-fPiX^-»+...+P«.i)?(«)  +  (Qoa?'*-^+Qix'^»+... 

Ponendo  per  brevità  : 

-  (Pox-i  t  P,x-*  +  .  .  .  +  P,.i)  =  f,{x) 

"  (Qo^^'*"'  +  Qix^''  +  . . .  +  Q,..i)  =  ?(x) 

si  ha  dunque  il  seguente  : 

Teorema.  —  Se  f(xj  e  ^(x)  sono  due  funzioni  intere  date  (5)  risp. 
dei  gradi  m  ed  n,  R  2a  loro  risultante  definita  dalla  (3),  F(x)  una 
funzione  intera  qualsivoglia  di  grado  m  +  n  —  1,  esistono  sempre 
due  funzioni  intere  fi(xj  di  grado  m— 1,  e  ?i(x)  di  grado  n  —  1, 
per  le  quali  si  ha  identicamente  : 

R.F(x)  =  fì[x)9,(x)  +  (p(x)f,(x),  (7) 

le  espressioni  effettive  delle  fj  e  9^  essendo  date  dalle  (6). 

1010.  Supponiamo  ora  che  la  R  sia  eguale  a  zero.  Si  avrà  al- 
lora, in  luogo  della  (7),  V  identità  : 

f{x)^,{x)  +  ^{x)f,{x)  =  0 

d'  onde  : 

f{o:)'^,{x)=  -(^{x)'f^(x). 

Di  qui  emerge  che  la  funzione  f{x)  divide  esattamente  il  pro- 
dotto ^(x)'fi(x)y  ond'essa  non  può  essere  prima  con  ^(a;).  Infatti, 
se  f{x)  fosse  prima  con  9(0;),  poiché  essa  dividerebbe  il  prodotto 
<f{x)'f^(x)  e  sarebbe  prima  col  fattore  (f(x),  dovrebbe  dividere  esat- 
tamente (art.  984)  l'altro  fattore  fi(x).  Ora  ciò  è  assurdo  ;  poiché, 
essendo  f{x)  del  grado  w,  non  può  dividere  f^{x)  che  é  soltanto 
di  grado  m  —  i.  Dunque  le  due  funzioni  f(x)  e  9(x)  avranno  in 
comune  almeno  un  divisore  di  primo  grado  in  ac,  e.  d.  d. 

1011.  Imaginando  sviluppato  il  determinante  (3)  che  dà  l'espres- 
sione di  R,  si  avranno  dei  termini  contenenti  il  fattore  zero  e 
quindi  nulli  ;  tutti  gli  altri  termini  poi  conterranno  evidentemente 
m  fattori  b  appartenenti  alle  prime  m  orizzontali  ed  n  fattori  a 
appartenenti  alle  altre  n  orizzontali.  Dunque  la  risultante  R  delle 
due  funzioni  (2)  è  una  funzione  omogenea  e  di  grado  n  nei  coef- 
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fidenti  della  funzione  f(x)  del  grado  in,  ed  omogenea  e  di  grado  m 
nei  coefficienti  delV altra  funzione  ^(x)  del  grado  n. 

1012.  In  ogni  termine  bo^/* .  .  .  b/''ao"°a/*  . . .  s^J''^  dello  svi- 
luppo  di  B;  la  somma  degli  indici  di  tutti  i  singoli  fattori  a^  , 
flj  ^  .  .  •  ,  Dq  ,  Dj  ,  .  •  . 

0-po  +  1-Pi  -^^Pj  -!-  ...  +n?„  +  0.^0  + 1  •«!  +  ..  .  +  m»a^ 

{che  si  chiama  il  peso  del  termine  stesso)  è  la  stessa  in  tutti  i  ter- 
mini ed  è  uguale  ad  inu. 

Infatti^  se  gli  elementi  che  compongono  un  termine  qualunque 
(non  identicamente  nullo)  del  determinante  (3),  si  scrivono  secondo 
l'ordine  naturale  delle  orizzontali,  il  termine  ottenuto  è  della  forma: 

b  h  .  ,  .  />  a,      ,  a       _  .  .  .  a, 

essendo  h^  y  h^  y  *  »  -  j  h^  ,  k^  ,  k^ ,  ,  .  ,  ,  k,^  i  numeri  che  indicano 
l'ordine  delle  corrispondenti  verticali  ;  cosicché  h^ ,...,  h^  ,  k^ ,...,  k^ 
non  sono  che  i  numeri  1  ,  '2  ,  .  .  .  ,  w  +  n  scritti  in  un  certo  ordine 
e  per  conseguenza  : 

^i  +  /r2+...+^^+A4+A:^+...  I  A:,,==l+2+...+(w+n)==  ~  — ^^-^^^ 

La  somma  degli  indici  di  tutti  i  singoli  fattori  del  termine  è 
dunque  : 

(71,  -  1)  +  (7^2  -  2)  4-  .  .  .  +  (^«  -  m)  +  (Aci  -  l)(^•,  -  2)  .  .  .  (^-^  -  n) 

ossia,  per  T  uguaglianza  precedente  : 

(m  +  n)(w  +  n  +  1)      m{m  4-  1)      «(n  +  1) 
2  2  2 

che  è  appunto  mn\  e.  d.  d. 

1013.  Il  determinante  (3)  si  può  ridurre  sotto  forma  di  un  de- 
terminante di  ordine  uguale  al  maggiore  dei  due  numeri  m  ed  n, 
facendo  uso  delle  note  trasformazioni  che  non  alterano  il  valore 
di  un  determinante  (*j.  Si  può  però  anche  giungere  direttamente 
a  questa  nuova  forma  della  risultante  col  metodo  seguente  dovuto 
a  Bézout. 

Sia  m  il  maggiore  dei  due  numeri  m,  w,  qualora  essi  non  fos- 
sero eguali  ;  e  riguardiamo  /"e  7  come  funzioni  dello  stesso  grado  m: 

f{x)  =  Oo  +  a^x  +  ajX*  +  .  . .  +  a^x^ 

(8) 

Se  ce  è  una  radice  comune  alle  due  equazioni  f{x)=^0  e  ?(a;)=0, 


(*)  Cfr.  Baltzer  :  Theorio  un  Anwendung  der  Determinanten.  §  11,  arti- 
colo 12.  (Ediz.  1875). 
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si  ha  evidentemente  : 


(p(a) 


V+l 


+  &-J.9X  +  . .  .  +  6^x 


V+2 


,m-i^l 


=  0, 


comunque  si  scelga  T  indice  r  da  0  fino  ad  wi  — 1.  Si  ha   quindi 
anche,  sottraendo  dalla  prima  colonna  la  seconda  moltiplicata  per 


X 


r+i . 


«r+i+«r+2^+  ...  +a^aj'^'^* 


che  è  un'equazione  in  x  del  grado  m  —  1,  che  scriveremo  : 


=  0      (9) 


'rO 


"t"  C^4*C  T  Cy^JC    "T"  .  •  •  ~i"  C|.    «I— 1*'^  •""  ^« 


(9)' 


Applicando  al  determinante  (9)  il  teorema  (art.  418)  sulla  de- 
composizione di  un  determinante  in  cui  gli  elementi  di  una  co- 
lonna sono  somma  di  un  egual  numero  di  parti,  e  ponendo  per 
brevità  : 

^rt  =  «A  -  «Jk^i  »  (10) 

si  trova  subito  che  : 

d'  onde  segue  facilmente  che  : 


^rs  "~  ^tr* 


(12) 

Eliminando  ora  dalle  m  equazioni  (9)'  le  m  quantità  1 ,  oc,  a:*,...,x*""* 
analogamente  a  quanto  si  è  fatto  all'  art.  1007,  si  trova  la  condi- 
zione : 


'00 


10 


01 


11 


•  •  •  e 


0  »  m-1 


•  •  •  o 


1  ,  w-l 


=  0. 


(13) 


^m-l  ,  0       ^m-1  ,1      •  •  •  ^m-i  ,  m-1 

Si  ha  cosi  nel  determinante  2=^^00^11  .  .  •  c^-i ,  m-i  ^^*  nuova 
espressione  della  risultante  già  definita  mediante  il  determinante  (3> 
I  due  determinanti  (3)  e  (J3)  non  differiscono  che  per  un  fattore 
numerico. 

1014.  Si  voglia,  ad  esempio,  la  risultante  delle  due  equazioni  di 
secondo  grado  : 


«0  +  «lOC  +  (i^x*  =  0  ,  60  +  &!«  +  ^y»*  =  0. 
Si  ha  in  tal  caso  : 

^00  =  ^01  =  ^0^1  —  ^1^0  I 

^01  ~  ^10  ^  "02  ~  ^0^2  —  ^2^0' 


(H) 
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La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  le   (14)   abbiano 
una  radice  comune,  è  dunque  data  da  : 


^00    ^01 


^10    ^11 


=:(ao6i  -  ai&o)(«i62-«2^i)--(«o^2-«8M*=0-  (i^) 


Il  primo  membro  della  (15)  moltiplicato    per   4    si    può    anche 
porre  sotto  la  forma  : 

(a,^  -  4aoa,)(6i'  -  ^hb^)  -  l2ao&,  +  26003  -  a^^  (15)' 

che  ci  dà  una  nuova  espressione  della  stessa  risultante  delle  (12). 

1015.  Il  discriminante  dell'equazione: 

f{x)  =  rto»'*  +  a^x'"^  +  .  . .  +  a^.jX  +  a„  =  0,  (16) 

u<2:uagliato  a  zero,  esprime  (art.  934)  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente  affinchè  quest'equazione  abbia  una  radico  multipla.  Esso 
può  dunque  anche  ottenersi  (cfr.  art.  913)  come  risultante  deire- 
quazione  (16)  e  della  sua  derivata: 

f(a:)=inaoic'*~^-f-(?i-l)aiaj'*-2-f-(7i-2)a2x"-2.K..4-a„^j  =  0        (17) 

o,  meglio,  come  risultante  deirequazione  (17)  e  dell'equazione  : 

nf(x)  -  xf\x)  =  0 
cioè  : 

a^x'^'^^-^a^x'^'-Vòa^x'''^^  ...  +(«-l)a„.iCc-}  7ia,,^0.         (17)' 

1016.  Così,  ad  esempio,  il  discriminante  A    dell'  equazione    del 
terzo  grado  : 

aoic^  T-  ajsc-  -t-  a^x  -j-  Og  =  0 

si  può  ottenere  come  la  risultante  delle  due  equazioni  : 
300^"*  +  2aia;  +  a,  —  0  ,  a^x*  +  2a^x  +  *òa^  —  0. 
Pertanto,  applicando  la  formola  (15),  si  trova  : 

Vote  ed  Esercisi. 


1.  Dalla  seconda  espressione  (15)',  trovata  all'art.  1014,  por  la  risultante 
di  due  equazioni  quadratiche /=  0,  9  =  0,  riconoscerò  che  questa  risul- 
tante è  il  discriminante  di  una  terza  equazione  quadratica  lo  cui  radici 
separano  armonicamente  tanto  lo  radici  di /=  0  come  quelle  di  j»  =  0. 

Si  noti,  a  questo  proposito,  che  la  condizione  : 

2(1^1)^  +  26^,^2  —  «161  -  0 

ò  necessaria  e  sufficiente  perchè  le  due  coppie  dì  radici  delle  (14)   si    se- 
parino armonicamente. 

Capelli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  3.*  ediz.  72 
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2.  Calcolare  la  risultante  delle  due  equazioni  : 

a^pc^  -\-  ayX^  +  a^x  +  aj  =  0     e     òoos*  +  h^x  f-  6^  =  0. 
Si  troverà  il  risultato  seguente  : 

8.  La  condizione  affinchè  le  due  equazioni  f{x)  =  0   e   9(0?)  =  0   ammet- 
tano una  radice  comune,  si  può  trovare  anche  cosi.  Siano   oc ,  ^  ,  y  ,  ...  ,  X 
e  radici  di  ^(x)  =  0.  Ponendo  : 

B  =  /(a)AP)AT)---ra), 

si  ha  una  funzione  simmetrica  delle  oc  ,  ^  ,  y  ,  .  .  .  ,  X.  Si  potranno  quindi 
eliminare  queste  radici  incognite  e  si  otterrà  per  £  una  funzione  dei  soli 
coefficienti  di  /  e  9.  £  evidente  che  B  =r  0  è  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente  cercata.  Questo  metodo  di  costruire  la  risultante  dicesi  delle 
funzioni  simmetriche.  Più  tardi  (Cap.  XIV,  §  7.°)  avremo  occasione  di  rico- 
noscere ridentità  della  espressione  cosi  ottenuta  colla  (8). 

4.  Oppure  si  può  procedere  anche  come  segue:  se 

aoa;"*+aix"»-i+  ...  -f  a,„=0     e     6oaJ*'*+6i2c"*"*+  ...  +6^=0 

sono  le  due  equazioni  che  devono  essere  soddisfatte  da  uno  stesso  valore 
di  x,  si  sottraggano  Tuna  dalTaltra  dopo  averle  moltiplicate  risp.  per  ò^. 
e  per  a^, ,  ovvero  dopo  averle  moltiplicate  per  6^  ^^  ^o*  Si  otterranno  cosi 
due  equazioni  in  x  del  grado  m— 1.  Applicando  a  queste  lo  stesso  proce- 
dimento, se  ne  dedurranno  altre  due  dei  grado  m  —  2  e  cosi  di  seguito,  fin- 
ché si  giunga  a  duo  equazioni  di  primo  grado  : 

CqX  -h  Ci  =  0         (IqX  4-  tf  j  =  0. 

E  chiaro  che  Co(£i  — c,<2q  =  0  sarà  allora  la  condiziono  cercata. 
Questo  metodo  dicesi  di  Eulero. 

5.  Accenneremo  finalmente  ad  un  altro  metodo  (tenuto  anche  dal  Weier- 
straaa  nelle  sue  lezioni)  che  risolve,  più  generalmente,  il  problema  di  tro- 
vare lo  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  le  due  funzioni  : 

/'(ac)=aoac*"-!-aix"*"H...-f«„i     e     c?(a;)=òo3c'*+6iX'*"*+...-f  6„ 

abbiano  un  divisore  comune  di  grado  i  nella  x. 

Partendo  dalla  decomposizione  di  queste  funzioni  nei  loro  fattori  di 
1**  grado,  si  riconosco  subito  che  affinchè  cih  accada  è  necessario  e  sufficiente 
che  esistano  due  funzioni  intere  9,1.1  ^^  ^m-t»  i^i^P-  dei  gradi  n  — i  ed  m  — i, 
per  le  quali  si  abbia  identicamente  : 

Ora,  eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  singole  potenze  di  x  nei 
1^  membro,  si  ottiene  fra  gli  m-T-«-f'2t+2  coefficienti  indeterminati  di  9„^i 
©d  /*,„_,•  un  sistema  di  m  f-71— i  +  1  equazioni  lineari  omogenee.  Per  avere 
le  condizioni  cercate  basterà  dunque  esprimere  che  tali  equazioni  possono 
coesistere  per  valori  non  tutti  nulli  delle  incognite.  A  tale  oggetto  si  do- 
vranno porre  uguali  a  zero  certi  determinanti  contenuti  nella  matrice  del 
sistema,  secondocliè  si  è  visto  al  Cap.  V  (art.  415).  Per  *  — 1  il  sistema 
si  compone  di  m  -f  n  equazioni  fra  m-\-n  incognite,  e  la  matrice  del  sistema 
è  la  stessa  matrice  (H)  ottenuta  col  metodo  di  Sylvester.  Per  la  coesistenza 
delle  equazioni  dovendo  annullarsi  (art.  432)  il  determinante  di  questa  ma- 
trice, si  ritrova  cosi,  come  risultante  dello  due  equazioni,  lo  stesso  deter- 
minante (3).  L' indole  stessa  della  dimostrazione  ci  dice  in  tal    caso   che 
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l'annullarsi  di  R  sarà  anche  condiziono  sufficiente  affinchè  le  due  equazioni 
abbiano  in  comune  un  divisore  variabile  e  quindi  anche  almeno  una  radice. 


§  Q.o  --  Blsolazlone  di  dd  sistema  di  dae  equazioni 

con  due  incognite. 


1017.  Una  funzione  intera  di  grado  m  delle  due  variabili  xed 
y  è  data  da 

f{x  ,  y)  =  p^""  +  p.x'""  '  +  p^x"^'^  +  .  .  .  +  p^_,x  +  p^ 

dove  Po  è  una  costante  ^  Pi  9  P2  7  '  '  *  ^  Pm  sono  altrettante  funzioni 
intere  di  y  del  tipo  : 

jPi  =  ao  4-  a^y  +  «gj/g  +  •  •  •  +  «il/*? 

cioè  in  generale  ju  ^  ^^^  funzione  intera  del  grado  i  di  y. 
Ciò  premesso,  si  abbiano  le  equazioni: 


9(^  7  y)  =  Qo^*'  +  ?i«'*"^  +  <?2^"~*  +  .  .  .  +  <?n  =  0 


(1) 


e  si  voglia  cercare  ogni  coppia  di  valori  speciali  di  x  ed  y  tali 
che  le  due  equazioni  siano  per  essi  soddisfatte  simultaneamente. 
Se  «  =  7  , 7/  =  p  è  una  coppia  di  cosiffatti  valori,  sostituendo  nelle 
due  equazioni  (1)  il  valore  p  di  y,  si  hanno  le  equazioni: 


f{x,^)  =  0     ,     c(x,p)  =  0 


C-^) 


che  saranno  soddisfatte  da  x  =  a  ;  cioè  si  hanno  due  equazioni  in 
X  che  hanno  una  radice  comune^  onde  la  loro  risultante  deve  es- 
sere nulla. 

In  questo  caso  la  risultante  è  una  funzione  di  p,  ovvero  di  y, 
onde  si  ha  Tequazione  ad  una  sola  incognita  B,{y)  =  0,  che  dicesi 
il  risultato  deìV eliminazione  di  x  fra  le  due  equazioni  date  (1).  Il 
primo  membro  di  questa  equazione  sarà  lo  sviluppo  del  determi- 
nante di  cui  abbiamo  appreso  la  costruzione  nel   §  precedente. 

Si  ha  dunque  la  seguente  equazione  : 

Po  Pi  Pi  Ps-'Pm  0   0..0 
0    Po  Pi  Pi  -       Pm  0..0 


R(y)  = 


ì).. 

Qù  Qi 

0    Qo 

Ql    (/:?•••         Qh     0.0 

Qn 

=  0. 


(.^) 


1018.  Per  determinare  il  grado  di  questa  equazione  in  y,  osser- 
viamo che,  essendo  ognuna  delle  2>  a  q  una  funzione  intera  di  y 
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di  grado  eguale  al  proprio  indice,  un  termine  qualunque  dello  svi- 
luppo del  determinante  (3}  : 

PiPjPr  '  •  •  9hQk9$  •  •  • 

sarà  una  funzione  intera  di  y  del  grado  : 

i  +j  -fr+...4-A  +  A:  +  «. 

Ma  questa  somma  di  indici  è  la  stessa  ^art.  1012)  per  tutti  i  ter- 
mini del  determinante  (3)  ed  ha  il  valore  mn.  Concludiamo  dun- 
que che:  V  eliminazione  di  x  fra  le  due  equazioni  f(x  ,  y  )  =  0  e 
9(x  ,  y)  =  0  (la  j^f'inia  di  grado  m,  la  seconda  di  grado  jì)  conduce 
ad  un'equazione  R(y)  =  0,  contenente  la  sola  y,  del  grado  m  X  n. 

1019.  Si  noti  che  l'equazione  B.iy)  ^0  sarà  poi,  almeno  ingene- 
rale, eflfettivamente  del  grado  wn,  cioè  che  il  coefficiente  di  y"^^^ 
in  R(y)  è  in  generale  diverso  da  zero. 

Infatti  questo  coefficiente  altro  non  è  che  lo  stesso  determinan- 
te (3)  in  cui  le  p,  e  q^  rappresentino  non  già  le  funzioni  p^  e  5, 
di  y  ma  soltanto  i  primi  coefficienti  di  tali  funzioni,  che  sono  dei 
numeri  assegnati  ad  arbitrio.  Ora  noi  già  sappiamo  (cfr.  il  §  prec.) 
che  per  valori  numerici  arbitrarli  p  0  q,  il  valore  del  determi- 
nante (3)  ò  in  generale  diverso  da  zero. 

1020.  Dopo  quanto  si  è  trovato  è  ora  facile  di  dedurre  che  est- 
stono  in  generale  mn  coppie  distinte  di  valori  x  ,  y  che  soddisfano 
le  due  equazioni  date  f(x  ,  y)  =  0  e  9(x  ,  y)  =  0  la  prima  di  grado 
m,  la  seconda  di  grado  n  nelle  due  variabili  x  ,  y. 

Difatti,  poiché  R'?/)  =  0  ò  un'equazione  di  grado  mn  in  y,  essa 
ammetterà  in  generale  mn  radici  distinte  : 

Per  una  qualunque  y,  di  queste  radici  si  avrà  R  y,)  =  0  ,  cioè 
sarà  soddisfatta  la  condizione  affinchè  le  due  equazioni  in  x  : 

ammettano  una  radice  comune  ce,-.  Questa  radice  comune  si  de- 
terminerà cercando  il  massimo  comun  divisore  delle  due  funzioni 
f(x  ,  yi)  e  9(x  ,  ^,),  il  quale  sarà  in  generale  una  funzione  di  1©  grado 
in  X  che  uguagliata  a  zero  farà  conoscere  il  valore  cercato  j:-x,. 
Ad  ogni  valore  y^  corrisponde  dunque  in  generale  un  unico  va- 
lore a.",.  Ma  di  valori  ?/,• ,  ve  ne  sono  mn  ;  quindi  si  avranno  in 
generale  mn  coppie  di  x  ed  ?/  : 

'^ì  j  Vi      \      *^8  )  .V2      ì      *^3  )  .Vs  ì  •  •  •  ì  •^m»  >  Vmn 

che  soddisferanno  alle  due  equazioni  proposte,  e.  d.  d. 

1021.  Se  invece  di  eliminare  fra  le  due  equazioni  la  ce,  si  fosse 
eliminata  la  y,  si  sarebbe  ottenuta  un'equazione  (di  grado  mn  in 
x):  \i^'x)  —  0  che  avrebbe  appunto  mn  soluzioni: 
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A  sccanso  di  equivoco  conviene  però  osservare  che  non  è  lecito 
di  accoppiare  uno  qualunque  dei  valori  y,-  del  gruppo  (a)  con  uno 
qualunque  dei  valori  yj  del  gruppo  (p),  con  che  si  otterrebbero 
non  già  mn  ma  bensì  m*n^  sistemi  di  valori  per  x  ed  y.  Bensì 
ad  ogni  valore  (a)  corrisponde,  come  si  è  notato,  un  unico  valore 
(?)  che  sarà  più  semplice  determinare  direttamente,  come  si  è  os- 
servato,  mediante  una  ricerca  di  massimo  comun  divisore. 

1022.  Vediamo,  a  schiarimento  del  metodo  esposto,  come  si  pro- 
cederà per  determinare  i  4  sistemi  di  valori  di  x  ed  y  che  sod- 
disfano  alle  due  equazioni  di  2°  grado  : 

Acc«  +  By2  +  Cxy  +  Da  +  Ey  -h  P  =  0 

(4) 
AjX»  +  B,y«  -F  C^xy  -V  D^x  +  E^y  4-  F^  =  0. 

Si  comincerà  con  ordinare  queste  equazioni  secondo  le  potenze 
di  X,  cioè  si  scriveranno  come  segue  : 


Ax«  +  (Cy  +  D)x  +  (By«  -f  Ey  -f-  E)  x=  0 

Ajx»  -h  (C,y  +  DJx  +  (Bjy«  +  E^y  +  FJ  --  0. 
Si  formerà  quindi  la  risultante  : 

A      Cy-fD       By»^Ey+F  0 


(5) 


0 

A 

Cy+D            ByHEy+P 

A, 

C,y+D, 

B,y«+E,y+F,            0 

0 

A, 

Civ+Di         B,y«+E,y+Fi 

Sviluppando  questo  determinante  (o  meglio  la  sua  espressione 
più  semplice  corrispondente  alla  formola  (15)  deirart.  1014)  ed  u- 
guagliando  a  zero,  si  ottiene  un'  equazione  Rfy)  =  0  del  4'>  grado 
in  y,  cioè  : 

[(BC)(AC)+(AB)]V 

+  [(BD)(AC)+(BC)(AD)  I  (EC)(AC)  f2(AB)(AEj]y» 

t  [(AE)(CD)  +  (FC;(AC)+(BD)(AD)-f-2(AB)(AF;-f(AE)2]y« 

+  [(FC)(AD)-KFD)(AC)  +  (ED)(AD}4  2'AF)(AE)]y 

-f  [(FD)(AD)+(AF)2]=0  (6) 

dove  si  è  scritto  per  brevità  (AB)  in  luogo  di  AB^-A^B,  ecc. 

Siano  yi  iy2  7  Vs  1  y^  1©  sue  quattro  radici. 
Il  valore  di  x,  che  si  dovrà  accoppiare  con  una  qualunque  y, 
di  queste  radici,  dovrà  soddisfare  alle  due  equazioni  (5): 

Ax»  f  (Cy<  +  D)x  +  (By,.«  -i  Ey,.  +  F)  =  0 

(7) 
K^^  +  (C,y,  +  DOaJ  4-  (B,y,«  +  E^y,.  +  F,)  =  0. 

Sottraendo  queste  due  equazioni  V  una  dall'  altra    dopo   averle 
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moltiplicate  risp.  per  A,  ed  A,  si  ottiene  l'equazione  di  lo  grado 
in  X  (che  determinerà  il  valore  di  «,)  : 

|Ai(Cy<  +  D)  -  A(C,y,  +  D,)]x  +  [A,(By,«  +  Ey,  +  F) 

-  A(B,y,»  +  E,y,.  +  F,)]  =  0 

dalla  quale  si  deduce  subito  : 

(AB,  -;^,B)y,N-  (AE,^A,E)y^+  AF,  -  A,F 
(A,C  -  AC,)y<  +  (À,D  -  ADV)  ' 

Vote  ed  Esercimi. 

1.  Dimostrare,  con  ragionamento  simile  a  qnello  tonnto  airart,  945,  che 
«e  le  due  equazioni  a  coefficienti  reali  f(x  ,  y)  =  0,  9(x  ,  y)  =  0  tono  Modditfatte 
dalla  coppia  di  valori  x  =  a  -f  bi,  y  =  a  -f  ^i,  ette  tono  anche  ioddis/aite  dalla 
coppia  conjugaia  x  =  a  — bi,  y  =  a— pi. 

2.  Verificare  la  compatibilità  del  sistema  : 

5sc5  — 15a?y*-4c^  =  0 

lòx^y  -  5y3  -  Se»  =  0 

aj*  +  y*  —  e  =  0 

qualunque  sia  il  valore  della  costante  e,  o  trovare  le  coppie  di  valori  di 
X  ed  ;/  che  lo  risolvono. 

3.  Quando  i  coefficienti  delle  funzioni  f{x  ,  y)  e  9(0;  .  y),  che  si  suppon- 
gono dei  gradi  m  ed  n,  hanno  valori  numerici  particolari,  può  accadere 
che  la  risultante  B(y)  =  0  costruita  noi  modo  indicato  riesca  di  grado  in- 
feriore ad  wm.  Malgrado  ciò  si  potrà  ancora  dire  che  il  problema  /=0, 
0  =  0  ammette  mn  soluzioni,  poiché,  so  il  grado  di  B((/)  =  0  sia  diminuito 
di  (X,  ciò  si  può  spiegare  col  fatto  che  [x  delle  sue  soluzioni  siano  dive- 
nute infinite.  Sia  infatti  : 

Aoy"""  +  A.y""-»  +  . .  .  +  A„„  =  0  (1) 

Pequazione  risultante  generale.  Se  nel  caso  particolare  il  grado  della  (1) 
diminuische  di  p.  unità,  cioè  se  A^  =  A^  =....=  A  _  =.  0,  l'equazione  a  ra- 
dici reciproche  della  (1),  che  sarebbe  in  generale  : 

A„„y™"  +  Kn-iV"""'  +  .  .  .  +  A.y  +  Ao  =  0  (2) 

avrà  il  primo  membro  divisibile  por  yf^,  cioè  avrà  jx  radici  nulle. 

Si  deve  quindi  ritenere  che  la  (1)  abbia  anche  in  questo  caso  mn  radici, 
delle  quali  però  p.  siano  divenuto  infinitamente  grandi. 

4.  Interpretando  geometricamente  a?,  y  come  le  coordinate  cartesiane  di 
un  punto  del  piano,  le  due  equazioni  /(a?,  y)  =  0  ,  9(0?,  y)  •=  0  ci  rappresen- 
tano due  curve  generali  risp.  dei  gradi  m  ed  n  ;  e  le  coppie  di  valori  di 
^,  y  che  le  soddisfano,  ci  rappresentano  le  coordinate  dei  punti  d^interte- 
zione  delle  due  curve. 

Il  teorema  algebrico  stabilito  in  questo  §  ha  dunque  per  interpretazione 
geometrica  che:  due  curve  algebriche  piane  degli  ordini  m  ed  n  »i  incontrano 
in  generale  in  mn  punti.  Questi  mn  punti  esistono  sempre  dal  punto  di  ^ista 
algebrico,  ma  possono  non  esistere  geometricamente  semprechè  le  loro 
coordinate  riescano  numeri  imaginari.  Si  dice  per  ciò  che  le  due  curve  si 
incontrano  sempre  in  mn  punti  reali  od  imaginari.  Questi  punti  potranno 
però  in  parte  trovarsi  anche  a    distanza    infinita  ,    corrispondentemente   a 
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quanto  si  è  notato  poco  fa,  che  i  valori  di  dp  ed  2^  soddisfacenti  al  pro- 
blema algebrico  debbono  in  alcani  casi  ritenersi  infinitamente  ^andi. 

5.  81  dimostri  che:  se  dae  coniche  reali  in  uno  stesso  piano  s^incontrano 
in  punti  reali,  questi  sono  sempre  in  numero  di  due  o  di  quattro* 

6.  Come  illustrazione  di  quanto  si  è  detto  alla  Nota  8*  si  considerino 
le  due  equa2Ìoni  : 

a*  +  y^  -f  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

(a) 
«2  +  y2  4.  DiSc  +  E,y  -f  Fj  =  0 

che  si  deducono  dalle  equazioni  generali  delTart.  1022  facendo  :  A=A|=:B= 
B,=l,  C=Cj=0. 

Dalla  formola  (6)  di  quello  stesso  articolo  si  vede  subito  che  la  risul- 
tante B,{y)  =  0  si  abbassa  in  questo  caso  al  secondo  grado. 

Questa  stessa  risultante  si  può  anche  ottenere  più  speditamente  dedu- 
cendo prima  dalle  (a)  mediante  sottrazione  Tequaziono  : 

(D,-D)x-(E,-E)y  +  (F,-F)  =  0  (?) 

e  sostituendo  quindi  in  una  delle  (a)  il  valore  di  x  ricavato  da  (P). 

Delle  quattro  coppie  di  valori  or,  y  che  soddisfano  alle  (a),  due  si  ot- 
terranno combinando  (P)  con  una  delle  (a)  e  saranno  evidentemente  for- 
mate in  generale  da  valori  finiti  di  x  ed  y. 

Le  altre  due  sono  quindi  entrambe  della  forma  j;r=QO,  y=oo  ,  giacché  è 

chiaro  che  anche  la  risultante  in  x  si  abbasserà  al  2^  grado,  cosicché  le 

soluzioni  infinite  delle  due  risultanti  dovranno  necessariamente  accoppiarsi 

X       co 
fra  loro.  11  rapporto  -  =[■ — ,  che  apparirebbe  indeterminato,   ha   però   due 

y      00 

valori  finiti  e  distinti,  corrispondenti  risp.  alle  due  coppie  infinite. 

Infatti,  dividendo  le  (a)  per  y^  esse  prendono  la  forma  : 

^y/  ^y/  y  y  \y/ 

X  1 

e  queste  due  equazioni  fra  le  due   incognite   ~  ed  -  sono  evidentemente 

y      y 

soddisfatte  prendendo  : 

+    1=0        ;       "=0.  (T) 

y/  y 

Si  ha  dunque  per  le  due  coppie  di  valori  infiniti  di  j;  ed  {/  che  risol- 
vono le  (a),  rispettivamente  : 

7.  L^analisi  ora  fatta  dà  luogo  ad  una  interpretazione  geometrica  molto 
importante,  se  si  consideri  che  le  (a)  sono  le  equazioni,  in  coordinate  car- 
tesiane jp,  2/,  di  due  cerchi  qualunque  del  piano.  Si  vede,  che  dei  quattro 
punti  di  incontro  di  due  cerchi  qualunque,  soltanto  due  cadono  in  gene- 
rale a  distanza  finita,  che  vengono  segnati  sui  due  cerchi  dalla  retta  (p), 
il  COSI  detto  asse  radicale  dei  duo  cerchi.  Gli  altri  duo  punti  cadono  sem- 
pre a  distanza  infinita  e  sono  sempre  gli  stessi  comunque  si  scelgano  i 
due  cerchi,  poiché  le  (y)  sono  indipendenti  dai  coefficienti  di  (aj. 

Dunque:  tutti  i  cerchi  del  piano  passano  per  due  punti  fissi,   punii  et- 
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dici  ali*  infinito,  cho  si  possono  definirò  come  i  due  punti  di   intersezione 
della  retta  alVinfinito  colla  coppia  di  rotte  : 

a;  4- 1 y  =  0  ,  ac  —  iy  =  0. 

§  7.0  —  Teoremi  di  Bézout  sali'  eliminazione 
fra  più  equazioni  con  altrettante  incognite. 

1023.  Sia  ora  proposto  il  sistema  generale  di  tre  equazioni  con 
tre  ÌDCOgnite  : 

Aac ,  y  ,  z)  =  0  ,  9(a; ,  y  ,  ^)  =  0  ,  ^(x  ,  y  ,  z)  =  0  (1) 

i  cui  gradi  siano  risp.  m,  n,  L 

Considerando  le  prime  due  equazioni  rispetto  alla  sola  varia- 
bile Zy  si  potrà  da  esse  eliminare  questa  variabile  col  procedi- 
mento del  §  60.  La  risaltante  cosi  ottenuta,  che  designeremo  per 
brevità  con  (fy  9),  sarà  una*  funzione  intera  di  grado  mn  rispetto 
alle  X  ed  y.  Infatti,  se  f^poz'^'+p^z"''^  4- ... ,  9  =  q^z*'  -f  q^z**^^  +... 
sono  le  Z' ,  ?  ordinate  secondo  le  potenze  decrescenti  di  z,  in  ogni 
termine  della  risaltante  f/",  cp)  la  somma  degli  indici  delle  p  ,  q 
è  costante  (art.  1012)  ed  uguale  ad  mn.  Il  grado  di  (/* ,  ^)  nelle 
se  ed  y  non  può  dunque  superare  mn,  È  poi  chiaro  che  esso 
non  può  essere  inferiore  ad  mn,  finché  le  (1)  abbiano  coefficienti 
letterali  generali,  come  supporremo  d'ora  innanzi,  poiché  se  ciò 
accadesse  in  generale,  a  maggior  ragione  dovrebbe  accadere  nel 
caso  speciale  in  cui  f  e  o  non  contenessero  cho  x  e  z.  In  questo 
caso  si  avrebbe  invece,  come  al  §  prec.  una  risultante  in  x  del 
grado  mn. 

1024.  Ciò  premesso,  per  risolvere  le  (1),  si  potrà  dapprima  eli- 
minare la  z  fra  queste  equazioni  combinate  due  a  due.  Si  otter- 
ranno cosi  le  tre  equazioni  : 

{f,r)--^0    ,    {f,ò)  =  0    ,    (c,^)=0  (2) 

risp.  dei  gradi  mn  ,  ini ,  ni  nelle  sole  due  incognite  x  ed  y.  Si 
potrà  dipoi  eliminare  la  y  da  quest'ultime  tre  equazioni  combinate 
due  a  due  e  si  otterranno  cosi  tre  equazioni  nella  sola  incognita  x: 

R,(x)=(^(/,<p),(/,<}-)j=0  mKn.l 


(3) 


Rj,(x)  =  Uf,  ?),(?,  «J*)  )  -  0  '"isP-  <^'^i  gradi  m.n*.l 

R3(x)=((/',<j'),(?,<^))=0.  m.n.i» 

Le  tre  funzioni  intere  R/a:)  ,  R2(*^)  >  ^^i^)  ammetteranno  in  ge- 
nerale, cioè  finché  restano  del  tutto  indeterminati  i  coefficienti 
delle  (1)  come  si  é  supposto,  un  massimo  comun  divisore  D(xi  il 
il  cui  grado  in  x  é  perfettamente  determinato  ed  i  cui  coefficienti 
sono  composti  razionalmente  coi  coefficienti  generali  indeterminali 
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delle  (1).  Noi  cbiamereino  questa  funzione  D(x)  la  risultante  ri- 
spetto ad  X  delle  tre  equazioni  generali  (1). 

È  chiaro  che  le  equazioni  (8)  hanno  come  conseguenza  neces- 
saria r  equazione  : 

D(a:)  =  0,  (4) 

poiché  le  radici  comuni  a  più  equazioni  devono  annullare  sempre 
il  massimo  comun  divisore  dei  loro  primi  membri.  Dimostreremo 
fra  poco  che  la  funzione  D(a?)  è  precisamente  del  grado  niM.l'^ 
dopodiché  ci  sarà  agevole  concludere  che  il  sistema  (1)  ammette 
in  generale  m.n.l  terne  di  valori  di  x,  y,  z  che  lo  risolvono. 

J  025.  Teorema  I.  —  Se  D(x)  è  la  risultante  delle  tre  equazioni 
fi  X  ,  y  ,  z)  -  0  ,  <p(x  ,  y  ,  z)  —  0  ,  ^(k  ,  y ,  z)  =0,  esistono  sempre  delle 
funzioni  razionali  intere  fi  ,  9i  ,  ^i  delle  x  ,  y  ,  z  jjer  le  quali  si 
ha  identicamente  : 

D(x)  =  fif+(?i9  +  4;,d/.  (5) 

Invero,  per  il  teorema  deir  art.  1009,  si  può  scrivere  primiera- 
mente : 

(/,W  =  U'-r-fV".^  (6) 

(cp,cj;)  =  U'".(?+V'".4; 

essendo  le  U  e  V  delle  funzioni  razionali  intere  delle  x ,  y  ^  z  e 
dei  coefficienti  indeterminati  che  entrano  nelle  /" ,  9  ,  tj;. 

In  secondo  luogo,  poiché  le  E;,(£c) ,  R^ix)  ,  R^ix)  si  costruiscono 
come  risultanti  delle  funzioni  (f ,  9)  ,  (f  ,^)  ,  {^  ,  ^)  combinate  due 
a  due,  si  ha  anche  : 

R,{x)  =  R'  .(/,9)  +  K'  .(f,<^) 

E,(x)  =  II"  •(/•,<?)+£". (9,.!;)  (7) 

R,ix)=W".{f,i,)  +  K">-{<f,<^), 

essendo  anche  le  H,  K  funzioni  razionali  intere  delle  x ,  y ,  z  e 
dei  coefficienti  di  / ,  9  ,  cj/. 

Ora  è  chiaro  che  sostituendo  le  espressioni  (6)  nelle  (7)  si  ha 
un  risultato  della  forma  : 

Ri(x)=U/+Vi9  4.Wi^ 

R,{x)  --  U/  +  V,9  +  Wj»^'  (8) 

Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  enunciato,  basterà  an- 
cora far  vedere  che  la  funzione  intera  D(af:),  definita  come  mas- 
simo comun  divisore  delle  lli(x)  ,  R^ix)  ,  R3(a;) ,  si  può  scrivere 
identicamente  : 

D-x)  =  Q,(x) . Ri(x)  4-  ù^{x)*R^{x)  +  ù^{x) •  R3(a5),  (9) 

Qapklli.  —  IsiUuzionl  di  analisi  algebrica,  8.*    cdiz.  78 
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essendo  le  Qi(x)  funzioni  razionali  intere  della  sola  x,  poiché  al- 
lora basterà  sostituire  in  (9)  le  espressioni  (8)  per  ottenere  D(x) 
sotto  la  forma  enunciata  nel  teorema. 

Ora  in  effetto  Tidentità  (9)  è  una  conseguenza  immediata  dello 
stesso  algoritmo  che  serve  alla  ricerca  del  massimo  comun  divisore 
fra  due  o  più  funzioni  intere.  Si  comincerà  infatti  dal  cercare  il 
massimo  comun  divisore  l(x)  di  R,(x)  ed  R^Cx),  e  dalle  relazioni 
fra  i  restì  successivi  si  otterrà  appunto,  eliminando  i  resti  che  pre- 
cedono A(a;),  una  identità  della  forma  : 

\{x)  -  ei(aj).Ri(a?)  4-  Oj(x).R2(x) 

con  Oj  e  Oj  funzioni  intere  di  x.  Si  cercherà  quindi  il  massimo  co- 
mun divisore  D(a;)  fra  l{x)  ed  R^(x) ,  e  si  troverà  una  relazione 
analoga  : 

D(x)  =  ()(x)'l(x)  +  63(0;).  RjCx) 

che  combinata  con  la  precedente  ci  darà  appunto  D{x)  sotto  la 
forma  (9). 

1026.  Teorema  IL  —  La  risultante  D(x)  delle  tre  funzioni  ge- 
nerali f(x  ,  y  ,  z)  ,  9(x  ,  y  ,  z)  ,  ^};(x  ,  y  ,  z)  risp.  dei  gradi  m,  n,  I 
è  una  funzione  intera  di  x  del  grado  m  X  n  X  1. 

Per  dimostrare  ciò  premetteremo  V  esame  del  caso  speciale  in 
cui  ^,9,4  siano  il  prodotto  di  funzioni  di  primo  grado.  Porremo 
dunque  : 

/^  Ai-Ag  .  .  .  A^ 

9  =  Bi.B2..  .B,,  (IO. 

^  ^  Ci  •  Cjj  .  .  .  C; , 

essendo  le  A,  B,  C  funzioni  lineari  affatto  arbitrarie  dellea*,  y,  r. 
In  tale  supposto  si  ha  evidentemente  : 

{f ,  9)  -.  (A,  ,  B,)(A,  ,  B,)(A2  ,  B  J  .  ,  .  =  II(A,  ,  B,-) 

{f ,  if) .--  (A,  ,  C,)(Ai  ,  C,)(Ag ,  C,)  .  .  .  =  n(A.. ,  Cy)  (11) 

(?,<!;)  =  (B,  ,  C,)(B,  ,  C,)(B, ,  CO  . . .  =  niB, ,  e,.). 

Di  qui  segue  ora,  mantenendo  per  le  R,(a:) ,  R2(2c)  ,  B^(x)  le  de- 
finizioni date  dalle  (3)  : 

R,(x)  =  ll(A, ,  B,. ,  C,.).n  ((Ai ,  B^)(A,  ,  C,)) 

R,(x)  =  II(A< ,  B,. ,  CJ .  n  ((A,. ,  B,.) ,  (B,  ,  Cj)  (12, 

R3(a-)  =  II(Ai ,  B,- ,  CJ .  11  ((A.. ,  C;) ,  (B,. ,  C^)) 
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dove  (A,  B,  G)  indica  la  risultante  rispetto  ad  x  delle  tre  equa- 
zioni lineari  A  —  0,B  =  0,C  =  0,  ed  ((A ,  B) ,  (L  ,  M))  la  risultante 
della  eliminazione  di  //  fra  le  due  equazioni  (A  ,  B)=0,  (L  ,  M)~0 
che  contengono  solo  x  ed  y.  Nelle  (12)  gli  indici  i,  j  j  h,  k  pos- 
sono prendere  tutti  i  valori  possibili,  salvo,  per  i  secondi  prodotti, 
le  restrizioni  ivi  indicate. 

Ora  si  riconosce  immediatamente  che  i  fattori  di  uno  qualunque 
dei  tre  prodotti  : 

II  ((A, ,  B,ì ,  (A,  ,  O)  ,   n   ((A, ,  B,.)  ,  (B,  ,  C,)) 

Il  ((A,,C,.),(B,,C,))  (13) 

sono  affatto  distinti,  in  generale,  dai  fattori  lineari  che  compon- 
gono gli  altri  due.  Dalle  (12)  risulta  dunque  che  il  massimo  co- 
niun  divisore  delle  funzioni  intere  R^ix)  ,  R^i'^)  ,  Rj^{x)  è  dato    da 

.  J){x)  =  II(A..  ,  B;  ,  C,) ,  (14) 

epperò  ò  di  grado  m.n,L 

Ciò  premesso,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  nel  caso  di  equa- 
zioni a  coofficienti  letterali  affatto  generali  contemplato  all'art,  1023, 
si  avesse  : 

R,{x)=D(x)q,{x)  ,  R,{x)=D(x)Q^{x)  ,  Rs(a:)=D(a:)Q3(x)     (15) 

e  che  il  grado  del  massimo  comun  divisore  Dix)  superasse  il  pro- 
dotto m.n.l.  Poichò  lo  (15)  sono  per  supposto  delle  identità,  valide 
qualun(iue  sìeno  i  coefficienti  delle  /" ,  e  ,  <]; ,  è  chiaro  che  esse  do- 
vrebbero sussistere  anche  (juando  a  questi  coefficienti  si  dessero 
i  valori  speciali  corrispondenti  al  sistema  speciale  (10).  Si  dedur- 
rebbe allora  dalle  (15)  che  le  funzioni  Ri(x)  ,  RgC^)  >  ^sC^)  animet- 
terebbero,  anche  nel  caso  del  sistema  speciale  (10),  un  massimo 
comun  divisore  di  grado  superiore  ad  m.n,l  contrariamente  a 
quanto  si  è  sopra  trovato.  Ci  è  lecito  dunque  di  asserire  intanto 
che  il  massimo  comun  divisore  D(x)  riuscirà  in  generale  di  grado 
eguale  od  inferiore  ad  m,nJ. 

Ma  neanche  può  esso  riuscire  in  generale  di  grado  inferiore  ad 
m.nJy  chò  altrimenti,  specializzando  i  coefficienti  delle  ^ ,  9  ,  <j;  in 
modo  da  ridurle  alla  forma  (10),  il  massimo  comun  divisore  ge- 
nerale ì){x)  si  dovrebbe  specializzare  in  modo  da  essere  il  pro- 
dotto di  una  parto  soltanto  dei  fattori  lineari  che  compongono  il 
prodotto  IKAj  ,  Bj  ,  C^,),  il  che  è  manifestamente  assurdo  presen- 
tandosi tutti  questi  fattori  in  modo  affatto  simmetrico  riguardo  ai 
fattori  lineari  Aj  ,  Ag  ,  .  .  .  ,  B^  ,  B^  , .  . .  ,  C,  ,  C,  ,  .  .  .  nei  quali  si 
decompongono  per  supposto  le  /" ,  9  ,  tj/. 

Concludiamo  dunque  che  il  massimo  comun  divisore  generale 
D{x)  è  precisamente  del  g!\ndo  in.nJ. 

1027.  Teorema  III.  —  Il  sistema  di  tre  equazioni  algebriche  con 
tre  incognite  dei  gradi  m,  n,  1,  ammette  in  generale  mnl  sistemi 
distinti  di  soluzioni. 
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Questo  teorema  è  una  conseguenza  quasi  immediata  di  quanto 
si  è  sopra  dimostrato.  Invero,  poiché  ogni  valore  di  ar,  che  accop- 
piato con  opportuni  valori  di  y  e  z  risolve  le  equazioni  propo- 
ste (l),  deve  soddisfare  in  generale,  come  si  ò  già  notato,  all'e- 
quazione (4)  che  ò  di  grado  mnl,  è  chiaro  che  per  x  si  avranno 
in  generale  soltanto  mnl  valori  possibili  e  che  per  conseguenza 
il  numero  dei  sistemi  di  soluzioni  del  problema  non  può  in  gene- 
rale superare  miiL  In  secondo  luogo  supponiamo,  se  è  possibile, 
che  il  numero  dei  sistemi  di  soluzioni  fosse  in  generale  uguale  a 
k  e  che  fosse  k  <  mnl.  I  k  valori  di  x  soddisfacenti  in  generale  al 
sistema  sarebbero  radici  di  un'equazione  di  grado  k  : 

se*  -f-  t^x^"^  +  t^x^-^  4-  .  .  .  +  «fc  =  0  (15) 

i  cui  coefficienti  dovrebbero  essere  delle  funzioni  perfettamente 
determinate  dei  coefficienti  delle  tre  equazioni  fondamentali.  Ora 
specializzando  le  tre  equazioni  secondo  il  sistema  speciale  (10), 
r  equazione  (15)  dovrebbe  essere  soddisfatta  soltanto  da  k  degli 
mnl  valori  di  x  definiti  dalle  mnl  equazioni  lineari  : 

(Ai ,  B,. ,  CJ  =  0. 

Ma  ciò  è  assurdo,  poiché  i  coefficienti  della  (15)  sono  composti 
simmetricamente  rispetto  alle  Aj  ,  k^  ,  ...  ,  A^  e  cosi  pure  simme- 
tricamente rispetto  alle  Bj  ,  ... ,  B^  e  rispetto  alle  Cj  ,  ...  ,  C,. 

1028.  I  teoremi  ora  dimostrati  sono  stati  stabiliti  da  Bézout  nel 
suo  trattato  fondamentale  sulT  eliminazione  (*)  con  metodo  assai 
più  laborioso.  La  nostra  dimostrazione  ha  il  vantaggio  della  mag- 
giore brevità  e  quello  di  dare  al  tempo  stesso  un  metodo  pratico 
per  la  costruzione  effettiva  della  risultante  D(x)=0  mediante  sem- 
plici operazioni  di  divisibilità.  A  questo  proposito  dobbiamo  anche 
notare  che  la  specializzazione  fatta  nell'art.  1026  è  assai  istruttiva, 
in  quanto  da  essa  appare  che  le  tre  funzioni  (13),  cioè  i  tre  quo- 
zienti : 

R,(x)      Jì^{x)      R3(^) 

D(x)    '   D(x)    '  'J)(x) 

sono  primi  fra  loro  due  a  due  nel  caso  speciale  del  sistema  (1) 
e  quindi  lo  sono  necessariamente  anche  in  generale. 

Dunque:  il  massimo  commi  divisore  delle  tre  funzioni  R,(x) , 
Ej,(x)  ,  Ryfx)  2?er  il  sistema  generale  (1)  coincide  col  massimo  co- 
mun  divisore  di  due  qualunque  di  esse. 

Per  conseguenza:  la  risultante  delle  tre  equazioni  generali  frO, 
c:^0  ,  ^—0  altro  non  è  che  il  massimo  comun  divisore  delle  due 
funzioni  intere  di  x  : 

((f ,  9)  ,  (f  ,  «l»))  .  ((f ,  <?)  ,  (9  ,  4-))  (16) 

ottenute  eliminando  successivamente  dalle  tre  equazioni  le  altre  dite 
incognite  z  ed  y. 


(*)  ìhéorie  generale  des  équationt  algéhriques  (Paris,   1779). 
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1029.  Le  dimostrazioni  date  negli  articoli  precedenti  sono  di  in- 
dole generale.  II  metodo  può  dunque  estendersi  ad  un  numero 
qualunque  di  equazioni  con  altrettante  incognite.  Esso  può  tuttavia 
semplificarsi  supponendo  che  si  siano  già  date  le  regole  per  co- 
struire la  risultante  di  k  ceduazioni  fra  k  incognite  e  deducendone 
quindi  quella  di  k  +  l  equazioni  con  A:  -f  1  incognite. 

Per  chiarire  questo  concotto  ci  basterà  aggiungere  qualche  altro 
cenno  sulla  risoluzione  di  un  sistema  di  quattro  equazioni  : 

A  =  0,A  =  0,A  =  0,A  =  0  (17) 

fra  quattro  incognite  x,  y,  «,  t.  Trascurando  per  un  momento  una 
delle  (17  s  p.  es.  la  f^y  resteranno  tre  equazioni  dalle  quali  si  po- 
tranno eliminare  col  metodo  già  spiegato  le  due  incognite  « ,  i , 
ottenendo  come  risultante  una  sola  equazione  T,=0  fra  le  due  in- 
cognite X  ed  y.  Combinando  ora  due  a  due  le  quattro  equazioni: 

Ti=0,T,  =  0,T3  =  0,T,  =  0  (18) 

cosi  dedotte  dalle  (17),  p.  es.  la  T^  =  0  e  la  Tj  =  0,  ed  eliminan- 
done la  y  si  potranno  ottenere  sei  equazioni  : 

^ij  =  0  (19) 

contenenti  la  sola  x.  Se  D(x)  ò  il  massimo  coraun  divisore  delle 
funzioni  R,-,j,  tutti  i  valori  di  a?,  che  congiunti  ad  opportuni  va- 
lori di  y,  zj  f  soddisfano  il  sistema  (1) ,  dovranno  essere  radici 
della  risultante  : 

Bix)  ^  0  ,  (20) 

o  si  dimostrerà,  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  all'arti- 
colo 1025,  che  I)(ac)  si  può  esprimere  identicamente  come  somma 
delle  fi,f^,fsi  A  moltiplicate  per  funzioni  intere  delle  x,  y,  Zy  t. 
Enuncicremo  dunque  senz'altro,  come  segue,  i  teoremi  di  Bézout 
sopra  il  sistema  di  un  numero  qualunque  di  equazioni  con  altret- 
tante incognite: 

Dato  un  sistema  generale  di  n  equazioni  fj=:0  ,  fj^O  ,  ...  ,  f^=0 
fra  n  incognite  x  ,  y  ,  ...  ,  t  risp.  dei  gradi  m^  ,  m^  ,  ...  ,  m„  : 

1°)  Esistono  in  generale  mjUig  .  .  .  m,^  sistemi  di  valori  delle 
incognite  che  soddisfano  a  tutte  queste  equazioni. 

20)  Esiste  una  funzione  intera  D(x)  della  sola  incognita  x,  i 
cui  coefficienti  sono  funzioni  razionali  dei  coefficienti  generali  delle 
i\  ,  fé  7  •  •  •  ,  fn  >  ^^  quale  è  del  grado  m,mjj  . .  .  m,^  in  x  ed  egua- 
gliata a  zero  dà  per  radici  i  valori  delVincognita  x. 

.30}  Esistono  n  funzioni  intere  9i  ,  ?2  i  ...  ,  ?„  delie  x  ,  y  ,  ... ,  t, 
Iter  le  quali  si  ha  identicamente  : 

D(x)  =  9,f,  +  9,f2-h...-h9„f,.  (21) 

1030.  Noteremo  per  ultimo  che  dalle  n  equazioni  si  dedurranno 
in  generale  ?i  — 1  relazioni  della  forma: 

y  =  ¥,{x)  ,  z  =  l\{x)  ,  .  .  .  ,  e  =  l\^,{x)  ,  (22) 

dove  le  F  indicano  funzioni  razionali,  i  cui  coefficienti  si  dedur- 
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ranno  da  quelli  delle  fiyf2»'''ifn  ^^^   semplici   operazioni   di 
divisibilità. 

Ciò  si  dimostra  con  facile  estensione  del  ragionamento  fatto  al- 
l'art. 1020  per  il  caso  di  due  sole  equazioni  con  due  incognite.  Se- 
gue dalle  (22)  che,  una  volta  risoluta  V  equazione  D(x)  =  0,  non 
sarà  in  generale  necessario  di  risolvere  altre  equazioni,  poiché, 
trovato  un  valore  di  a?,  i  corrispondenti  valori  di  y  y  z  ,  ^^  ,  t  sa- 
ranno dati  dalle  (22)  che  potranno  divenire  illusorie^  cioè  dare  i 

valori  di  y  ,  z  ,  .  .  .  j  t  sotto  la  forma  -  ,  soltanto  in  certi  casi  par- 
ticolari. 

Vote  ed  Esercisi. 

1.  Si  applichi  la  teoria  generale  al  siatema  speciale  delle  tre  equazioni 
con  tre  incognite  : 

X  4-  y  +  2  =  A  ,  x^+  y^  +  z^  =  B  ,  se*  -f  y^  +  2'  =  C. 

BiconoBcere  coma  in  questo  caso  la  risultante  rispetto-  ad  una  delle  in- 
cognite aia  un  quadrato  esatto. 

2.  La  teoria  generale  esposta  risolve  anche  il  problema  di  trovare  la 
condizione  affinchè  un  sistema  di  n  equazioni  con  sole  n  — 1  incognite  sia 
risolubile  con  valori  finiti  delle  incognite.  Invero  questo  sistema  si  può 
sempre  considerare  come  un  sistema  di  equazioni,  degli  stessi  gradi  m, , 
m^  ,  ...  ,  fra  n  incognite,  introducendo  fìttiziamente  una  nuova  incognita  ^; 
che  entrerà  però  al  grado  zero  in  ogni  equazione.  La  risultante  costruita 
col  metodo  generalo  rispetto  a  quest^ultima  incognita  ^  si  ridurrà  cosi  ad 
una  costante  che  dovrà  essere  nulla  qualora  il  sistema  proposto  sia  riso- 
lubile con  valori  finiti  dello  n— 1  incognite,  come  emerge  dalla  formola  (5) 
dell'art.   1025. 

8.  Al  sistema  di  n  equazioni  con  n— 1  incognite  si  può  anche  sostituire, 

analogamente  a  quanto  si  è  fatto  per  i  sistemi  lineari,  un    sistema    di   1» 

equazioni  omogenee  fra  n  incognito;  ponendo  cioè  le  incognite  x^  Vt  Zvi  ^ 

oc         oc  oc      t 

sotto  la  forma  -—  ,  — -  ,  ...  ,  -'^  e  moltiplicando  quindi    ogni    equazione 

per  X;|  elevata  al  grado  dell'equazione. 

Supponiamo,  per  semplicità,  di  avere  un  sistema  di  tre  equazioni  omo- 
genee fra  le  tre  incognite  x  ^  y  y  z\ 

/(x  ,  2/  ,  z)  =  0  ,  cp(x  ,  y  ,  2)  =  0  ,  <!;(«  ,  y  ,  z)  =  0  (1) 

risp.  dei  gradi  ntj  ,  m,  ,  m,  ,  e  costruiamo  il  determinante  : 

/  ar     T  y     Tz    I 

1=      9«;     9y     9.    '  (*^) 

(!;(!/        d;      I 
t(C     Ty      Ta:    ' 

che  si  chiama  il  Jacobiano  delle  tre  funzioni  / ,  9  •  4» ,  composto  (cfr.  arti- 
colo 510)  colle  derivate  parziali  delle/,  9,^  rispetto  alle  tre  variabili 
X  ,  y  ,  z. 

Per  il  teorema  di  Eulero  (art.  512)  si  ha  identicamente: 

X'^„-\y'^^'\^Z'^^=^m^^, 


\ 


—   683  — 

Di  qui  emerge  che,  se  il  aiatema  (1)  è  riaolubile  con  valori  finiti  e  non  tutti 
nulli  delle  x,  y,  z,  questi  stessi  valori  devono  anche  soddisfare  (art.  482)  Ve- 
quazione  7  =  0  (di  grado  m^  -f  m,  +  WI3  — 3  nelle  x,  y,  «). 

Designando  con  Fx  ,  <^a;  1  ^'x  »  •  •  ffH  aggiunti  di  /»  »  ?a;  1  '{'x  •..  nel  de- 
terminante (2),  si  ha,  risolvendo  il  sistema  (8)  rispetto  ad  a*,    V  identità  : 

che  derivata  parzialmente  rispetto  ad  x  ci  dà  (art.  690)  : 

«.44/=  m/^F^  +  Wsj?^0^  +  rn^^a:'^^ 

e  derivata  rispetto  ad  y  : 

onde,  per  il  sistema  di  valori  x,  y,  t  che  soddisfa  le  (1),  si  avrà  : 

ic-Ij,  =  m/yPa,  +  mg?,*»:  +  Wjt^yT^ 

Ma  per  m,  =  m^  =  m,  i  secondi  membri  di  questo  equazioni  si  annullano 
identicamente  (art.  428-424)  ;  quindi,  poiché  almeno  una  delle  dr,  ^,  z,  per 
es.  la  AT,  ha  valore  diverso  da  zero  : 

I^  =  0  ,  Ij,  =  0  ,  I,  =  0.  (4) 

Questo  rÌBultato  si  generalizza  evidentemente  come  segue  : 
Le  soluzioni  di  un  sistema  di  più  equazioni  omogenee  e  dello    stesso   grado 
con  altrettante  incognite  soddisfano  anche  alle  equazioni  che  si  ottengono  egua* 
gliando  a  zero  le  derivate  parziali,  rispetto  a  ciascheduna  incognita,  della  Ja- 
cobiana  del  sistema, 

4.  Si  suppongano  le  equazioni  (1)  di  secondo  grado  nello  x ,  y ,  z.  Si 
costruiscano  le  equazioni  (4)  che  riusciranno  pure  del  secondo  grado.  Si 
hanno  cosi  in  tutto  sei  equazioni  lineari  omogenee  fra  le  sei  quantità  : 
27^  ,  1/'  ,  2*  ,  xy  ,  ^z  ,  zx.  Eguagliando  a  zero  il  determinante  di  queste  equa- 
zioni si  otterrà  la  condizione  per  la  risolubilità  del  sistema  proposto. 

5.  Per  Tulteriore  sviluppo  di  quanto  si  è  dimostrato  nelle  due  note  che 
precedono,  cioò  in  ispecie  per  quanto  riguarda  la  generalizzazione  del 
metodo  dialitico  di  Sylvester  allo  scopo  di  ottenere  le  risultanti  di  più 
equazioni  con  più  incognite  sotto  forma  di  un  unico  determinante,  riman- 
diamo il  lettore  aireccellente  trattato  del  Salmon  (traduzione  tedesca  di 
Fiedler):   Vorlesungen  iiher  die  Algebra  der  linearen  Substitutionen. 

Bimandiamo  allo  stesso  trattato  (*)  anche  per  quanto  riguarda  Testen- 
sione  a  più  equazioni  con  più  incognite  del  metodo  di  eliminazione  fon- 
dato suiruso  di  funzioni  simmetriche  dei  sistemi  di  soluzioni.  Non  pos- 
siamo però  esimerci  dal  dare  qui  alcuni  pochi  teoremi  fondamentali. 

G.  Sia  dato,  per  fissare  le  idee,  il  sistema  di  tre  equazioni  con  tre  in- 
cognite : 

f{x  ,  f/  ,  z)  =^  0  ,  z{x  ,  y  y  z)  ^0  ,  ^{x  ,  y  y  z)  =  0  (5) 

risp.  dei  gradi  m,  ti,  L  Sappiamo  (art.  1027)  che  esistono  in  generale  \i.zzmnl 


(*)  Ovvero  alla  Théorie  de  VElimination  di  Faà  di  Bruno, 
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sistemi  distinti  di  soluzioni  che  indicheremo  con 

e  diciamo  che:  se  (I>(Xj  ,  Yi  ,  Zj  ;  .  .  .  :  X^^  ,  y    ,  Z^^)  è  una  funzione  razio- 
mtle  delle  (6)  simmetrica  rispetto  ai  [i  gruppi  x,-  ,  y,-  ,  z,-  (*),  essa  si  può  sem- 
pre esprimere  come  una  funzione  razionale  dei  coefficienti  delle  f  ,  ^  ,  r}>. 
Invero  si  ha  per  V  art.  IL'30  : 

yi  =  F^iXi)  ,  Zi  =  F^iXi)  per  i  =  1  ,  2  ,  ...  ,  ji , 

onde  si  può  scrivere  : 

0  =  (blx^  ,  F,{x,) ,  F^{x,)  ;  . . .  ;  x^  ,  F^(x^,)  ,  F^(x^)] , 

cosicché  la  <I>  si  può  rappresentare  come  una  funzione  simmetrica  delle 
^i  }  ^i  1  •  '  '  ì  ^y.ì  cioè  delle  p.  radici  della  risultante  J){x)  =r  0  (art.  1024} 
delle  tre  equazioni  (5). 

La  <I>  si  esprimerà  dunque  (art.  922)  come  una  funzione  razionale  dei 
coefficienti  di  D(a?),  e  quindi  anche  dei  coefficienti  di  /,  9  ,  •}. 

7.  Siano  ora  date  fra  le  tre  incognite  x,  y,  z  quattro  equazioni  : 

f(x,y,  z)=0 ,  <p(a; ,  y  ,  z)=0  j^{x  ,y ,  z):-0 ,  xix ,  y  ,  «)=0.        (7) 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  questo  sistema  sia  riso- 
lubile, è  espressa  evidentemente  dair  equazione  : 

X(a^i  y  Vi  »  «i)-X(«''2  jVif  ^2)  "  '  X(«ji  '  2/it  >  2;^)  =  0  (8) 

che  ò  una  funzione  simmetrica  dei  (x  sistemi  di  valori  Xi  ,  yj  ,  z^  che  sod- 
disfacevano allo  tre  primo  equazioni  (5).  Per  Part.  prec.  al  primo  membro 
di  questa  equazione  si  potrà  sostituire  una  funzione  razionale  dei  cot&- 
cienti  delle  / ,  9  ,  J*  e  della  /;  ed  i  coefficienti  di  /  entreranno  evidente- 
mente al  grado  (jl.  Dunque:  la  risultante  di  m  equazioni  con  m— I  ificognite 
è  una  funzione  razionale  intera  dei  coefficienti  delle  m  equazioni,  la  quale  ri- 
spetto ai  coefficienti  di  una  delle  equazioni  è  di  un  grado  eguale  al  prodotto 
dei  gradi  di  tutte  le  rimanenti. 

8.  Fra  gli  esempi  di  sistemi  particolari  di  equazioni  con  altrettante  in- 
cognite che  ammettono  un  numero  infinito  di  sistemi  di  soluzioni,  è  im- 
portante il  seguente  : 

x--\-y-+z--i-{a^X'\-b^y  \-c^z-\-d^){ax+^yi'-^z-\-5)  - 0 

x^4.y^-\.z'-]-{a^x-irb^y-i-c^z-\-d^){axV^yi-'^z+Z)=0 
Sottraendo  dalla  prima  equazione  la  seconda,  ovvero  la  terza,  si  ha: 

[(ai-c/gìac  T  (òi-62)y+(Ci-C2)2?-f(rfi-d2)](^a^+?t/+Y2  +  6)=0 

[{ai-'as)x-]-{bi-hQ)y+(Ci-c^)z-]-{di-d^)]{ax-^'iy-\-'^z-\-ò)=^0 

d^  onde  emergo  che  tutte  le  possibili  soluzioni  del  sistema  (9)  si  compon- 
gono : 

1*^)  dei  due  sistemi  di  valori  di  x,  y,  ::  che  soddisfano  alla  piima  delle 


(•)  Cosicché  p.   es.  : 

^  v^i  )  ì/i  y  ^i  ''>  *^2  ^  1/2  J  ^2  \  •••)— ^  (*^2  y  1/2  1  ^2  '^  '^i  y  t/i  y  ^1  \  •••/;  ^^^' 
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equazioni  (9)  ed  alle  due  equazioni  di  primo  grado  : 

2^)  degli  infiniti  sistemi  di  valori  di  dr,  y,  %  che  soddisfano  alle   duo 
equazioni  : 

«*  +  y*  +  2*  =  0    ,    aa;  +  ?y  +  'r«  +  5  =  0.  (10) 

Per  a  =  p  =  Y=iO,d  =  l  le  equazioni  (9)  sono  quelle  di  tre  sfere  quali- 
si  vogliano  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  e  la  seconda  delle  (10)  rap- 
presenta il  piano  air  infinito.  Si  vede  dunque:  che  l' intersezione  di  tre 
sfere  qualisivogliano  si  compone  in  generale  di  due  soli  punti  isolati  e 
di  infiniti  punti  situati  in  un  cerchio  comune  a  tutte  le  sfere  dello  spazio 
{cerchio  imaginario  alVinfinito),  che  si  può  definire  come  intersezione  della 
sfera  «'  -|-  y*  -f  z*  =  0  col  piano  all'  infinito. 
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CAPITOLO  XIV. 

TRASFORMAZIONE   DELLE   EQUAZIONI. 

RISOLUZIONE   GENERALE   DELLE   EQUAZIONI 

DEI   PRIMI   QUATTRO   GRADI, 


§1.0  —  Trasformazione  lineare  di  ana  variabile. 
Trasformazione  lineare  di  un'equazione  ad  un'incognita. 

1031.  Se  in  luogo  di  un  qualsiasi  valore  della  variabile  x  si 
prenda  il  valore  {ax  +  b)  :  (ex  +  d),  essendo  a,  6,  e,  d  quattro  nu- 
meri costanti  fìssati  a  piacere  colla  sola  restrizione  che  ad— he  sia 
diverso  da  zero,  ed  il  nuovo  valore  cosi  ottenuto  si  indichi  con  y, 
si  dice  che  sulla  variabile  x  si  è  eseguita  la  trasformazione  li- 
neare : 

ax-f  b 

Quando  non  importi  mettere  in  evidenza  le  due  variabili  x  ed  p, 
questa  trasformazione  si  rappresenta  anche ,  più  semplicemente , 

col  simbolo    (^     .j.  Questo  simbolo  si    può    anche    considerare 

come  un  simbolo  operativo  da  appl'carsi  alla  variabile  da  trasfor- 
marsi. Pertanto  in  luogo  di  (1)  si  scrive  qualche  volta  : 

Risolvendo  la  (1)  rispetto  ad  ce,  si  ottiene  V  equivalente  : 

—  dy  -{-  b       /—  d         b^ 


X  = 


CAJ 


^'=c:->       (■'■ 


1032.  Qualunque  siano  i  valori  che  si  attribuiscono  ad  x,  ov- 
vero ad  y,  i  secondi  membri  delle  (1)  ed  (1)'  prenderanno  sempre 
un  valore  finito  e  determinato  0,  al  più,  un  valore  della  forma 
A 

—  con  A  diverso  da  zero,  nel  qual  caso  si  dirà  che  a  quel  va- 
lore speciale  dato  all'una  variabile  corrisponde  per  Taltra  il  va- 
lore 00 .  La  forma  indeterminata  —  non  si  può  avere,  perchè,  se 
p.  es.  per  un  certo  valore  di  x  si  avesse  simultaneamente  : 

00:4-6  =  0  ,  ca;  +  d  =  0, 
se  ne  dedurrebbe  ad  —  bc  =^  0,  contro  il  supposto. 


—  587  — 

1033.  Supponendo  nella  (1)  nulli  od  uguali  ad  1  alcuni  dei  coef- 
ficienti a,  hf  e,  d^  si  hanno  i  seguenti  tre  casi  particolari  di  tras- 
formazioni lineari  : 


cioè: 


y^x\h     ^     y  =  kx     ,     y^  —  y  (2) 


e,  reciprocamente,  è  facile  riconoscere   che   ogni  trasformazione 
lineare  (1)  si  può  ottenere  come  il  risultato  di  trasformazioni   di 
questi  tre  tipi  speciali  eseguite  successivamente. 
Ciò  ò  evidente,  se  c=0;  poiché  in  questo  caso  la  (1)  si  riduce  ad 

y  =  f  —  W-f-  (-t)»  cio^  Alla  forma:  y  —  kx-^h. 

Se  e  è  diverso  da  zero,  dividendo  per  e  il  numeratore  e  il  de- 
nominatore della  frazione  (1),  si  può  dare  alla  trasformazione  (1) 
la  forma  : 

y  = ~  =  ' — --  +  « 

X  +  ^         X  +  V 

d'onde  appare  che  la. trasformazione  (1)  si  può  ottenere  eseguendo 
successivamente  sopra  x  le  seguenti  quattro  trasformazioni: 
lo)  una  trasformazione  y^x-i-k,  per  /i  =  Y , 

2o)  una  trasformazione  v  =  — , 
.  x 

30)  una  trasformazione  y  =  kx,  per  fc  -  p  -  ^a , 

40)  una  trasformazione  y^^xì-h,  per  ^  =  a. 

1034.  Se  quattro  numeri  Xj  ,  Xg ,  Xg  ,  x^  si  sottopongano  ad  una 
stessa  trasformazione  lineare,  e  siano  Yi  ,  Yi  y  Yz  >  y^  *  corrispon- 
denti numen  trasformati,  il  rapporto  anarmonico  dei  primi  è  u- 
guale  al  rapporto  anarmonico  dei  trasformati,  cioè  : 

X1-X3      Xg-X3  ^  Yi  -  Yz  ,  Yi-Ys 
X1-X4  •  Xg-x^      Yi-y*  '  Yt-Yi 

Invero  ciò  è  senz'altro  manifesto  nel  caso  in  cui  la  trasforma- 
zione lineare  appartenga  ad  uno  dei  tre  tipi  elementari  (2).  Il  teo- 
rema sarà  dunque  vero  anche  per  una  trasformazione  ottenuta 
eseguendo  delle  trasformazioni  successive  di  questi  tre  tipi,  cioè 
appunto  (art.  1033)  per  una  qualsivoglia  trasformazione  lineare , 
e.  d.  d. 

1035.  Noi  §§  che  seguono,  noi  tratteremo  successivamente  di 
questi  tre  tipi  elementari  di  trasformazioni  lineari,  applicandoli  a 
quegli  n  valori  speciali  di  x  che  sono  radici  di  una  data  equazione 
del  gradò  n,  allo  scopo  di  studiare  le  proprietà  delT  equazione 
trasformata,  cioè  dell'  equazione  che  ha  per  radici  gli  n  valori 
speciali  di  y  che  corrispondono  a  quegli  n  valori   speciali   di  se. 
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ITote  ed  EsercisL 

1.  Se  S  e  T  sono  dae  trasformazioni  lineari,  la  trasformazione  lineare 
che  nasce  dairesegnire  prima  la  trasformazione  8  e  poi.  sai  namero  cosi 
ottenuto,  la  trasformazione  T,  si  suol  designare  col  prodotto  TS.  Verifi- 
care che  : 

(a     p\  (a    h\  _  (aa  +  6c    «6  +  pd\ 

e  che 

(a8-pY)(ad-6c)=(aa+Pc)(Y&+8d)-(Ya+8c)(a6+pd). 

2.  Giusta  la  convenzione  adottata,  la  decomposizione  fatta  alFart.  1083 
•i  può  esprimere,  per  e  diverso  da  zero,  come  segue  : 

(a    h\_(l     a:c\/(bc-ad):c*    0\/0    l\fl     d:c\ 

\c  dj-yo    1  A       0       lAi  oAo    1  ;• 

8.  Verificare  le  uguaglianze  : 

(j  "i') = (?  j)(?  ?)(?  ;)a  ?)(s  ?) 
{v?)=(?j)(??)a  j)(s?)- 

4.  Dalle  ultime  due  Note  seguo  ovidon temente  che  :  ogni  troMformazione 
lineare  a  coefficienti  razionali  (coticchè  a,  b,  e,  d  si  potranno  sempre  ritenere 

interi)    è   la    risultante    di    trasformazioni  lineari  del  tipo  y.—  —     e    dei   tipi 

J  =  x  +  h  ed  y  =  kx,  ove  h  e  k  sono  numeri  interi. 

5.  Verificare  che  : 

(s  Mi  i,){t  ?)(?  X  ?)(s  ?)• 

6.  8e  BC— DA=:1,  si  può  scrivere: 

/a    ò\      /A    B\/Bc-Da    Bd-D6>\ 
\c    d)  "  ve    D;VCa«  Ac     C6  -  Ad/' 

7.  Se  a  e  e  sono  due  interi  primi  fra  loro,  si  possono  sempre  determi- 
nare (art.  656)  altri  due  interi  A,  C  tali  da  aversi  aC— eA  =  l.  Si  potrà 
allora  scrivere,  qualunque  siano  6  e  <7  : 

(a    b\_fA    a\fO    ad-cb\_/A    a\ f ad-cb  0\(0  1      \ 

Ve     dJ-yC     c)\l     Cb-Ad/'-yC    c)\      0       lAl     Cb-Ad)' 

8.  Se  a  e  e  non  sono  primi  fra  loro,  ma  sia  8  il  loro  massimo  comun 
divisore  e  sia  a  =  a$  ,  e  =  yB,  si  potrà  scrivere  : 

fa    b\  _  /aS    b\  _  fa    b\fS    0\ 
\c    d)"\^,S    d)-\^    d)\0    l) 

e  quindi  anche,  determinando  come  nella  Nota^prec.  A  e  G   in   modo  da 
aversi  aC— y-^  =  1  : 

fa    b\_fA    a\fO    ad-76\/5    0\ 

\c   dj-yc    tAi   Cb-Adjyo   ly 
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9.  Le  trasformazioni  (^  ,f  per  le  qaali  a ,  6 ,  e  ,  (2  sono  nameri  interi, 

sono  di  grande  importanza  in  molte  questioni.  Il  numero  intero  n=a(2— oc 
si  chiama  in  tal  caso  V  ordine  della  trasformazione.  Dalle  due  Note  che 
precedono  discende  evidentemente  che  se  n=.zt  p^p,  •  •  •  Pft  ^  Vordine  della 
trasformazione  decomposto  nei  suoi  fattori  primi  Pj  >  p^  i  •  •  •  }  p^  >  «<'<>  ^  P^^ 
sempre  considerare  come  la  risultante  delle  k  trasformazioni  : 

/Pi     0\      /p,    0\  /p,     0\ 

VO      1/  '  VO      !/'•  "'\0      1/ 

(ciascuna  da  eseguirsi  una  sol  volta)  combinate  con  trasformaxioni  di  ordine 
uguale  a  àz  i. 

ax  4-  h 

10.  La  trasformazione   lineare   y  = si    può    anche   rappresentare 

ex  +  d 

mediante  la  sostituzione  lineare  omogenea  a  due  variabili  (cfr.  art.  472)  : 

Pi  =  aa?i  +  òxg  ,  y^  =  cx^  +  dx^  , 

purché  si  ponga  y^:y^  =  y  ^  x^  :  x^  =  x. 

Considerando  le  coso  da  questo  punto  di  vista  il  lettore  potrà  dedurre 
facilmente  il  teorema  della  Nota  che  precede  come  caso  particolare  di 
quanto  si  ó  già  dimostrato  (pag.  215,  Note  11  e  12),  per  le  sostituzioni, 
a  coefQ.cienti  interi,  con  n  variabili. 

11.  Dalle  dimostrazioni  già  fatte  (pag.  215,  Note  12  e  18)  si  dedurrà  poi, 
pel  caso  particolare  in  cui  il  modulo  della  sostituzione  sia  d:  1,  chd  ogni 
trasformazione  lineare,  a  coefficienti  interi,  di  ordine  ±1,  si  può  ottenere  me- 
diante  le  tre  trasformazioni  : 


(o    l)  '  (l     l)  '  (    0    l)' 


12.  Osservando  che  : 


(i  i)  -  (i  o)(o  i)(i  o)  •  (   0  i)(i  o)  -  (i  o)(   0  l) 

si  riconoscerà  facilmente  come  al  teorema  ora  enunciato  si  possa  anche 
dare  la  forma  seguente:  ogni  trasformazione  lineare,  a  coefficienti  interi,  di 
ordine  dt  1  si  può  ottenere  mediante  le  tre  trasformazioni  : 

1 

y  =  x-hl    ,    y=-x    ,    y  =  -. 


§  2.0  —  Trasformazione  a  radici  aumentate. 

1036.  Detta  x  una  qualunque  delle  n  radici  dell'  equazione  : 

Uqx''  4-  ai»""^  +  .  .  .  +  a^^^a  -H  a^  =  0  ,  (1) 

ci  proponiamo  di  costruire  un'altra  equazione  dello  stesso  grado 
le  cui  radici,  che  chiameremo  y,  siano  legate  alle  radici  di  x  del- 
la (1)  da  una  relazione  della  forma: 

y^x  +  k  (2) 

dove  k  è  una  costante  fissata  a  piacere. 
In  altri  termini,  se  a,  ^,  Y)  •••  )  ^  sono  le  n  radici  di  (1),  si  vuol 
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costruire  un'altra  equazione  le  cui  radici  siano  a+ik,  g-f  A:, ...,  ).-f  it, 
cioè  siano  eguali  alle  radici  di  (1)  aumentate  di  una  stessa  quan- 
tità data  A;. 

Potendo  però  k  essere  un  numero  qualunque,  la  trasformazio- 
ne (2)  non  differisce  sostanzialmente  dalla  trasformazione:  y=x— A, 
che  risoluta  rispetto  ad  x  dà  : 

X  =  y  4-  ^.  (3) 

Ora,  posto  per  brevità: 

fi^x)  =  rtosc**  +  a^x"*'^  +  . .  .  +  a^.ix  -h  a„  ,  (4) 

sostituendo  in  (1)  in  luogo  di  x  la  sua  espressione  (3),  si  ha  : 

Ay  +  ^)  =  o, 

cioè  (art.  503)  : 


(5) 


É  questa  un'  equazione  di  grado  n  nell'  incognita  y  ;  ed  è  ap- 
punto la  trasformata  richiesta  (a  radici  diminuite  di  h)  dell'equa- 
zione f(x)  =  0. 

■ 

1037.  La  determinazione  pratica  dei  coefficienti  della  equazione 
trasformata  importa,  come  si  vede,  di  calcolare,  data  la  funzione 
f{x)  ed  un  certo  numero  h,  i  valori  dei  quozienti  : 


'^^  '  ir  '  TT 


(6) 


Questo  calcolo  si  fa  nel  modo  più  vantaggioso  mediante  il  se- 
guente procedimento  dovuto  ad  Horner. 
Si  costruisca  il  quadro: 


«0 

«1 

8-2  ••  •  *n-S 

*n-2 

a«-i 

a„ 

«0 

bi 

"2  •  '  •  ^n-S 

l>n-2 

bn-l 

K 

«0 

Ci 

^2  •  •  •  ^n-Z 

^/i-2 

c,.-i 

• 

di 

•         • 

«^2  •  •  •  dn-3 

•       •       .       •      < 

dn-2 

1       •       ■ 

•            • 

• 

• 

«0 

>        • 

e, 

>           a           • 

•            • 

• 

«0 

(7) 


cominciando  collo  scrivere  nella  prima  orizzontale  i  coefficienti 
^0  >  *i  y  •  -  '  )  ^n  della  funzione  proposta  f(x).  Dopo  ciò  si  formi  la 
seconda  orizzontale  scrivendo  per  primo  termine  a^  e  calcolando 
i  successivi  termini  bj  ,  b,  ,  .  .  .  ,  b^  colla  regola  che  un  termine 
qualunque  si  ottiene  moltiplicando  il  precedente  per  h  ed  aggiun- 
gendo al  risultato  il  termine  della  prima  orizzontale  che  $i  trova 
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«/  disopra  del  termine  cercato.  Si  formino  colla  stessa  regola  le 
altre  orizzontali  {cosicché  p.  es.  per  la  quarta  linea  orizzontale  si 
avrà:  d,-  =  cl,_ih  -f-  e,)  colV avvertenza  che  il  numero  dei  termini  da 
calcolarsi  per  ogni  orizzontale  va  diminuito  ogni  volta  di  un'unità. 
Fatto  ciòf  gli  ultimi  termini  delle  successive  orizzontali^  a  comin- 
ciare dalla  seconda,  saranno  appunto  i  valori  cercati,  cioè: 


f(h)  =  b„  ,  f  (h)  =  c„.,  , 


f"(h) 

11 


—  "n-J  >  •  •  •  > 


In 


=  ao. 


Cosi,  ad  esempio;  se  sia  data  la  funzione  : 

f{x)  =  35C*  +  4x*  -  5»  +  6 

e  si  vogliano  calcolare  i  valori  di  /(-2)  ,  A"~2) , . 
costruire  il  quadro  seguente  : 


si  verrà  a 


-2 

3 

0 

4 
16 

-5       6 

3 

-6 

-37     80 

3 

-12 

40 

-117 

1 

3 

1 

-18 

76 

'3 

1 

-24 

3 

onde  si  concluderà  : 

A-2)=80  ,    n-2)=-117  ,    ^-^=76    ,    '-^'=-24. 

1038.  È  facile  dar  la  ragione  di  questa  regola.  Partendo  infatti 
dair  identità  (art.  505)  : 

f{x)=:f{h)^{x^h/-^+{x^hì^^  +  ..., 

si  vede  che  f(h)  è  il  resto  della  divisione  di  f{x)  per  x—h,  e  che 
il  quoziente  di  tale  divisione  è 

Se  questo  quoziente  si  divide  ancora  per  x  —  h,  si  vede  che  il 

e  che  il  quoziente  sarà: 


resto  sarà 


LI 

12 


+  (._,)C^+(._,)<:^)+... 


13 


il  quale  diviso  per  x-h  darà  a  sua  volta  il  resto 


Li   ' 


e  così 


f\h)     f\K) 
via.  I  numeri  cercati  f\Jti) ,  -j—  ,  -|— ^  , ...  si  possono  dunque  tro- 

vare  come  resti  successivi   della  divisione  ripetuta   di  f{x)  per 
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X  "h.  Ora  ciò  si  fa  appunto  col  quadro  (7),  il  quale  non  è  altro 
che  il  risultato  dell'applicazione  ripetuta  della  regola  di  Ruffini 
(art.  491  e  492)  per  calcolare  i  coefficienti  del  quoziente  ed  il  resto 
della  divisione  di  una  funzione  intera  per  x-  h. 

Così  si  vede  che  «o  ?  ^i  ?  ^«  »  —  y  ^n-i  ^^^^  appunto  i  coefficienti 
del  primo  quoziente  e  che  6„  è  il  primo  resto.  Similmente  si  vede 
che  dividendo  il  primo  quoziente  per  ce  —  ^  si  otterrà  un  secondo 
quoziente  che  avrà  appunto  per  coefficienti  i  numeri  «o  >  <^i  >  Cj  »—i 
c„_2  ®  P®r  resto  il  numero  c^..,  dati  dalla  terza  orizzontale  del 
quadro.  Sarà  dunque  c^.^  =  fWj  e  cosi  di  seguito. 

1039.  Nella  trasformata  dell' equazione  /(x)  =  0  data  dalla  for- 
mola  (5)  il  coefficiente  della  potenza  y**"*  della  nuova  incognita  y 

è    , ./^'*'*H^)i  cioè  una  funzione  intera  di  h  del   finrado    f.   Si 

In  —  t  ^ 

potrà  dunque  fare  in  modo  che  V  equazione  trasformata  manchi 
del  termine  contenente  una  data  potenza  y**""*,  determinando  la  co- 
stante h  in  modo  da  soddisfare  all'  equazione  : 

Essendo  questa  un'equazione  di  grado  i  in  h,  è  chiaro  che  tale 
determinazione  si  potrà  fare  in  generale  in  i  modi  distinti. 

1040.  In  particolare  per  far  sparire  nella  trasformata  il  termine 
in  y**"^,  basterà  risolvere  un'equazione  di  lo  grado,  che  si  otterrà 
immediatamente  ponendo  nella  (1)  x  =  y  -^h  e  ordinandone  lo  svi- 
luppo secondo  le  potenze  di  y.  Si  trova  cosi  : 

ao(y+/i)'*+ai(y+/ir-H  ...  +a^-=aoy'*-f-(nao^+ai)y'»-i+  ...  =0. 

Basterà  dunque  prendere  h= ^,  perchè  l'equazione  (1)  si  tras- 

naQ 

formi  in  un'altra  mancante  del  secondo  termine. 

Eserciii. 

1.  Trasformare  l'equazione  4x' —  6x* -f  Sx -f  6  =  0  in  un'altra  mancante 
del  secondo  termine. 

2.  Hisolvere  l'equazione  del  secondo  grado  riducendola  alla  forma  bi- 
nomia  mediante  la  trasformazione  a  radici  aumentate. 

8.  Se  f(x)  =  0  è  uri'  equazione  la  cui  prima  derivata  ha  tutte  le  sue  radici 
egualij  il  primo  membro  f(x)  è  necessariamente  della  forma  : 

f(x)  =2  (ax  4-  b)»  -f  e. 

Si  dimostri  ciò  facendo  vedere  che,  nell'ipotesi  fatta,  l'equazione /(a:)=0 
si  può  ridurre  alla  forma  binomia  mediante  una  trasformazione  a  radici 
aumentate. 

4.  Trovare  la  condizione  cui  debbono  soddisfare  i  coefficienti  dell'equa- 
zione di  quarto  grado  a^x*  -f  a^x^  +  a^x*  -f  a^x  +  a^  =  0,  affinchè,  mediante 
una  trasformazione  a  radici  aumentate,  essa  prenda  la  forma:  ox^-f-^^c'-f  T^^' 
equivalente  ad  un'equazione  di  secondo  grado. 
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§  3.0  —  Trasformazione  a  radici  multiple.  —  Determinazione 
delle  radici  razionali  di  an'  equazione  a  coefficienti  ra- 
zionali. 


1041.  Si  voglia  ora  costruire  un'equazione  che  abbia  per  radici 
le  radici  x  deli'  equazione  data  : 

Uffic*^  4-  ai»'*"^  -}-...+  a^-i»?  +  a^  =  0  (1) 

moltiplicate  per  uno  stesso  numero  costante  k  dato  ;  cosicché,  se 
si  indichi  con  y  una  radice  deiroquazionc  cercata,  si  dovrà  avere 
la  relaziono  : 

y  =  kx.  (2) 

Di  qui  si  deduce  a  =  f-  ',  onde,  sostituendo  ciò  in  (1),  si  ha  : 

k 

e  moltiplicando  per  &'*  : 

«oy**  +  fc«,!/'*"'  +  fc^a^y^*-*  +  .  .  .  +  k'^'^a^^.y  +  k''a„  =  0.       (3) 

È  questa  appunto  l'equazione  trasformata  cercata.  Gli  n  valori 
di  y  che  la  soddisfano,  saranno  eguali,  in  virtù  della  relazione  (2), 
alle  radici  a  ,  fi  ,  v  ^ . .  .  ,  X  della  proposta  tutte  moltiplicate  per  k. 

1042.  Mediante  questa  trasformazione  ogni  equazione  a  coeffi- 
cienti razionali  si  può  facilmente  ricondurre  ad  un'  equazione  a 
coefficienti  interi  col  primo  coefficiente  uguale  all'  unità.  Suppo- 
nendo infatti  (come  ò  sempre  lecito,  potendosi  moltiplicare  sempre 
il  primo  membro  per  il  massimo  commi  denominatore  dei  coeffi- 
cienti) che  l'equazione  proposta  sia  stata  giii^ ridotta  alla  forma  (1) 
con  coefficienti  tutti  interi,  basterà  eseguire  la  trasformazione  (2) 
l»er  k  =  aQy  cioè  prendere: 

y  =  UqX.  (a) 

Si  ottiene  così  l'equazione  analoga  alla  (3),  (k  =  Gq)  : 

^oV*"  +  ^oCty^  +  «o*«22^'*"^  +  .  .  .  -f  ciQ*'\^_^y  +  ao"ao  ^■-  0 
e  dividendo  il  primo  membro  per  a^  : 

y*'  +  «12/""^  +  a^a^y""-^  -I-  .  .  .  +  ao""X-iy  +  «o'*"^^»  =  0. 

che  ha  appunto   tutti  i  coefficienti  interi  ed  il  primo  coefficiente 
uguale  all'  unità. 

Poiché  la  formola  di  trasformazione  (a)  fa  corrispondere  ad 
ogni  valore  razionale  di  x  un  valore  razionale  di  y,  cosi  si  vede 
che  la  ricerca  delle  radici  razionali  (se  ve  ne  siano)  di  un'equa- 
zione a  coefficienti  razionali   si  può   immediatamente   ricondurre 

Capkllx.  —  Istiiuxioni  di  analisi  algebrica,  8.*  cdiz.  75 
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alla  ricerca  delle  radici  razionali  di  un*  equazione   a   coefficienti 
interi  col  primo  coefficiente  uguale  all'unità. 

1043.  Ora  quest'ultima  ricerca  si  può  sempre  espletare  mediante 
un  numero  limitato  di  tentativi  (cfr.  anche  l'art.  395).  A  tale  og- 
getto cominciamo  dal  dimostrare  che  un*  equazione  a  coefficienti 
interi  col  j^rimo  coefficiente  uguale  ali*  unità  non  può  avere  radici 
razionali   che  non  siano  proprio  intere, 

r 

Invero,  se  esiste  un  valore  frazionario  di  y  ,  y  =  --  (r  ,  s   interi 

primi  fra  loro)  che  soddisfi  l'equazione  a  coefficienti  interi  : 
si  dovrà  avere  : 


n-i  . 


e  moltiplicando  per  s 

dove  la  somma  chiusa  in  parentesi  è  un  numero  intero,  il  che  è 
assurdo,  essendo  per  supposto  r  ed  8  interi  primi  fra  loro. 

1044.  Così  tutto  è  ricondotto  a  determinare  (se  ve  ne  siano)  le 
radici  intere  di  un'equazione  a  coefficienti  interi  : 

y''  +  q^y''^'  +  ^2^'*"'  + . . .  +  qn-xy  +  ^n  =  O-  (?) 

Di  qui  si  cava  : 

ed  anche  : 

qn  =  -  2/(.V""'  +  (?i2/'^"'  +  q^y""-^  +  .  .  .  +  (7,.i). 

Se  ora  y  sia  un  numero  intero,  la  quantità  fra  parentesi  nel  se- 
condo membro  sarà  evidentemente  un  intero,  onde  questa  ugua- 
glianza ci  dice  che  se  y  è  un  numero  intero  soddisfacente  air  e- 
quazione  (^i,  esso  sarà  un  divisore  esatto  delV intero  q,,. 

Basterà  dunque  prendere  in  esame  tutti  i  divisori  interi  positivi 
e  negativi  del  numero  q^^.  Quelli  di  essi  che  sostituiti  nel  primo 
membro  di  (3)  Tannullano,  ci  daranno  tutte  le  radici  razionali  del- 
l' equazione  (fi). 

1045.  Come  caso  particolare  della  trasformazione  a  radici  mul- 
tiple si  ha  la  trasformazione  a  radici  eguali  ma  di  segno  contra- 
rio. Quest'ultima  equivale  infatti  a  trasformare  1'  equazione  pro- 
posta in  un'altra  le  cui  radici  siano  eguali  a  quelle  della  proposta 
moltiplicate  per  (—1).  Ponendo  dunque  nella  (3):  A:--— 1,  si  vede 
che  :  se 

a^^x'*  +  a^x'*'^  +  agx''"^  4-  .  .  ,  ^  a„  =  0 
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sia  un*  equazione  qualunque^  la  sua  trasformata  a  radici  eguali 
via  di  segno  opposto  sarà  : 

aoY"  -  a,y'*-i  f  ti^y'*-^  -  aay"-^  +...+(-  l)'*a„  =  0. 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Dedurre  il' criterio  por  la  parità  o  dii<parità  del  numero  delie  radici 
negative  di  uu^equazionc  a  coefficienti  reali  da  quello  già  dato  all'art.  721 
per  lo  radici  positive  mediante  la  trasformazione  a  radici  uguali  ma  di 
segno  contrario. 

1  2 

2.  Trasformare  l'equazione  x* x'  H — x'  +  10  =  0  in  un'altra  a  coeffi- 

^  t) 

cieuti  interi  e  col  primo  coefficiente  uguale  ad  1. 

3.  Determinare  le  radici  razionali  di  : 

:^x^  -  V2x^  -  Sx-  +  20  =  0. 

4.  Trovare  tutte  le  radici  dell'  equazione  : 

aji  -j-  aj3  _  2x-  4-  4a:  -  24  =  0. 

5.  Mostrare  come,  all'oggetto  di  far  sparire  i  coefficienti  frazionari!  di 
un'equazione,  possa  essere  opportuno  di  applicare  la  trasformazione  ì/=kx, 
anziché  moltiplicare,  come  si  fu  ordinariamente,  tutta  l'equazione  pel  mi- 
nimo comun  denominatore  delle  frazioni. 

6.  Per  abbreviare  i  tentativi  da  farsi,  secondo  quanto  si  ò  visto  all'ar- 
ticolo 104-1,  por  determinare  tutto  lo  radici  intoro  dell'  equazione  a  coeffi- 
cienti interi  : 

X*'  +  rt^ac'*'^  -f-  a^x'"'^  -H  .  .  .  4-  a,,_icc  +  a„  =  0,  (1) 

gioverà  .servirsi  del  seguente  procodimento  di  Newton  conosciuto  col  nome 
di  metodo  dei  div inori. 

Se  7.  è  una  radice  intera,  VuUimo  coefficiente  a^  dev*eaitere  divisibile  per  a. 
Si  aggiunga  al  quoziente  così  ottenuto  il  numero  a;|.»,  ;  la  somma  dev*  estere 
divisibile  per  a.  Aggiungendo  a  questo  nuovo  quoziente  il  numero  a^-j  anche 
questa  somma  dev* essere  divisibile  per  a,  e  cosi  di  seguito.  Quando  per  ultimo 
si  sia  aggiunto  il  numero  a,  ,  la  somma  ottenuta  dev^essere  divisibile  j^er  a  ed 
il  quoziente  dev*essere   —1. 

Dovendosi  quindi  esaminare  un  corto  intero  a  per  riconoscere  so  esso 
sia  o  no  radice  dell'equazione,  esso  si  dovrà  abbandonare  appenachù  qual- 
cuna delie  sopraddotte  condizioni  non  sin  soddisfatta.  So  sono  tutte  sod- 
disfatte, il  numero  a  sarà  radice. 

Per  dimostrare  quanto  si  è  asserito,  cominciamo  dal  notare  che,  se  a  ò 
radice  intera  della  equazione  (1),  il  primo  membro  di  (1)  si  può  porre  iden- 
ticamente sotto  la  forma  : 

(x  -  a)(ac'-i  +  p^x"-^  -Vp.x''^  +  .  .  .  +  p,,.^) , 

dove  i  numeri  i>i  ,  !>,  ,  .  .  .  ,  Pn^\  sono  interi  e  legati  dallo  relazioni  : 

p.=Pi.,a  +  a.,  (2) 

come  seguo  dalla  regola  di  Kuffini  (art.  491).  I  numeri  : 

—  ap^  ?  -  aps ,  .  .  .  ?  -  «jPn-i 
che  indicheremo  brevemonto  con 
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saranno  dunque  del  pari  numeri  interi  e  legati  dalle  relasioni  : 

C/-1  =  ~  +  «,-1  (3) 

che  si  deducono  immediatamente  dalle  (2)  moltiplicandone  i  membri   per 
—  a  ed  osservando  che  : 

Cp  =  -  aPp-i- 

Ponendo  ora  nella  (3)  successivamente  »  =  n,n— l,...,e  notando  che 
Cf^=za„f  si  vede  appunto  che  sono  interi  i  numeri  : 

a^  /a,j  \  1 

o  quindi  anche  i  numeri  : 

come  si  era  asserito.  L^  ultimo  di  questi  quozienti  avendo  V  espressione  : 

a 


— M    1      «i— 1    I    •  •  •  n^         f 


se  si  verifica  che  esso  ha  il  valore  —  1,  sarà  : 

d'  onde  moltiplicando  per  a**  : 

a'*  +  aia"-^  +  .  .     -h  a^.^a  +  a^  -  0  , 

cioè  a  sarà  proprio  radice  delT  equazione  (1). 

7.  I  tentativi  per  riconoscere  se  un  numero  intero  x  sia  radice  dell'  o- 
quazione  a  coefficienti  interi  : 

f(x)  =  a^x""  +  a^x*"'^  +  .  .  .  +  a^-ix  f  a,,  =  0  ,  (ot) 

si  possono  anche  abbreviare  servendosi  del  seguente  criterio:  se  VitUero  % 
è  radice  dell'equazione  (a),  il  numero  x  —  1  sarà  un  divisore  esatto  del  numero 
ao-f  a^-f  a^-f  •••»„  ed  il  numero  x+l  un  tZiwworc  ««a/io  rfi  a^— a,  +  a^— aj4-...^a„. 
Infatti ,  so  l' intero  x  ò  radice  di  (a;  ed  h  un  intoro  qualunque  ,  si  ha 
(cfr.  art.  491): 

-  fi^h)  =  (a?  -  h)[aoX*"-^  +  (a^h  +  a^»'*"^  +  •  •  -J 

dove  il  secondo  fattore  è  cvidentemonto  un  numero  intero.  L'intero  x-h 
sarà  dunque  un  divisore  di  f(h)  ;  e  di  qui  segue  appunto  il  criterio  sopra 
enunciato,  prendendo  in  particolare  A=l  ovvero  /i=— 1. 
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§  4.0  —  Trasformazione  a  radici  reciproche. 
Equazioni  reciproche. 

1046.  La  trasformazione  a  radici  reciproclic  consiste  nel  co- 
struire r  equazione  die  ha  per  radici  i  valori  inversi  di  quelli 
delle  radici  della  data. 

Si  porrà  dunque  la  relazione  : 

w  =  -     ,     d'onde:  a;=-,  (l) 

X  y 

cosicché,  sostituendo  neir  equazione  data  : 

a^x^  +  ai»"""^  -t-  .  .  .  +  a„.iX  f  a,j  -  0 ,  (2) 

questa  diverrà  : 


y     2/   '  y  •  ^,ì  X  ^  f 


e  molliplicando  per  y"  si  cambicrà  neirequazioue  trasformata: 

«»y'*  +  «n-i^""^  -f  .  .  .  -f  a^y  +  ao  =  0.  (3) 

Duncjue:  per  dedurre  dall'equazione  data  Vequazione  trasformata 
a  radici  reciproche^  basta  capovolgere  in  essa  V  ordine  dei  eoe/fi- 
denti. 

1047.  La  trasformqziine  a  radici  reciproche  fa  vedere  in  qual 
senso  si  possa  dire  che  l'equazione  del  grado  n  : 

Oic'*  +  Oac'*"^  +  .  .  .  f-  «fccc'*"*  +  «fc-ii«'*~*"*  +  «;»  =  0    ì    «fc  =*=  0 
ha  k  radici  uguali  ad  x .  Invero  l'equazione  a  radici  reciproche: 

a,,»**  +  d^.,»"'^  4  .  .  .  ^  Oaj  -H  0  =  0 
ha  evidentemente  k  radici  uguali  a  zero. 

1048.  Come  utile  applicazione  di  questa  trasformazione  note- 
remo che,  se  nelle  formolo  di  Newton  (art.  918}  si  scaml)i  dap- 
pertutto «Q  con  a,,,  aj  con  rt,j_j  ,  a^  con  a^_^y  ecc.,  il  valore  di 
S^  che  se  ne  deduce,  anziché  ad  a'*  4-  f;*  +  .  .  .  f-  X* ,  s.irà  uguale 

Se  dunque  poniamo  : 

8i  deducono  immediatamente  da  quelle  formolo  quest'altre  : 

«nS-2  +  «n-iS-i  +  2a,,.j  =  0 
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che  serviranno  similmente  al  calcolo  successivo  delle  somme  sem- 
plici ad  indice  negativo  S_i  ,  S.j  ,  S.j  , .  .  .  . 

1049.  Può  accadere  che  l'equazione  trasformata  (3)  coincida  con 
r  equazione  (2)  ;  in  tal  caso  si  dice  che  la  (2)  è  un'  equazione 
reciproca. 

Per  Tidentità  delle  due  equazioni  (2)  e  (3)  dovendo  aversi  : 

r/o  :  a^  :  a^  :  •  •  •  •  a^^  =  a„  :  rt,,_|  :  a^.j  : . . .  :  «q  ,  (4) 

si  ha  primieramente  la  condizione  a^,  :  a,,  =  a„  :  a^j ,  cioè: 

aj  =  «0*,  d'onde  a,,  -  ±  a^. 

8c  a,=aQ  ,  le  (4)  ci  danno  poi  evidentemente:  «««i^aj ,  a^^j^aj  ,...: 
se  invece  a^j=—afj ,  le  stesse  (4)  ci  danno  «„_i=— «i ,  «,i-2=— «i  ?  •••• 
Si  hanno  dunque  due  classi  di  equazioni  reciproche,  cioè  : 

A)  le  equazioni  in  cui  sono  uguali  i    coefficienti   dei   termini 
equidistanti  dagli  estremi; 

B)  le  equazioni  in  cui  i  coefficienti  dei   termini   equidistanti 
dagli  estremi  sono  uguali  ma  di  segno  opposto. 

1050.  È  chiaro  che  nelle  equazioni  della  classe  (B)  la  somma 
di  tutti  i  coefficienti  è  uguale  a  zero.  Per  conseguenza  esse  sono 
soddisfatte  quando  in  luogo  di  x  si  sostituisca  il  valore  1;  onde 
il  loro  primo  membro  è  divisibile  per  (ce  ~  1),  cioè  della    forma: 

{X  -  l\h^x''-^  +  h,x'''  -f  .  .  .  i-  i>,,_i). 

Identificando  questo  prodotto  col  primo  membro  di  (2),  si  ot- 
tiene : 

^'o  =  «0  »  -  ^/.-i  =  «n  =  -  «0  ^ 
onde  : 

^,-1  =  K- 

Pertanto  V  equazione  residua  : 

b,,x"'-^  +  h^x''"'  +  .  .  .  4  [;,,_j  =:  0 , 

che  dev'essere  evidentemente  reciproca,  apparterrà  alla  classe  (A). 
Le  equazioni  della  elassc  (B)  si  riconducono  così  a  quelle  della 
classe  (A).  Quanto  a  quest'ultime,  se  esse  sono  di  grado  dispari, 
il  loro  primo  membro  sarà  esattamente  divisibile  per  a;  1 1,  poiché 
dall'  essere  uguali  i  coefticienti  equidistanti  dagli  estremi  seguo 
che  la  somma  di  tutti  i  coeffìcicnii  (che  sono  in  numero  pari)  can- 
giati alternativamente  di  segno  è  nulla  ;  cioè  che  V  equazione  è 
soddisfatta  per  x=  -  1.  Fatta  la  divisione,  il  quoziente  ci  fornirà 
evidentemente  una  equazione  reciproca  che  sarà  ancora  della 
classe  (A)  e  di  grado  pari, 

1051.  Tutte  le  equazioni  reciproche  si  trovano  così  ricondotte 
al  tipo  normale  di  equazioni  reciproche  di  grado  pari  coi  coeffi- 
cienti equidistanti  dagli  estremi  uguali.  Se  ora  : 

a^x^"^  +  a^x'^'^"^  -r  .  .  .  -r  a^x'""  -1-  .  .  .  -f-  a^cc  +  a^  =  0  (5) 
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è  un'equazione  qualunque  di  questo  tipo,  mostreremo  come  11  suo 
grado  si  possa  sempre  abbassare  della  meti\  mediante  la  trasfor- 
mazione : 

2/  =  ce  +  -  ,  d'onde:  oc  =  |  ±  -Vy^-,4.  (6) 

Invero,  dividendo  la  (5)  per  a;"*  e  riunendo  due  a  due  i  termini 
e(iuidistanti  dagli  estremi,  essa  prende  la  forma  : 

che  scriveremo  brevemente  così  : 

«oV,n  +  «iV,n-i  +  •  •  •  +  «m-iV  +  a^  =  0.  (7) 

Ora  ò  facile  riconoscere  che  si  ha  in  generale  la  relazione   i- 
dentica  : 

cioè  : 

v.-.i  =  yv,  -  V,.,  (8) 

che  applicata  successivamente  ai  valori  1,  2,  3,...  di  i  ci  dà: 

V,  =  yV,-Vo  =  y*-2 

V,=yV3-V,  =  y*-4y«  +  2  (9) 

Vs  =  y  V4  -  Va  = /•  -  5y»  +  5y 


»  • 


e  cosi  via. 

Sostituendo  questi  valori  in  (7),  è  chiaro  che  la  (7)  si  ridurrà 
ad  un'equazione  del  grado  m  in  y,  risoluta  la  quale,  i  2m  valori 
di  X  si  otterranno  sostituendo  successivamente  in  (6)  gli  m  valori 
trovati  per  y, 

1052.  Esempio.  —  L'  equazione  reciproca  : 

cc^  -  l  =  0  (a) 

si  ridurrà  primieramente,  mediante  la    divisione   per   a  — 1,   alla 
forma  normale  : 

aj-'  +  oc^  +  aj-  +  X  -I-  1  =  0 , 
cioè  : 


(,.+  ^)  +  (cc  +  ^)  +  l=0. 


Applicando  la  trasformazione  (6)  e  tenendo  conto  delle   (9),   si 
otterrà  dun(|iie  V  equazione  in  y  : 

2^s  +  y-l=0 
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che  risolata  ci  dà  i  due  valori  : 


Sostituendo  ciò  in  (6)  si  trovano  per  x  i  quattro  valori  : 


ic  =  ^|-  l+V5=ttyiO  +  2\/5l 
ed 

a:  =  ^j-  1  -  \'6  =t  t  ^10-  2  V5| 

che  unitamente  al  valore  aj=l    ci    forniscono    le   cinque    radici 
della  (a). 

Note  ed  EserciBi. 


1.  Neirapplicare  la  regola  delTart.  1046  a  costruire  Tequasione  a  radici 
reciproche,  si  poDga  atteszione  a  sostitaire  i  coefficienti  dei  termini  man- 
canti con  dogli  zeri.  Si  verifichi  p.  es.  che  1*  equazione  a  radici  recipro- 
che di  : 

se'  -  3a:*  +  2»  +  1  =  0 
è 

ac'  +  2x«  -  3sc3  -f  1  =  0. 

2.  Se  Teqaazione  a^x'^  +  a^x^~^  -f  .  . .  +  a^^^x  -|-  a„  =.  0  ha  tutte  le  radici 
reali,  dev'essere  a,^^^  >  2a^^a,^_^.  Infatti  la  somma  dei  quadrati  delle  reci- 
proche delle  radici  sarà  positiva. 

8.  Dedurre  di  qui  che  so  la  stessa  equazione  ha  tutte    lo    radici   reali , 

,     ,  u  —  r  4-  1 

dev'essere  aJ>  —    —  «r-i  <*r4.s- 

«  — r 

Si  applichi  l'art.  782. 

4.  Si  dimostri  cho  lo  equazioni  reciproche  della  classe  (B)  e  di  grado 
pari  hanno  il  primo  membro  divisibile  per  ar*  —  1.  Si  effettui  questa  di- 
visione. 

5.  Si  tratti,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  all'art.  1052,  Tequazione 
binomia  : 

«7-1=0 

riconducendola  all'  equazione  di  terzo  grado  : 

().  So  l'equazione  (5)  dell'art.  1051  ha  tutti  i  coefficienti  reali,  l'equazione 
ridotta,  del  grado  metà,  avrà  tutto  le  radici  reali. 

§  5.0  —  Risoluzione  generale  delle  equazioni 

del  terzo  grado. 

1053.  L'equazione  generale  del  terzo  grado  è  della  forma: 

^oy^  +  «12/*  +  as?/  4-  «8  =  0  , 
ma,  per  quanto  si  è  visto  precedentemente  (art.  1040);  si  potrà  sem- 
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pre  facilmente  trasformarla  in  un*  altra  che  manchi  del  secondo 
termine.  Cosicché,  dividendo  poi  tutto  pel  coefficiente  del  primo 
termine,  potremo  sempre  partire  da  un'equazione  del  terzo  grado 
della  forma: 

x^  +  qx  ^  r  =  0.  (1) 

Detta  X  una  delle  radici  cercate,  poniamo  x  =  m  +  v  7  essendo 
per  ora  u  e  v  due  indeterminate.  Sostituendo  ciò  nella  (1),  essa 
diviene  : 

(u  +  v)^  +  $(tt  +  v)  +  r  =  0 
e  sviluppando  : 

w'  +  v^  +  Suv{u  +  v)  +  q{ti  +  v)  +  r  -  0, 
0  anche  : 

u^-^-  v^-h  (m  +  v){Suv  +  5)  +  r  =  0.  (2) 

Determiniamo  ora  u  e  t;  in  modo  che  sia  3uv-\-q  =  0j  cioè  in 
modo  che  sia 

uy  =  -  -^-.  (3) 

3  ^ 

Questa  ipotesi  è  sempre  lecita,  poiché  si  possono  sempre  deter- 
minare ed  in  un  unico  modo  due  numeri  u  e  v  dei  quali  sia  data 
la  somma  (nel  nostro  caso  =  x)  ed  il   prodotto   (nel   nostro   caso 

eguale  a  -  -^),  come  si  sa  dalla  risoluzione   delle   equazioni    di 

20  grado.  L'  equazione  (2)  prende  così  la  forma  : 

w'  +  v^  +  r  =  0 
da  cui  si  deduce  : 

u^  4- 1?5  =  —  r. 

Ma  elevando  al  cubo  la  (3;  si  ha  : 

27' 

onde  si  vede  che  di  u^  e  v'  conosciamo  somma  e  prodotto.  Esse 
sono  dunque  le  due  radici  dell'equazione  di  2o  grado  : 


Risolvendo  quest'  equazione  si  trova  : 


lV4'27'  2       V427 


ed  estraendo  le  radici  cubiche  : 


Capklli.  —  Istituzioni  di  atutlivi   algebrica,  3.*   cdiz .  76 
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Essendoci  posto  x  =  u  -^  v,  si  trova  dunque  come  espressione  ge- 
nerale delle  radici  deirequazione  del  3o  grado  (1)  : 


X 


W-ìWt^W-i-V?^-  '•) 


1054.  Discussione  della  formala  cardanica.  La  formola  generale 
di  risoluzione  dell'  equazione  : 


è  dunque  data  da 
dove  : 


x^  -\-  qx-^-  r  =  0 

X  =  U-T  V  y  (5) 


u 


-V-fWT4■"=^/-T-^/^i^• 


Poiché  ciascuno  di  questi  due  radicali  cubici  ammette  per  so 
solo  tre  valori  distinti  reali  o  complessi  (art.  823),  cosi  è  chiaro 
che,  accoppiando  uno  qualunque  dei  tre  valori  di  u  con  uno  qua- 
lunque dei  tre  valori  di  v,  si  hanno  in  tutto,  in  generale,  9  signi- 
ficati diversi  per  la  somma  u  -^  v,  cioè  per  la  formola  cardanica. 

È  facile  però  avere  un  criterio  per  dìscemere  fra  questi  9  va- 
lori i  tre  valori  che  corrispondono  veramente  alle  tre  radici  del- 
l'equazione di  terzo  grado,  osservando  che  quei  valori  di  it  e  f 
che  sommati  danno  una  radice  deirequazione,  dovevano  soddisfare 
alla  condizione  (3). 

Infatti,  se  u^  è  uno  dei  tre  valori  di  u,  gli  altri  due  valori  sa- 
ranno euj  ed  s^Wi ,  essendo  e  una  radice  cubica  complessa  delfa- 
nità  (art.  827),  cosicché  : 

2  2'  22  ^ 

Similmente^  se  Vi  è  uno  qualunque  dei  tre  valori  di  v,  gli  altri 
due  saranno  tv^  ed  e'^y,.  Pertanto  i  9  Viilori  possibili  di  le  +  r  sa- 
ranno : 

«1  -f  Vi         eW|  +  V,         e-Wj  +  v^ 

tra  i  quali  dovranno  scegliersi  quelli  che  soddisfano   alla   condi- 
zione (3).  Ora  il  prodotto  uv  per   ciascuno   di   questi  9   valori  è 


(*)  La  risoluzione  delle  equazioni  del  terzo  grado  fu  trovata  verso  il 
1600  da  Nicola  Tartaglia  e  da  Scipione  del  Ferro.  Questa  formola  però  e 
conosciuta  più  comunemente  col  nomo  di  formola  di  Cardano  il  quale  pub- 
blicò per  la  prima  volta  quanto  gii  altri  due  avevano  trovato  alquanto 
tempo  prima. 


uguale  risp.  ad 
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«ll'l 

£?*!«, 

e^Mj!;, 

su^v^ 

é*Mll>( 

«l»! 

S^«,t'l 

M.,r, 

£u,rj. 

Quindi,  se  supponiamo,  come  è  sempre  lecito,  che  il  valore 
Wj  -h  Vj  soddisfi  alla  condizione  (3),  si  vede  che  degli  altri  8  va- 
lori soltanto  il  valore  zhc^  +  sy^  ed  il  valore  zu^  +  s^Vi  vi  soddisfe- 
ranno  del  pari.  Dunque  : 

Per  avere  le  tre  radici  delC equazione  (ì)  si  comincerà  dal  preii- 
dere  a  piacere  uno  qualunque  dei  tre  valori  del  lo  radicale  cu- 
bico u.  Sia  questo  Uj  ;  si  prenderà  allora  : 


V,  =  - 


3Ui 
e  con  ciò  si  avrà  certamente  una  prima  radice; 

X,  =  Ui  f  Vi=U,-^. 

Le  altre  due  radici  saranno  date  da 

Xg  =  eui  +  s«Vi 

X3  =  6^Ui+  ev^. 

1055.  Supponendo  ora  che  i  coefficienti  5  ed  r  dell'  equazione 

siano  numeri  reali,  passiamo  alla  discussione  dei  casi   di  realità 

od  imaginarictà  delle  radici.  Tale  discussione  si  collega   col   va- 

r^       q^ 
loro  doir  espressione    —  +  "^  che  si  chiama  il  discriminante  (cfr. 

4       27  ^ 

art.  934)  dell'  equazione  : 

Esso  può  essere  >  ,  <  od  =  0. 

r^      q^ 
a)  —  +  o":;  >  ^'  Allora  sotto  il  radicale  cubico  u  si  trova  una 

quantità  reale  e  perciò  w  avrà  sempre  un  valore  reale  ed  uno  solo 
che  indicheremo  con  u^  ;  gli  altri  due  valori  saranno  complessi. 
Intanto  sommando  i  valori  reali  u^  e  v^ ,  che  si  potranno  cal- 
colare coir  ordinaria  estrazione  di  radice  cubica  aritmetica ,  si 
avrà  certamente  una  prima  radice  dell'equazione,  perchè,  avendo 
preso  per  «,  un  valore  reale,  si  dovrà  necessariamente  prendere 
per  Vj  un  numero  del  pari  reale ,  senza  di  che  il  prodotto  u{0^ 
riuscirebbe  complesso  e  non  potrebbe  quindi  essere  uguale  al  nu- 

q 
mero  reale  —  ^. 

ò 

Le  altre  due  radici  saranno  complesse  conjugate.  Difatti  la  loro 
forma  è,  per  quanto  precede  : 

Ma,  come  si  vede  dalle  ((>),  s  ed  z-  sono  complessi   conjugati  : 
dunque  saranno  evidentemente  conjugati  anche  Xg  ed  x,.  Dunque: 
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se  il  discriminante  è  positivo^  una  radice  è  reale  ed  è  la  somma 
dei  valori  reali  dei  due  radicali  cubici;  le  altre  due  sono  complesse 
conjugate, 

b)  —  +  —  <  0.  Allora  sotto  i  due  radicali  cubici   ci   saranno 
^   4       27 

numeri  complessi  conjugati  che  si  potranno  sempre   ridurre   alla 

forma  trigonometrica  p(cos6  +  tsinO)  e  p(cos6  —  tsinO),  onde  si  potrà 

scrivere  : 

3 3 

u  =  \/p(cosO  H-  isinO)  ,  v  =  Vp(cos6  -  tsinO). 
Noi  potremo  sempre  prendere  per  u^  e  v^  risp.  i  valori  : 

i/o  0\        -/       «  0\ 

p»\^cosj  +  isìiijj   e   P^cosy  -  isinyj  , 

poiché  il  prodotto  di  questi  due  valori  è  evidentemente  un  nu- 
mero reale  (  — ?  )•  Avremo  così  una  prima  radice  Xj  =  u^  +  v^  che 

sarà  reale,  essendo  la  somma  di  due  numeri  complessi  conjugati. 
Le  altre  due  radici  saranno  anche  reali.  Difatti  la  loro  forma 
è  a?2  =  SMj  -f  e^Vj  ,  scg  =  e^Ui  -f-  s^i ,  dove  sono  conjuo^ati  e  ,  e-  ed  Wj , 
Vj  ;  e  perciò  ognuna  di  esse  è  la  somma  di  due  complessi  conju- 
gati, cioè  un  numero  reale.  Dunque  :  se  il  discriminante  è  nega- 
tivo, le  tre  radici  sotto  reali,  e  ognuna  di  esse  si  determina  som- 
mando un  valore  di  u  col  conjugato  di  v  (*). 

r^      q^ 
e)  --  i-  ^-:  —  0,  In  questo  caso  i  valori  di  m  e  i;  sono  dati  da 
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radici  cubiche  di  quantità  eguali.  Come  nel  caso  (a)  si  potrà  pren- 
dere un  valore  reale  u^  di  u  e  sommarlo  col  valore  reale  v^  (che 
ora  coincide  con  w,)  di  v.  Si  ha  così  x^  =  2ui. 

Le"altredue  radici  prendono  oralaformaa;--(£-f  c*)i6j  ox^-{i--[  s'«„ 
dove  £  f  s^=— 1 ,  perciò  le  tre  radici  sono  : 

Dunque:  se  il  discriminante  è  zero,  le  radici  sono    tutte    reali, 
ma  due  di  esse  sono  eguali. 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Risolvere  1'  equazione  : 

if  +  2/2  -  2y  -  1  =  0.  (a) 

1 
Mediante  la   trasformazione   y  =  x  —  -^  si  ridurrà  prima  alla  forma: 

o 

7  7 

x^ X =  0, 

3  27        ' 


(*)  Questo  caso  ò  conosciuto  sotto  il  nome  di  caso  irretluttibUe,  poiché 
non  si  può  dare  alle  tre  radici  una  forma  algebrica  reale,  benché  i  loro 
valori  sieno  tutti  reali.  (Cfr.  Gap.  XV,  §  4",  Note). 


onde 


ed 
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2.  Si  faccia  poi  servire  la  risolazione  delPequazione  (a)  alla  determina- 
zione completa  (cfr.  §  4»  Note)  dì  tutte  le  radici  delP  equazione  binomia 

8.  L*  equazione  generale  del  terzo  grado  : 

ax^  +  bx^  +  cac  +  rf  =  0, 

ponendo  «  =  — x— ,  si  trasforma  in 

ad 

con  coefficienti  di  forma  frazionaria.    Si    verifichi    che ,    ponendo    invece 

z-h 

X  = ,  essa  si  trasforma  nell'  equazione: 

a 

z^  +  3(3ac  -  ò»)2;  +  (26«  -  9a6c  +  21aH)  =  0 

che  ha  i  coefficienti  di  forma  intera. 
4.  Kidurre  V  espressione  : 


n 
x=  U"  --,  dove 
òu 


V        2       V  4       27 


che  dà  la  risoluzione  delP  equazione  : 

x^'hqx^r=0  (1) 

a  forma  intera  rispetto  al  radicale  cubico  e  rispetto  al    radicale   quadra- 
tico (cfr.  art.  951). 

So  si  fissi  il  valore  del  radicale  quadratico  ponendo  : 


r         /|.2       ^3  r         I 


p2       qH 
4       27 


si  troverà  : 

3  3       f 


3  \^w^  [  ) 

e  similmente  : 

3 3 /  3 \ 


3\/tt/*g       '      (        ^  '      / 
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5.  Poiché  le  forinole  (2)  e  (2/  esprimono  la  risolaziono  della  stessa    e- 
quazione  (1),  deve  sussistere  la  seguente  uguaglianza: 


3 L         9  ^    .)      ^ \         9  3 

Vm?jU  -  -j{r  +  tr,)vM?,?=  Virghi  -  ^  (r  +  u?^)  V 

(5  7^5' 


tl?2| 


3_  3_ 

comunque  «»  fissi   v'wj  ,  purché  si  fissi  poi  opportunamente  il  valore  di    \'w^. 
Dimostrare  direttamente  la  verità  di  quest'  cguaglian7.a. 
6.  Posto  per  brevità: 


V 


4  ^ 


dimostrare  che  la  radice  x  deirequaziono  (1)  è  data  anche  dalla  forinola: 


3r 

X 


+  5  =  W-  g3  -  ^r»  -f  27r .1  fJ^q^--  ^r«  -  27r.I 


Si  risolva  questa  equazione  rispetto  a  ^  e  si  ponga  poi  il  risultato  sotto 
forma  intera  rispetto  ai  radicali. 

7.  BisGlvere  Tequaziono  generale  del  terzo  grado  riduccndola  alla  forma 

binomia  mediante  una  trasformazione  lineare  a;  =:      -    . 

§  6.0  —  Risoluzione  g^enerale  delle  equazioni 

del  4.«  grrado  (*). 

10/56.  L'  equazione  generale  del  4°  grado  è  della  forma  : 

x^  4-  jìx^  +  qx^  -I-  ?'x  4-  s  —  0  ,  (  1  ) 

dove  i  coefficienti  possono  essere  numeri  reali  o  complessi. 

Aggiungendo  al  primo  e  al  secondo  membro  deircquazione  Te- 
spressione  intera  di  2^  grado  ax^  +  bx  -\-  e,  in  cui  a,  b,  e  sono  per 
ora  indeterminali,  si  ha: 

oc*  +  i?3c^  4-  {q  I-  ct)x-  -f  {r  \  b)x  -f  («  -f  r)  =  ax'  +  bx  +  e         (2Ì 

Cerchiamo  ora  di  determinare  «,  //,  e  in  modo  che  il  primo  ed 
il  secondo  membro  risultino  due  quadrati  esatti. 
Il  primo  dovrà  essere  della  forma: 

{x-  -}-  Ix  f  \k)-  (H) 

ed  il  secondo  della  forma  (\/a-3c -f  \'c)". 

Ora,  sviluppando  l'espressione  (3),  si  ottiene: 

x^  -h  2>.,x'^  f  (X-  4-  2:J.)a;-  f  2ajj.jc  4-  p." 

{*)  Lr  risoJuzioiio  delle  cquaziciii  ('ci  4°  grado  è  stata  data  da  Luigi 
Ferrari  non  in(»lto  ivn\\io  «ìopo  la  scoperta  della  formola  di  risoluzione 
dell' e<iuazioni'  «lei  il"  ^iu«ln.  La  dinu^sti  iizioiie  (  lie  ììv'ì  diurno  ò  a|ijiui.t<» 
quella  di  Ferrari. 
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clic  dovendo  essere  identicamente  uguale  al  1»  membro   di   (2) , 

P 
darà  p  =  2\  e  perciò  X  -  7,  e  diventerà  : 

dove  i  coefficienti  dovranno  essere  uguali  a  quelli  delle  potenze 
omonime  in  (2).  Si  hanno  così  le  relazioni: 

P^      ^  p* 

5-l-a  =  V  +  -»^  a  =  -2+fr  +  2;jL 

4  4 

r  +  6  =2?[Ji  che  danno  risp.  6  =  —  r  4- jpjx  (a) 

8  +  e  =  [JL*  e  =  -  «  4-  pi*. 

Si  hanno  così  i  valori  di  a,  6,  e  in  funzione  di  una  sola  inde- 
terminata [X.  Questa  si  determina  osservando  che,  affinchè  il  se- 
condo membro  di  (2)  sia  un  quadrato  esatto,  dev'essere  ò*— 4ac=0; 
onde,  sostituendo  in  quest'eguaglianza  i  valori  di  a,  6,  e  calcolati 
in  (a),  si  trova  : 

(  p^  .  rf  -  4  (21X  +  ^j  -  7)(l^-  -  «)  =  0  (4) 

e  sviluppando  : 

8ji^  —  4(2'Ii'  +  2{2>r  -  4«)|Ji  -h  ^qs  -  ph  -  r*  =  0 

che  è  un'  equazione  di  terzo  grado  in  ;x ,   detta  la  risolvente  di 
Ferrari. 

1057.  Risoluta  quest'  equazione  nel  modo  spiegato  al  §  prec. 
per  le  equazioni  del  terzo  grado,  si  avranno  tre  valori  di  [x,  cia- 
scuno dei  quali  sostituito  in  (a)  darà  per  a,  6,  e  valori  tali  che 
primo  e  secondo  membro  di  (2)  riescano  quadrati  esatti. 

Si  avrà  allora  da  risolvere  un'  equazione  della  forma  : 


jx^  +  ^oc-f-ixj   =l5cVa  +  N/cj. 


Poiché   2VrtN/c  =  6  e  quindi  Vc  = 


2Va' 


quest'  equazione  può  anche  scriversi  : 

Pertanto,  estraendo  la  radice  quadrata  dei  due  membri  e  tras- 
portando poi  tutto  al  primo  membro   e   riducendo  ,   si  hanno   le 


x'-^f-^-^Jà^x^lL p  --=  0  (5) 
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due  equazioni  di  2^  grado  : 

b 

x«  +  f  ^  +  Va  V  +  P^  +  -^  =  ^  (5)' 

che,  risolte,  daranno  quattro  valori  generalmente  distinti  per  ar. 
Resteranno  cosi  determinate  le  quattro  radici  dell'  equazione  di 
quarto  grado  proposta  (1). 

1058.  La  risolvente  ammette  tre  radici,  delle  quali  basta  cono- 
sceme  una  per  effettuare  la  risoluzione  dell'equazione  del  4®  grado 
col  metodo  suindicato.  La  risoluzione  potrà  dunque  effettuarsi  per 
tre  vie  diverse,  scegliendo  a  piacere  per  pi  V  una  o  V  altra  delle 
tre  radici  della  risolvente. 

Ciò  posto,  ìmaginiamo  scelta  per  {i  una  certa  radice  |x^  della 
risolvente,  e  siano  allora  o,  ^  le  due  radici  di  (5)  e  y,  6  le  due 
radici  di  (5)'.  Dovrà  essere  : 

o  b  ^  b 


2  y/a  2  \'a 

e  sommando  e  dividendo  per  2  : 

1^1  =  y(<^?  +  t5).  (6) 

Se  ora  neirespressione  -^(«?  +  7Ò)  si  eseguiscano  tutte  le  pos- 

sibili  sostituzioni  fra  le  quattro  lettere  a,  f,  y»  5,  si  vede  facil- 
mente che  essa  non  prenderà  che  tre  valori  distinti,  cioè  il  va- 
lore (6)  e  i  due  valori  —  (ay  +  f8)  ed   —  (oto  +  Jy)'  Questi  tre  va- 

lori  corrisponderanno  evidentemente  ai  tre  diversi  valori  che  può 
avere  la  radice  ]k  della  risolvente.  Si  avrà  dunque  p.  es.  per  le 
altre  due  radici  jx^  e  y^  della  risolvente  : 

1059.  Il  discriminante  deirequazione  del  quarto  grado  non  dif- 
ferisce da  quello  della  sua  risolvente  di  terzo  grado.  Invero  è  fa- 
cile di  riconoscere  che:  se  V equazione  del  4^  grado  ha  due  radici 
eguali^  anche  la  sua  risolvente  ha  due  radici  eguali  e  reciproca- 
viente. 

Infatti,  se  sia  p.  es.  a=  P,  i  valori  [Xg  e  jjlj  delle  radici  della  ri- 
solvente divengono  pure  uguali,  come  si  vede  subito  dalle  (7).  Se 
poi  sia  [jLj  =  [Ag ,  sarà  per  le  (6)  e  (7)  : 
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d' onde  : 

(«-5)(P-T)  =  0 

e  per  conseguenza  o  si  «avrà  a  =  8 ,  o  f  =  Y ,   cioè  in   ogni   caso 
l'eguaglianza  di  due  radici  dell'equazione  del  4®  grado. 

1060.  Supponiamo  ora  che  i  coefficienti  p,  q,  r,  s  deirequazione 
del  40  grado  siano  tutti  reali. 

Noi  sappiamo  (art.  945)  che  in  tal  caso  le  radici  di  una  equa- 
zione sono  reali,  ovvero  imaginarie  e  conjugate  due  a  due. 

Non  possono  quindi  evidentemente  presentarsi  che  i  seguenti 
tre  casi  : 

lo)  le  radici  a,  p,  y>  8  sono  tutte  reali  ; 
2o)  due  radici  sono  reali  e  le  altre  due  imaginarie  conjugate; 
30)  le  radici  sono  tutte  imaginarie,  però  due  a  due  fra  loro 
conjugate. 

Nel  primo  caso  risulta  evidente  dalle  (6)  e  (7)  che  le  radici 
1^1  >  t*2  >  *t^z  della  risolvente  sono  del  pari  tutte  reali. 

Nel  secondo  caso  siano  p.  es.  a  e  p  reali  e  7,  6  imaginarie  con- 
jugate. Il  prodotto  70  sarà  reale  (art.  805)  e  quindi  per  la  (6)  jXj 
san\  reale.  Quanto  a  jjig  e  {Xg ,  si  vede  dalle  (7)  che  esse  saranno 
complesse  conjugate,  poiché,  cambiando  i  in  -  t ,  y  ,  si  scambia 
con  0  e  quindi  tjig  con  j;.,. 

Finalmente  nel  terzo  caso  sia  p.  es,  : 

a  —  r  +  is  ,  ^  —  r  ^Ì8  ,  -y  =  ^  f  *«'  ,  0  =  r'  -  Ì8\ 

Sostituendo  ciò  nelle  (G)  e  (7),  queste  ci  danno  valori  tutti  reali 
per  {A,  ,  pij  ,  73 ,  poiché  ognuna  delle  jjl  si  presenta  come  somma 
di  due  complessi  conjugati. 

Riassumendo  concludiamo  che:  se  le  radici  della  risolvente  sono 
tutte  reali,  quelle  della  proposta  di  4^  grado  saranno  tutte  reali 
ovvero  tutte  imaginarie  (*);  se  poi  delle  radici  della  risolvente  una 
sola  è  reale j  la  proposta  avrà  due  radici  reali  e  dite  complesse 
coniugate. 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Eseguendo  sull'  equazione  dol  quarto  grado  più  generale  : 

ax*  +  46^  +  6c5c*  +  Adx  +  e  =  0  (1) 

la  trasformazione  lineare:  ^  =1  ax  -f  ò,  essa  si  cambia  nella  seguente  : 

1/  +  6H2/2  +  4Gy  +  K  =  0 ,  (2) 

dove  : 

H  =  ac-  6*  ,  G  =  a«rf  -  dabc  +  20» 

(3) 
H  =  a\ae  -  46d  +  Sc^)  -  3(ac  -  b^)\ 


(*)  Circa  il  criterio  per  decidere  se  le  radici  della  proposta  siano  tutte 
reali  o  tutte  imaginarie,  vedi  il  §  9^  di  questo  stesso  capitolo. 

Capklli.  —  Istituzioni  di  analiai  algebrica^  B.*  cdiz.  77 
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2.  Detti  *.  i-  -.  ^  ^-iar^r: 
considerare  ^:*:!:l-*  I*  -.lATtn 


1  1  Ta.  -f ÌTog-liano  che  possiamo  sempre 
L.    1  .  il  nrporv^  anarznonico  : 


2  -  C 


non  può  prenier».  r«;r  nrt*  >  pcssiaili  5c*rif^oiii  fra  le  «,  p,  y,  ò  che 

i  sci  valori  : 


\^  é        I  ^ 


=  il. 


X  -  s  •  i  —  2)  __  1 


X  — Tii  — 5)        1 


(4) 


r  =  *s 


«-^T-S)      ^ 


I  tr©  T&Iori  À,  ,  Vj  .  V^  B0=.  sono  cerv  iniipendenti,  poiché  dall'identità 
facile  a  verificarsi  : 

(p  -  -  vX  -  ò   *  .T  -  3L  'r  -  ò  ^  (X  -  ^.(Y  -  0)  =  0  (5) 

sedile  immediatamente  dividendo  il  primo  membro  per  nno  qualunque  dei 
saoi  tre  termini  : 


1 


>1  -  e-  =  1    .    À,  -^  ~  =  1    ,    ^3  +  r~  =  1. 

À»  A* 


(6. 


* 

PI  dnnqiie  chiaro  che,  conosciuto  il  valore  di  uno  dei  sei  rapporti  anar- 
monici  '  l'.  tutti  s\i  a'rri  sì  troveranno  perfettamente  determinati. 

;1  S»»  liue  liei  tr'?  va.,  ri  à  ,  \^  .  X^  sono  e^ruali,  segue  facilmente  dalle  «m 
chxi  es.si  3ono  tu:ti  e^uah  tra  loro  e  precisamente  che  : 

'i  =  'i  =  '3  =  ~2,  (T) 

«««•^ndo  X  una  ra-iioe  cubica  ima^inaiia  dell'  unità. 
Quar.-o  a^li  altri  tre  valori  si  avrà  poi  : 

In  '•jn<?9to  caso  si  dice  che  i  tiuattro  numeri  a,  },  y»  ^  formano  un  rap- 

>n  oonformità  a  ciò  si  dirà  che  in  questo  caso  la  (1)  è  un'equazione 
hi'-j'-.alra'^ica  equinnarmonica. 

i  K  altresì  importante  il  caso  in  cui  uno  dei  rapporti  (4)  p.  es.  il  primo 
n'-.a  nrmónico,  cioè  abbia  il  valore   —1.  Si  ha  allora: 


>—  -1       )— -—       >-*> 


(8) 


rti\(\0. 


\_  __  1 


o 


/w 


1 


In  tal  ca«»o  si  dirà  che  1'  equazione  ^^1)  ò  armonica* 

h.  1  tro  valori  a,  ,  À,  ,  )^  si  esprimono  farilmento  per  mezzo  delle  tre  ra- 
di^;i  jxj  ,  >Xj  ,  jxj  della  risolvente  di  Ferrari  (art.  1056),   ricordando  le   rola- 


\ 
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zioni  già  trovato  (art.   1058)  : 

Si  riconoscerà  iminediatamento  che  : 

!Al   -  1*2  1*2-1*3  t*S  -  i*l 

Affinchè  1'  oquaziono  (1)  sia  cquiaoarmonica,  dovrà  duuque  easore  : 

(i*i  -  t*i)*  +  (1*1  - 1*3)0*2  - 1*3)  =  0 

o,  clie  è  la  stessa  cosa  : 

(H  - 1*2)*  +  (:*i  -  V-s)'  +  iV-i  -  Vs)'  =  0.  (IO) 

Aifìnchè  poi  la  (1)  sia  armonica,  dovrà  essere  : 

ossia  simmetricamente  : 

(21*1  -  1^2  -  V-^)i^lh  -  1^1  -  HX-Vs  -  1*1  -  1^2)  =  0-  (li) 

Mediante  facili  calcoli  di  funzioni  simmetriche  delle  radici  della  cubica 
risolvente,  che  lascieromo  per  esercizio  al  lettore,  si  troverà  cosi  che  la 
condiziono  per  la  equianarmonicità  è  data  da 

l  =  ae-46d4-3c*  =  0  (12) 

e  quella  per  V  armonicità  da 

J  ==  ace  +  2bcd  -  ad^  -  eb^  -  e'  =  0.  (13) 

().  So  1  =  0,  è  chiaro,  per  quanto  precede,  che  i  sei  valori  (4)  del  rap- 
porto anarmonico  X  soddi«feranno  alP  equazione  : 

À»-X+1  =  0,  (14) 

perchè  i  soli  valori  distinti  che   essi   assumono   sono  —e   e  —  c^    Se   poi 
J  =  0,  essi  soddisferanno  tutti  all'  equazione  : 

(À  +  1)(X  -  2)(X  -  I)  =  0.  (15) 

Ora  è  importante  di  notare  che  i  due  polinomi  (14)  e  (15)  elevati  risp. 
al  cubo  ed  al  quadrato  godono  della  proprietà  di  restare  inalterati  se  in 

essi  si  cambia  X  in  1— X  e  di  variare  del  fattore  -     se  si  cambia  X  in  --. 

Da  questa  osservazione  segue  infatti  che  i  sei  valori    di  X  soddisferanno 
in  ogni  caso  alT  equazione  di  sesto  grado: 

{^  -  X  +  1)'  -  MI  +  \.)%K  -2f{\-^y^0,  (1 6) 

dove  k  ti  una  costante  da  determinarsi  opportunamente. 

Invj-ro  si  potrà  sempre  «leterminaro  la  costante  k  in  modo  che  la  (16) 
sia  soddisfatta  dji  uno  dei  sei  valori  di  X,  p.  es.  da  Xp 

Ma  so  Pequazione  (1(>)  è  soddisfatta  da  un  certo  valore  di  X,  ossa  lo  è 
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anche,  cume  si  è  notato,  dal  valore  1  —  X  ed  -- .  Confrontando  colla  (6)  si 
vede  dunque  che  la  (16)  avrà  per  radici  i  numeri  : 

,  ,  ,      _    1  ^ 

Aj    ,      1  —  Aj  =  r—  ,  A3  , 

A2 

1  .  ,        ^     _    1 

Aj  A3 

cioè  appunto  i  sei  valori  (4)  del  rapporto  anarmonico  X. 

La  costante  k  si  determinerà  con  calcoli  di  funzioni  simmetriche  ana- 
loghi ai  precedenti  e  si  troverà  : 


k=.'' 


27J 


9* 


Si  conchiuderà  dunque  che:  i  gei  rapporti  anarmonìci  che  »i  po»»ono  for- 
mare colle  quattro  radici  di  (1)  aono  le  sei  radici  dell* equazione  di  sesto  grado: 

27J*(X«-X  +  1)»-P(X  +  1)Va-2)«(x-Ì-)    =0.  (16/ 

7.  Se  Tequazionc  (1)  ha  due  radici  eguali,  p.  es.  a  =  y>  ^^  ^^  dalle  (4)  : 

.  1         /^       ^  ^  .         ^  1 

Al  =  .—  =  0   ,    A2  =  -.-  =  1    ,   A3  =  r-  =  X 

A3  /.g  Aj 

e  reciprocamente  se  uno  dei  rapporti  anarmonici  ha  il  valore  0    (ovvero 
1  od  00),  l'equazione  (I)  avrà  due  radici  eguali. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  (1;  abbia  due  radici 
eguali,  si  otterrà  dunque  esprimendo  che  la  (16/  ò  soddisfatta  per  X=0. 
Pertanto:  affinchè  la  biquadratica  (1)  abbia  radici  eguali^  è  necessario  e  »»//- 
fidente  che  si  abbia  : 

P-27J-  =  0.  (17) 

8.  Eseguendo  sulla  biquadratica  (1)  una  trasformazione  lineare   qualunque, 

P 
il  rapporto  -^  conserva  sempre  lo  stesso  valore  numerico. 

K  questa  una  conseguenza  immediata  dell'espressione  data  dalla  (16): 

l'_.<,7  (À--X  +  1)-'' 


r-    -  (x  +  i)V-2)*('--ìf 

e  del  teoroma  già  dimostrato  (art.  1034),  che  il  rapporto  anarmonico  X  di 
quattro  numeri  non  è  alterato  dalla  trasformazione  lineare. 

A  ca;^ione  di  questa  proprietà  il  rapporto    —  si  chiama  Vinvariante  at- 

«j 

soluto  della  biquadratica. 
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§  7.0  —  Trasformazione  razionale  delle  equazioni. 

1061.  Detta  x  una  qualunque  delle  radici  dì  un'equazione  data: 

a,^cc'*  +  a^-isc**"^  +  .  .  .  i-  a^x  +  «o  =  0,  (1) 

si  trasformi  ogni  valore  di  x  in  un  corrispondente  valore  : 

Kx^  +  Bag^-^  4-  ...  4-  E 
^  ~  A;^*  -f  B^x""^  -f  .  .  .  +  Ej  '  ^  ^ 

dove  il  secondo  membro  è  una  certa  funzione  razionale  di  a?,  che 
potremo  anche  indicare  per  brevità  con  ^(ac). 

Ai  valori  a;  =  a,g,'y,...,À  delle  n  radici  della  (l)  corrispon- 
deranno così  i  valori  y  =  o(a)  ,  9(^)  ,  9(7)  ,  .  .  .  ,  9(X)  che  noi  dimo- 
streremo essere  le  radici  di  un'equazione  di  grado  11  i  cui  coeffi- 
cienti si  possono  ritenere  come  conosciuti,  proprio  come  i  coeffi- 
cienti della  (1). 

Questa  trasformazione  si  dice  razionale  o  di  Tschirnhdusen  dal 
nome  del  primo  che  la  introdusse  nell'algebra. 

1062.  Invero  le  quantità  cp(a)  ,  (?(?)  ,  9(^)  ,  .  .  .  ,  9(X)  sono  eviden- 
temente le  n  radici  dell'equazione  di  grado  n  : 

[y  -  ?(«)]  •  [y  -  ?(?)] •  [y  -  9(7)]  •  •  •  b  -  9(^)]  -=  0 

che  sviluppata  prende  la  forma  ordinaria  : 

y''  +  Piy^^'  +  P2y''''  +  . . .  +  p,,,,y  +  ;?,.  =  0 ,  (3) 

dove  : 

Pi  =  -  [?(«)  +  9(^)  ^■  •  •  .  9W] 

P2  =  [9(a)t(?)  +  9(a)9(T)  +  9(P)9(T)  +  •  •  •] 

Pa  =  -  [9(a)9(?)9(T)  +  •  •  •] 


p,  =  (-ir9(a)9(?)...9(X). 

Ora  queste  espressioni  di  pj  ,  i?^  .  .  .  sono  evidentemente  simme- 
triche rispetto  alle  a  ,  [i  ,  y  ,  .  .  .  ,  X.  Esse  potranno  quindi  calco- 
larsi direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  ao  ,  «i  ,  a^  .  .  .  del- 
l' equazione  (1)  di  cui  le  a  ,  g.  .  .  sono  le  radici.  Dunque  :  data 
l'equazione  (1),  si  calcoleranno  direttamente  in  funzione  dei  suoi 
coefficienti  i  coefficienti  Pi  ,  Pg  .  .  .  dell'equazione  (3)  le  cui  radici 
y  sono  legate  alle  radici  x  della  (1)  da  una  relazione  della  forma 
y  =  9(x},  essendo  9(x)  w/m  funzione  razionale  data  di  x. 

1063.  La  funzione  trasformante  z(x)  considerata  nei  duo  articoli 
precedenti  poteva  essere  una  funzione  razionale  qualunque  di  ce. 
Noi  sappiamo  però  (art.  931)  che  ogni  funzione  razionale  di  una 
radice  di  una  data  equazione  si  può  sempre  ridurre  sotto  forma 
intera  rispetto  alla  radice.  In  luogo  della  relazione  (2)   si   potrà 
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dunque  porre  più  seraplicementc  : 

r/  =  60  +  b^x  f  b^x^  +  .  .  .  -f-  bf^x 


(4) 


dove  le  b  sono  dei  coefficienti  daii.  Inoltre  si  potrà  sempre  sup- 
porre, se  si  voglia,  m  <n;  poiché  le  potenze  di  x  superiori  ad 
«  —  1  si  potranno  sempre  esprimere,  come  si  è  visto,  con  potenze 
uguali  od  inferiori  ad  n  —  1  per  mezzo  della  (1),  cioè  mediante 
r  uso  ripetuto  della  relazione  : 


a* 


X 


X 


a. 


a 


H 


a 


n 


Dopo  ciò  è  chiaro  che  come  tipo  più  generale  della  trasforma 
zione  di  TschirnMusen  relativa  all'equazione  fondamentale  : 


ao  -f  ajX  +  agX-  +  .  .  .  4-  a^^x**  =  0 
basterà  prendere  : 

y  =  bo  +  bjX  +  bgX*  f  .  .  .  +  b^.iX'*"^ 


(1) 


(4)' 


1064.  Ciò  posto,  Tequazione  trasformata  si  potrà  anche  ottenere 
eliminando  la  x  fra  le  due  equazioni  (1)  e  (4)  con  uno  qualunque 
dei  metodi  già  esposti.  Applicando  il  metodo  dialitico  di  Sylvester 
(art.  1008),  si  ottiene  immediatamente  Tequazione  trasformata  sotto 
forma  di  determinante^  cioè  : 


•&m    0 


^0~y       ^1  ^2 

0        b^^-y      bi h 

0        0  bo-f/. 


m 


0....0 
0 0 


.•••■  a 


n 


=  0 


(5) 


Inaicando  ancora  con  a  ^  f  ,  ^  ,  ,  .  .  ,  X  le  radici  della  (Ij  e  scri- 
vendo per  brevità  in  luogo  della  (4)  : 

y  equazione  (5),  che  è  evidentemente  del  grado   n,   avrà   dunque 
per  radici  : 

1065.  Dovendo  ora  il  prodotto  di  tutte  le  radici  dell' equazio- 
ne (5)  essere  uguale  (art.  916)  al  suo  termine  noto,  che  è  il  de- 
terminante (5)  in  cui  si  faccia  y  =  0,  moltiplicato  per  (-  1/*  e  di- 
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viso  per  il  coefficiente  della  più  alta  potenza  di  y,  si  avrà  : 


«„■"'  •  r{r>-)<i{^)  •  •  •  ?(À)  = 


'0 


0      b„ 


m 


«A    a 


0 


1 

«0 


a 


n 


(7) 


Il  secondo  membro  di  questa  uguaglianza  non  essendo  altro  che 
la  risultante  R  (art.  1008)  delle  due  equazioni  : 


9(ac)  =  &<,  +  òjX  i-  .  .  .  -f  b^x'""  =  0 , 


(8) 


troviamo  così  Tespressione  di  R  come  funzione  simmetrica  delle 
radici  di  una  delle  equazioni  (*). 

1066.  Sia  ora; 

io  sviluppo  completo  deirequazione  (5)  secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  y. 

Se  oltre  ad  aversi  R  =  0,  si  avesse  anche  Rj  --  0,  il  primo  mem- 
bro di  (5)'  sarebbe  divisibile  per  y^^  cioè  Tequazione  trasformata 
avrebbe  due  radici  eguali  a  zero,  e  reciprocamente.  Più  general- 
mente si  vede  che  aftinché  A:  degli  n  numeri  (6)  siano  eguali  a 
zero,  ò  necessario  e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  condizioni: 


R  =  0  ,  R|  =  0  ;  R2  -  0  , ...  ;  R/{_i  =  0. 


(9) 


In  altri  termini:  affinchè  k  delle  radici  dell'  equazione  (l)  sieno 
anche  radici  dell'equazione  <p(x)  =  0,  é  necessario  e  sufficiente  che 
oltre  alla  risultante  R  si  annullino  anche  le  R^  ,  Ro  ,  •  •  •  >  ^k-v 

1067.  Se  la  funzione  intera  ^(x)  è  di  grado  superiore  ad  7i,  la 
sua  riduzione  al  grado  71— 1  si  potrà  effettuare  più  metodicamente, 
anzichò  colle  riduzioni  successive  indicate  all'art.  1063,  calcolando 
il  resto  della  divisione  di  ^{x)  per  il  primo  membro  della  (1),  che 
indicheremo  per  brevità  con  f{x).  Supponiamo  che  si  trovi  : 


^{x)=(^{x)f{x)^  òoo-f  ^oia^+^o23cH  ...  60  ^  ,,-ix'*-^ 
Si  avrà  allora  come  formola  di  trasformazione  : 


(10) 


(11) 


1068.  Si  potrà  calcolare  più  generalmente   il  resto   della   divi- 
sione di  ce* -9(0:)  per  f{x).  Sia  il  risultato: 


a;*. 9(x)  =  ^iix)f{x)  +  &,y  -f  hi^x  -f  hi^x^  f  ...  +  b-,  ^  „^^x 


'»-i 


(*)  Cfr.  Gap.  XIII,  §  5s  Nota  8». 
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onde  : 

3c'  •  y  =  hiQ  4-  b^x  +  hi^x^  +  .  .  .  +  6,-  ^  n-i»"*"^-  (12) 

Dando  ad  i  successivamente  i  valori  1 ,  2  ,  .  .  .  ,  n— 1,  si  avranno 
così;  unitamente  alla  (11),  n  equazioni  dalle  quali  si  potranno  eli- 
minare nel  solito  modo  le  ac*' ,  ac\  a:^ ,  . .  .  ,  ac'*"*,  con  che  si  ot- 
terrà r  equazione  trasformata  : 


6, 


'10 


'20 


<^0l 

^1-y 

^21 


^02  •••  ^0  ,  n-1 

^12  •••  ^1  ,  /a-1 

^22^y    '"  ^2  ,  n-1 


r.'Jf 


(5) 


^^-l  ,  0 


0?-l  ,  1 


^t-1  ,  2  •••  ^n-1  ,  n-1""^  1 


che  si  presenta  con  forma  più  compendiosa  della  (5). 

1069.  In  virtù  delle  formolo  di  Newton  (art.  918)  che  permet- 
tono di  esprimere  i  coefficienti  di  un'  equazione  per  mezzo  delle 
somme  delle  potenze  simili  delle  sue  radici  e  reciprocamente,  es- 
sendo dati  i  coefficienti  deirequazione  fondamentale  (1),  si  possono 
considerare  come  conosciute  le  somme  : 


s^  =  a*  -f  ^*  -f  7'  -H  .  .  .  +  X*    ,    t  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  n 


(13) 


e,  per  la  stessa  ragione,  si  potrà  considerare  come  già  costruita 
Tcquazione  trasformata,  per  y  =  (?(«),  appenachè  si  siano  calcolate 
le  somme  : 

Si  =  [9W]^H-[r(?)r  +  ...+[?Wr     ,     t=l,2,...,u.       (14) 

In  conformità  a  ciò  si  ha  un  altro  metodo  per  la  costruzione 
deir  equazione  trasformata ,  che  ha  per  og^^etto  di  esprimere  le 
somme  incognite  (14)  per  mezzo  delle  somme  cognite  (1.3).  Questo 
metodo  consiste  neir  elevare  la  funzione  cp(ic)  alle  successive  po- 
tenze 1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  «  e  calcolare  per  ogni  potenza  il  resto  della 
sua  divisione  per  f(x).  Invero,  supposto  che  si  sia  trovato  : 

[9(ac)]*  =  QKx)f{x)  4-  Cio  4-  Ci^X  -\-  c^^x^  +  .  .  .  -r  e,-  ^  „-l2C'*"S 

sostituendo  in  questa  identità  in  luogo  di  x  successivamente  le 
radici  a,^,Y,...,X  di  (1)  e  sommando  i  risultati,  si   otterrà  : 


poiché  : 


Aa)  =  A?)  =  ...=AX)  =  o. 


[Ibi 


Le  formolo  (15),  per  ì  =  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  ?i,  ci  faranno  dunque  cono- 
scere le  Sj  ,  So  ,  .  .  .  ,  S,j. 

1070.  La  trasformazione  di  Tschirnhausen  da  noi  fin  qui  stu- 
diata non  è  che  un  caso  particolare  della  trasformazione  razionale 
più  generale  che  ha  per  oggetto  di  costruire  un'equazione  (il  cui 
grado  sarà  però  in  generale  superiore  al  grado  dell'  equazione 
primitiva)  le  cui  radici  siano  funzioni  razionali  date  di  un  numero 
qualunque  di  radici  dell'equazione  fondamentale. 
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Così  ad  esempio  possiamo  proporci  di  costruire  un'  equazione 
che  abbia  per  radici  le  radici  della  (1)  sommate  tre  a  tre.  Cioè 
le  radici  della  trasformata  dovrebbero  avere  i  valori  : 

2/1  =  a  +  ?  -f-  T     »     y.  ^  a  -ì-  ?  -f-  5  , 

In  generale  dunque,  detta  <p(a  ,  ?  ,  Y  ?  •  •  •)  ^°*  funzione  razio- 
nale data  di  un  certo  numero  di  radici  della  (l),  ci  proponiamo  di 
costruire  un'equazione  che  abbia  per  radice  : 

yi  -  ^(<3t ,  p  ,  T  >  •  •  •)• 

Se  cp  è  una  funzione  simmetrica  delle  a, ^,7, ...,/,  essa  può 
considerarsi  come  conosciuta,  onde  in  tal  caso  la  trasformata  cer- 
cata si  ridurrebbe  ad  un'equazione  di  primo  grado. 

Se  9  non  è  simmetrica,  eseguendo  in  essa  tutte  le  [n  sostitu- 
zioni possibili  fra  le  n  radici  a  ,  g  ,  v  ^  . ,  .  ^  X,  essa  potrà  prendere 
al  più  |ji  valori  algebricamente  distinti,  ma  potrà  anche  prenderne 
un  numero  più  piccolo  che  indicheremo  con  k.   Così   ad   es.   per 

9  =  a4-f+7  è  facile  vedere  che  9  non  prende  che  (!*  j    valori 

distinti  scambiando  le  a,  ?,  7,  fra  loro  o  colle  altre  radici. 
Siano  questi  valori  distinti  : 

9(8  ,  e  , )  =  92 


9(>1  »  ^  , )  =^  9*. 

È  facile  vedere  che  la  somma  : 

Qi  =  -i9i  +  c?2  +  9s+---  +  9»i 

sarà  una  funzione  simmetrica  delle  a  ,  p  , .  .  . ,  X,  poiché,  1  permu- 
tando in  esse  in  un  modo  qualunque  queste  radici  fra  di  loro,  le 
n  espressioni  distinte  9i  ,  Cj, ,  .  .  .  ,  9^  non  faranno  evidentemente 
che  scambiarsi  fra  lorO;  onde  la  loro  somma  resterà  inalterata. 
Similmente  si  riconosce  che  sono   simmetriche  le   espressioni: 

Q2  =  9i92  +  9i98  +  9298  +  .  .  . 
Qs  =  -  (9i9293  +  •  •  0 


Qfc  =  (-l/-9i92)-  ••>9*> 

onde  anche  qui  le  Qi  ,  Q2  ,  •  •  •  >  Q*  possono  considerarsi  come 
quantità  già  conosciute,  come  i  coefficienti  della  (1).  Si  può  dun- 
que costruire  1'  equazione  : 

/  +  Qy-^f  Q2y*-'+...+Q*  =  0 

la  quale  ha  appunto  per  radici  le  ?i  ,  92  >  •  •  •  >  9»* 
Dunque  :  se  9(a  ,  p  ,  y  j  •  •  0  ^  una  funzione  razionale  delle  ra- 

Capklli, -- I^itUuzioni  di  analùi  algebrica,  3.*   ediis<  73 
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dici  della  (1)  che  prende  in  generale  k  valori  distinti  col  permu- 
tare comunque  fra  loro  le  radici^  si  può  sempre  costruire  mw'  e- 
quazione  di  grado  k  che  ha  per  radici  appunto  questi  k  valori 
di  9.  I  suoi  coefficienti  si  calcolano  direttamente  per  mezzo  dei 
coefficienti  della  proposta. 

Note  ed  Eserciii. 


1.  Per  costruirò  Pequazione  che  ha  per  radici  i  quadrati  delle  radici  di 
uu^equazione  proposta,  basta  portare  nel  secondo  membro  di  questa  tutti 
i  termini  con  potenze  dispari  di  x,  elevare  quindi  al  quadrato  entrambi 
i  membri  e  nello  sviluppo,  che  conterrà  soltanto  potenze  pari  di  x,  sosti- 
tuire y  in  luogo  di  x^. 

Per  esempio  V  equazione  di  terzo  grado  : 


81  scriverà  : 


ax^  +  hx^  +  ex  ■\  d  =  0 
{hx^  +  df  =  {ax^  f  cx)\ 


(l) 


d*  onde  sviluppando  : 

ò^x*  +  2hdx^  +  rf2  ^  a  V  +  2acx*  +  c-^-. 
La  trasformata  di  (1)  per  y  =z  x"^  ò  dunque: 

ah/  +  (2ac  -  b^y/  -f  (e-  -  2bd)g  -  d^  ^  0. 

f 

2.  Calcolare  la  stessa  trasformata  per  Tequazionn  del  quarto  grado. 

3.  Calcolare  la  trasformata,  per  y— x*,  delle  equazioni  generali  di  torzo 
e  quarto  grado. 

•1.  Eseguire  sulT  equazione  binomia  : 

x"  -1=0 
la  trasformazione  : 

?/  =  «0  +  «1*  +  ^i^*  H-  .  .  .  +  a,j_ja:'*""^ 
col  metodo  indicato  all'  art.  10()8.  Si  troverà  : 


^2  •••  ^n-ì 


«o-Z/      «1 


a, 


a. 


Uq    ••• 


^0-!/ 


=  0. 


5.  Studiare  le  trasformazioni  razionali  lineari,  cioè  del  tipo  : 


y  = 


a'oL  +  b')  +  c'y  +  .  .  .  .^.  d'A  +  e'" 


G.  Calcolare,  in  particolare,  per  l'equazione  del  terzo  grado   a  radici  a 
p,  Y  la  trasformata  che  ha  per  radici  : 


a 


0 


0  _  ..   »  ..      „  7 


•  •  •  • 


Questa  trasfurmaziono  potrà  riuscire  utile  in  seguito  (cfr.  §  10«,  Nota  2»). 
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7.  Metodo  di  Hermite  per  la  tratformazione  razionale  delle  equazioni.  Allo 
scopo  di  semplificare  i  calcoli  richiesti  dalla  trasformazione  di  Tschirn- 
h&uscn  eseguita  col  metodo  ordinario,  Hermite  ha  escogitato  un  nuovo 
metodo  più  appropriato,  da  lui  stesso  riassunto  (cfr.  Comptes  Bendus  , 
maggio  1858)  nelle  osservazioni  che  qui  riportiamo. 

Sia: 

f{x)  =  asc**  -h  bx*""^  +  .  .  .  ^  gx^  +  hx-^  k  =  0 

Inequazione  proposta;  Tespressione  la  più  generale  di  ^(x)  sarà,  come  si  sa 
(cfr.  art.  1068)  una  funzione  intera  del  grado  n— 1: 

^{x)  =  e  +  fo2C  +  t^x^  +  .  .  .  +  t„_^x**''K 
Ciò  posto,  rappresentando  la  trasformata  in  y  con 


uno  qualunque  dei  coefficienti,  che  sia  pi ,  sarà  una  frazione  avente  per 
denominatore  a(''— i)*,  e  por  numeratore  una  funeione  intera  ,  omogenea  , 
del  grado  t  rispetto  a  ^  ,  ^^  ,  ^,  ,  .  .  .  ,  /;i.2  ,  e  del  grado  (n— 1)»  rispetto  ai 
coefficienti  a  ,  6  ,  A  ,  .  .  .  ,  A;.  Questo  grado  cosi  elevato  rende  in  certo  qual 
modo  impraticabile  il  calcolo  dcirequazione  in  y  ;  pertanto  ciò  che  si  è 
ottenuto  di  più  importante  mediante  la  considerazione  di  questa  trasfor- 
mata, in  particolare  il  teorema  di  lerrard  suirequazione  del  quinto  grado 
(cfr.  il  §  10^  di  questo  stesso  capitolo),  non  sembra  stabilito  che  a  titolo 
di  possibilità,  a  cagione  dell'eccessiva  complicazione  dello  operazioni  ne- 
cessarie per  giungere  ad  un  risultato  eifettivo.  Queste  difficoltà  possono 
tuttavia  sormontarsi  mediante  la  proposizione  che  segue. 
Sia  : 

t  =  aT  +  bTo  +  .  .  .  +  gT^.3  +  bT^_,  , 
to  =  aTo  +  bTj  +  . . .  +  gT^., , 


t„.3  —  '^T„_3  -f  bT„_2 

Questa  sottituzione  effettuata  nella  funzione  p^  la  cangierà  in  una  funzione  Pj- 
dello  stesso  grado  rispetto  alle  nuove  indeterminate  T  ,  T,j  ,  T,  ,  .  .  .  ,  T„_j  , 
ma  liberata  da  qualsiasi  denominatore  e  soltanto  del  grado  ì  rispetto  ai  coef' 

fidenti  a  ,  b  ,  .  .  .  ,  h  ,  k.  Di  piò,  P,^  sarà  divisibile  per   a,    diguisachè    -  P^ 

a 

non  sarà  che  del  grado  n— 1  rispetto  a  questi  coefficienti. 

Questa  proposizione,  assai  facile  a  stabilirsi,  conduce  alla  forma  anali- 
tica più  conveniente  per  la  funzione  fip(x),  cosicché  d'  ora  innanzi  la  for- 
mola  di  trasformazione  sarà  : 


y   z  9(x)  =  aT  +  ax     Tq  +  acc-  j  Tj  +  .  .  .  +  ax 


+  h 


«-1 


4   hx 

-\-  c 


-^hx'*'^ 

+  .  .. 

+  g 


^n-2 


0  V  equazione  trasformata  : 

y"  +  P,y"- '  +  Pjy»-»  +  ...+P„  =  0 

essendo  le  P  funzioni  intere  dei  coefficienti  di  f(x). 
Il  lettore  potrà  da  se  stesso  riconoscere  la  verità  della  proposizione  di 
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Hermìte  avvalendosi  deiridentità  fornita  della  forinola  di  Safflni  : 

(x  —  ^){x  —  if)(aj  —  8)  ...  (a:  —  X)  = 
aa:'*-*  +  (aa  +  b)x**''^  -f  (aa^  +  6a  +  c)x'*-2  -f-  .  .  , 

dette  a,^,Yi^i**')^^^^  radici  di  f{x)  =  0. 

§  8.0  —  Equazione  ai  quadrati  delle  differense. 

1071.  Per  costruire  Tequazione,  di  grado  —  ,  che  ha  per 

radici  i  quadrati  delle  differenze  delle  radici  di  una  data  equa- 
zione del  grado  n,  Lagrange  ha  proposto  un  metodo  speciale  col 
quale,  dette  «i  ,  «2  >  •  •  •  »  ^n  ^®  radici  dell' equazione  proposta,  le 
somme  di  potenze  simili  : 

i>i 
della  trasformata  si  esprimono  direttamente  colle  somme  : 

La  trasformazione  si  potrà  dopo  ciò  considerare  come  effettuata, 
analogamente  a  quanto  si  è  gii\  osservato  (art.  1069). 
Posto  per  brevità  : 

<Kx)  ={x-  aO^*  +  (a;  -  a,)«*  +  . . .  +  (x  -  «„)«*,  (1) 

si  ha  evidentemente  : 

2S,  =  ^(aj)  +  (Kflfg)  +  .  .  .  +  cKa J.  (2) 

D'altra  parte,  sviluppando  in  (1)  le  potenze  dei  singoli  binomi, 
si  ha  subito  che  : 

<Kx) = «„***-  (f  )«ix«''-« + i^^i^yx^"^^  -...+««, 

onde,  sostituendo  per  x  successivamente  i  valori  a^  ,  Cg  ,  .  .  . ,  a„ 
e  sommando  membro  a  membro,  si  ottiene  confrontando  con  (2). 

Se  si  riflette  che  i  termini  del  secondo  membro  equidistanti  da 
gli  estremi  sono  eguali,  si  conclude  dunque  : 


(2A:\  l/2fc\ 


(3) 
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Note  ed  Eseroin. 

1.  Costruire  la  trasformata  che  ha  por  radici  i  quadrati  delle  differenze 
olle  radici  della  cubica  : 

ac^  +  gcc  +  r  =  0. 
Si  troverà  1'  equazione  : 

y^  +  6gy2  ^  9^2y  ^  4^3  ^  27r«  =  0. 

2.  Per  V  equazione  di  quarto  grado  : 

ax^  +  ^hx^  T  Gcjs^  h  \dx  +  e  =  0 
r  equazione  trasformata  ai  quadrati  delle  differenze  è: 

aY  +  iSa^IIy^  +  8a-(96/i-  +  a-/)?/ 
-f  32(1287/3  +  IGa-///-  ISa^J)^» 
+  16(384//^/-  la-P  -  2SSaHJ)y' 
+  1152(2ZrJ-  3aJ)J^  -f  256(/3  -  21J^)  =  0  , 
dove  (cfr.  le  Note  del  §  precedente)  : 
11=  ac  —  b^  ,  1=  ae  —  ibd  '\-  oc^  ,  J  =  ace  4-  26crf  —  ad*  -  eb^  -  c^ 

8.  Per  avere  un  valore  del  limite  inferiore  ò  considerato  all'  art.  760, 
ancora  più  conveniente  di  quello  dato  alTart.  941  (cfr.  la  Nota  5»  in  se- 
guito al  §  di  cui  fa  parte  quest'articolo),  si  potrebbero  calcolare  i  coef- 
ficienti deir  equazione  che  ha  per  radici  i  quadrati  dello  differenze  dello 
radici  della  proposta  e  dedurne  con  uno  dei  metodi  da  noi  dati  (cfr.  §  l*'  del 
Gap.  X)  un  limite  inferiore  dello  radici  positive.  Il  calcolo  dei  coofficienti 

<nCn.        1  ^ 

di  quest'equazione  (di  grado   — ,  se  n  è  il  grado  della  proposta)  è  però 

ù 

molto  laborioso,  so  il  grado  della  proposta  ò  abbastanza  elevato.  11  limito 
fornito  dall'  art.  941  si  fonda  sul  calcolo  del  solo  ultimo  coefficiente  di 
questa  trasformata,  che  è  appunto  il  discriminante  A  della  proposta. 


§  9.0  —  Metodo  di  La^^range  per  la  rlsolazione 
delie  equazioni  di  terzo  e  qaarto  grado. 


1072.  Lagrange  ha  cercato  di  dare  un  metodo  uniforme  per  la 
risoluzione  generale  delle  equazioni.  Questo  metodo  consiste  nel 
ricercare,  per  ogni  equazione  generale  di  grado  dato  m,  una  fun- 
zione delle  sue  n  radici  la  quale,  comunque  si  sostituiscano  fra 
loro  queste  radici,  non  possa  prendere  che  un  numero  di  valori 
distinti  inferiore  ad  n.  Trovata  una  siffatta  funzione,  il  suo  valore 
si  potrà  determinare,  per  quanto  si  è  visto  al  §  prec,  risolvendo 
un'  equazione  di  grado  inferiore  ad  7i. 

1073.  Dette  a,  p,  7  le  tre  radici  dell'equazione  generale  del  terzo 
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grado,  Lagrange  ha  trovato  la  funzione  : 

(a  +  eg  +  s^y)»  (1) 

(in  cui  e  è  radice  cubica  complessa  dcirunità)  la  quale  non  prende 
che  due  valori  distinti  comunque  si  permutino  fra  loro  io  radici. 
Infatti,  eseguendo  fra  le  a,  ^,  y  tutte  le  sei  possibili  permutazioni, 
si  avrebbero  le  seguenti  espressioni  : 


^2^/^3 


(a  -f  £?  +  2*t) 
(?  +  67  +  e^a)» 
(Y  +  sa  -f  6^f  )^ 


(a  f  £7  +  c*^)8 
(Y  4-  gp  +  s^a)^ 
(p  4-  sa  +  s-y)^ 


Ora  le  basi  dei  primi  tre  cubi  differiscono  soltanto  per  una  po- 
tenza di  s,  poiché,  moltiplicando  la  prima  per  s^,  si  ha  la  seconda 
e  moltiplicando  la  prima  per  s  si  ha  la  terza  ;  perciò  queste  ire 
basi  elevate  al  cubo  danno  tutte  Io  stesso  risultato.  Analogamente 
per  le  altre  tre  espressioni. 

Dunque  la  espressione  (1)  può  avere  un  solo  altro  valore  che 
è  (a  4-  6*3  -f  67)^  Per  quanto  si  ò  visto  al  §  prec,  questi  due  va- 
lori saranno  le  duo  radici  di  un'equazione  del  secondo  grado: 

z^  +  A^z  4-  Aj  =  0  (2) 

i  cui  coefficienti  : 

Al  =  -  l(a  4-  6?  4-  e^Y/  4-  (a  4-  6«?  4-  i^f\ 

Ag  =  (a  4-  £?  4-  6«7)3(a  +  6^^  4-  vO\ 

essendo  espressi  sotio  forma  di  funzioni  simmetriche  ^^W^  ^ìht 
si  calcoleranno  direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  dell'equa- 
zione proposta. 

Se  r  equazione  del  terzo  grado  è  data  sotto  la  forma  sempli- 
ficata : 

x^  +  qx  -\-  r  =  0  ,  (a) 

fatti  i  calcoli,  si  troverà  per  la  (2)  V  equazione  : 

2-  4-  27rz  -  27$3  =  0.  (2/ 

"U Dette  Oj  e  Og  le  radici  di  quest'equazione,  si  ha  dunque: 

(a  4-  6?  +  6^7)3  =  Oi 

(a  4-  6^3  4-  £T)'  =  0,. 

Estraendo  le  radici  cubiche  dai  due  membri  ed  osservando  clic 
a  4  JJ  4-  7  =  0,  poiché  la  (a)  manca  del  secondo  termine,  si  otten- 
gono di  qui  le  tre  equazioni  di  primo  grado: 

3 

a  +  £?.  4-  s^Y  z^  slO^ 

3 

a  4-  6^^  4-  £Y  ^  VO2 
a  4  p     4-  Y  =  0 


\ 
\ 
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fra  le  a,  p,  7.  Sommando  membro  a  membro,  ed  osservando  che 
1  -f  £  f  £-  =  0,  si  deduce  subito  il  valore  generale  di  una  radice  : 

8 3 

a  =  —  ^  * 


3 

Questa  espressione  non  è  suscettibile  che  di  tre  valori,  poiché 
si  riconosce  facilmente  che  il  prodotto  : 

VOj  .  VO^  =  (a  -f  £?  4-  e*Y)(a  r  £7  +  ^*?) 

è  una  funzione  simmetrica  delle  a,  g,  7  ed  ò   quindi    conosciuto 

a  prióri  (=  -  3^  ;  cfr.  arr.  925).  Perciò,  dato  a  piacere  al  radicale 
3 

cubico  \/0i  uno  qualunque  dei  suoi  tre  valori,  il  valore  da  darsi 
poi  all'altro  radicale  cubico  resta  perfèttamente  determinato. 

Le  formole  di  risoluzione  alle  quali  si  perviene  per  questa  vìa, 
non  differiscono  sostanzialmente  da  quelle  di  Cardano.  Per  pas- 
sare dalla  risolvente  (2)'  alla  risolvente  di  Cardano,  basta  infatti 
eseguire  nella  (2)'  la  trasformazione  semplicissima  z  =  27z'. 

1074.  Per  V  equazione  generale  di  quarto  grado  ,  le  cui  radici 

chiameremo  a,  ^,7,3,  Lagrange  si  servi  dellafunzione[(a-f  J)— (Y+^)1^ 
la  quale,  comunque  si  permutino  in  essa  le  radici,  non  può  prendere, 
come  è  facile  vedere,  che  i  tre  valori  distinti: 

Ti  =  [(a  +  ? )  -  (T  +  ò)Y  ,  T,  =  [(a  +  7)  -  (?  +  0)]*, 

T3  =  [(a  +  5)  -  (g  +  T)]^  (3) 

i  quali  per  conseguenza  saranno  le  tre  radici  di  un'equazione  di 
terzo  grado  : 

2^  +  F,z'  +  P,2;  +  P3  =  0  (*)  (4) 

di  cui  i  coefficienti  P^  ,  P^  ,  P3  si  calcoleranno  facilmente  per 
mezzo  di  quelli  dell'  equazione  proposta  del  quarto  grado. 

Risoluta  quest'equazione  di  terzo  grado  col  metodo  spiegato  , 
le  tre  radici  T^  ,  Tg  ,  T3  si  potranno  considerare  come  conosciute, 
onde,  estraendo  le  radici  quadrate  dei  primi  e  secondi  membri 
delle  (3),  si  avranno  le  tre  uguaglianze: 

a  +  T-p-5=\/T;  (5) 

a  +  6-g-7=VT3. 
Per  avere  precisamente  quattro  equazioni  di  primo   grado   fra 


(*)  Se  l'equazione  del  quarto    grado    sia   stata  ridotta  alla  forma  x*f 
7X*-f-rx  +  »=0,  per  Pequazione  risolvente  (4)  si  trova  l'equazione  seguente: 

«3  ^  8g»«  +  (ir)9>-64*)»-64r«  -  0. 
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lo  quattro  incogiiitc  a,  f,  7,  5;  basterà  aggiungere  a  queste  tre 
uguaglianze  V  eguaglianza  : 

a  ^?  +  7-Ko  =  -^i,  (6) 

dove  pòi!  coefficiente  del  secondo  termine  dell'  equazione  del 
quarto  grado,  supposto  il  coefficiente  del  primo  termine  uguale 
air  unità. 

Sommando  ora  queste  quattro  equazioni  membro  a   membro  e 
dividendo  poi  per  4,  si  trova  : 

y/T^ -^  \lf^ -^- yjfl  -p  _ 

a=  — i ^ — ^  (7) 

4  ^  ^ 

che  è  r  espressione  generale  di  una  radice  qualunque  deir  equa- 
zione del  quarto  grado  proposta.  Ili  questa  espressione  ciascuno 
dei  tre  radicali  quadratici  può  prendere  due  valori  distinti,  onde 
r  espressione  stessa  è  suscettibile  di  8  valori  distinti.  Nel  nostro 
caso  però  si  osservi  che  dev'essere  : 

VTi .  V Tg .  VT3  =  (a  +  ?  -  7  -  S)(a  17-?-  8)(a  f  5  -  ?  -  v), 

dove  il  secondo  membro  è  una  funzione  simmetrica  delle  a,  ^j, 
•y,  0  e  per  conseguenza  ha  un  valore  perfettamente  determinato 
e  conosciuto  a  j^riori  (*;.  Di  qui  segue  che,  scelti  ad  arbitrio  i 
segni  dei  primi  due  radicali,  il  segno  del  terzo  resterà  perfetta- 
mente determinato,  insieme  al  suo  valore, 

I  significati  che  si  possono  dare  alTespressione  (7),  si  riducono 
cosi  soltanto  a  quattro  che  daranno  appunto  le  quattro  radici  del- 
l' equazione  proposta.  Del  resto  questi  quattro  valori  si  possono 
anche  individuare  risolvendo  il  sistema  delle  (5)  e  (6).  Moltipli- 
cando infatti  queste  equazioni  opportunamente  per  =t:  1,  sommando 
e  dividendo  per  4,  si  trova  in  aggiunta  alla  (7)  : 


^  4  '    ^^  "4 


0  ^  ^P'^  -v/T,.fv%-i; 
"4 

1075.  Se  i  coefficienti  dell'equazione  del  quarto  grado  sono  tutti 
reali,  si  possono  presentare  (cfr.  art.  1060)  per  la  realtà  od  ima- 
ginarietà  delle  sue  radici  i  seguenti  casi: 

a)  le  a,  ?,  7,  ò  sono  tutte  reali  ; 

b)  le  a,  ^,  7^  ^  sono  tutte  imaginarie,  ed  allora  sarà  p.  es.  a 
conjugato  con  Ji  e  y  con  ò  ; 

e)  due  radici,  p.  es.  a  e  g  ,  sono   reali  e  le  altre   due   sono 
imaginarie  conjugate. 


(*)  Questo  valore  è   —  8r,  uella  stessa  ipotesi  della  uota  prec.    circa   la 
forma  dell'  eq.  proposta  (cfr.  art.  926). 
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Ora  dalle  (3)  appare  facilmente  che  : 

a)  nel  primo  caso  le  Tj  ,  Tj  ,  T3  sono  tutte  reali  e  positive  ; 

b)  nel  secondo  caso  T^  è  reale  e  positiva,  nel  mentre  che  T, 
e  T3  sono  reali  e  negative; 

e)  nel  terzo  caso  T^  è  reale  positiva,  nel  mentre  che  Tj  e  T3 
sono  complesse  conjugate. 

La  risolvente  di  Lagrange  sarà  dunque  da  preferirsi  a  quella 
di  Ferrari,  quando  si  voglia  avere  un  criterio  immediato  e  com- 
pleto circa  il  numero  delle  radici  reali  deirequazione  proposta  del 
quarto  grado  (*). 

Note  ed  Esereisi. 


1.  Biconoscere  che  : 


(a  +  P  +  T)(a  +  eP  H-  6*7)(a  +  6*p  +  67)  =  - 


2.  L^espressione  (1)  delP  art.  1078  non  è  che  an  caso  particolare  dell'e- 
spressione analoga  più  generale  : 


«p 

Y 

Pt 

a 

Y  a 

P 

(«0  +  wa,  +  u*a,  +  w'o,  +  .  . .  +  w'*~*a„_i)" 


(«) 


in  cui  to  è  una  radice  n«'*°»*  di  1  ed  Oq  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  ,  ,  a„._i  sono  le  radici 
di  un'equazione  data  f{x)  =  0  del  grado  n.  Invero  anche  l'espressione  (1) 
gode  della  proprietà  di  conservare  il  suo  valore  se  si  esegue  (cfr.  art.  281) 
fra  le  o^  ,  a^  ,  oc,  1  . . .  ,  a^.^  la  sostituzione  circolare  (o^aiO,  .  •  •  On-i))  P<>i~ 
che  si  ha  manifestamente  : 

8.  Le  n— 1  espressioni  che  si  ottengono  dalla  (a)  prendendo  per  co  le 
n  — 1  radici  n«"*"«  di  1  diverse  da  1,  che  indicheremo  con  Wj  ,  »0j  ,  ...  ,  wn^j , 
si  dicono  le  eapreasioni  risolventi ,  di  Lagrange  ,  dell'  equazione  f(x)  =  0  , 
poiché,  qualora  se  ne  conoscano  %  valori,  che  indicheremo  rispettivamente 
con  A,  ,  Aj  ,  ...  ,  A„_, ,  è  facile  dedurne  il  valore  delle  radici  stesse  di  f(x)=0. 

Infatti  dalle  n— 1  eguaglianze: 

(aofWjfl4+w<*a,+c«)^'aj,H-  ...  +w^*'~^a^_j)'*-Ai    ,     i=l,  2,...,n-l 
cui  si  può  aggiungere  l' eguaglianza  (cfr.  art.  916)  : 

ao  +  «1  +  «2  +  «3  +  .  .  .  +  O^i  =  —p 
80  /(x)  =  X*  +  px^'^  +  •  •  •  j    seguo    por   la    determinazione    delle   a©  1  «i  » 


(♦)  Si  è  già  visto  (  cfr.  Gap.  IX,  §  8*,  Nota  1*  )  come  si  possa  facil- 
mente determinare  il  numero  delle  radici  positive  di  un'equazione  del 
terzo  grado  a  radici  reali. 

Capklli.  —  Istituzioni  di  atialisi  algebrica,  8.»   tdiz .  79 
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oc,  ,  .  . .  ,  a^.i ,  il  sistema  delle  n  equazioni  lineari  : 

«0  +  «1  +  ttg  +  .  .  .  +  a^.i  =  -  P 

H 

n 


W 


^n^V 


«0  fw^.^ai+io Via,4-  ...  +w„.,""^a„.i=VA, 

Quest*  equazioni  sommate  membro  a  membro  ci  danno  (poiché  1  +  (t>i'  + 
+  ojj»  4-  .  .  .  +  w'n-i  =  ^  P®'  *  intero  maggiore  di  0  e  minore  di  n)  : 

«0  ^^  — \^-  i>  +  >/A,  +  n/Aj  +  .  .  .  -f  \'A„.i  J.  (e) 

Una  volta  fissati  i  valori  degli  n  — 1  radicali  in  modo  da  soddisfare  le  (b\ 
dalle  stesse  (6)  moltiplicate  risp.  per  1  ,  cu,"*  ,  co,'»  ,  .  .  .  ,  to^_|~«  e  som- 
mate membro  a  membro  si  ricaveranno  poi  altro  n—i  espressioni  analoghe 
alle  (b)  che  faranno  conoscere  completamente  anche  le  a,  ,  a,  ,  .  . .  ,  a^.p 

4.  Si  cerchi  il  minimo  numero  di  fattori  del  tipo  già  considerato: 
«^  -j.  oja,  -f  fo'oj  -f  .  .  .  +  (o**-*a^j«|  il  cui  prodotto  sia  una  funzione  simme- 
trica delle  Oq  ,  a|  f  .  .  .  ,  a,!-,. 

5.  Posto  : 

9(a;)  =  Oo  +  a^x  +  a^x^  +  .  .  .  -f  a^^jx'*"^ 

•  »  <^fl-i  1®  radici  n***"»»  di  J,  riconoscere  la 


e  dette  ancora  ttìQ  ^  ^l)^  ^  to^  ^ 
identità  : 


?K)9(Wi)  .  ..  r(w^-i)  =  (-l) 


(/i-l)U-2) 


«0       «j       «2 


'n-1 


a. 


a. 


2 


a. 


a. 


«/ 


«n-l^O 


a 


»-i 


(rf) 


Si  esegua  il  prodotto  per  orizzontali  del  determinante  dei  secondo  mem- 
bro e  del  determinante  : 


1      lOo 
1       (Oj 


(Oo 


2 


.    .    .    0) 


n-i 


n-i 


1       0) 


M-1 


W 


«-1 


.    .    .    0) 


«-1 


n-l 


♦5.  Il  determinante  del  tipo  (d),  in  cui  le  «^  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„^j  possono  pren- 
dere valori  affatto  arbitrari,  ha  ricevuto  il  nome  di  determinante  rt'rco- 
laute.  La  formo) a  (d)  ci  dice  che  il  determinante  circolante  di  n  variabili  ti 
spezza  identicamente  nel  prodotto  di  n  funzioni  lineari  delle    stesse   variabili. 

SulPargonionto  dei  determinanti  circolanti  si  confronti  p.  es.  :  i  deter- 
minanti di  E.  Pascal  (Manuali  Hoepli  1897;. 

7.  Volendo  applicare  il  metodo  di  Lagrange  alla  risoluzione  di  equa- 
zioni generali  di  grado  superiore  al  quarto,  convorrebbe,  se  n  è  il  grado 
delTequazione,  costruire  una  funziono  dello  n  radici  che  ammettesse,  per 
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tutte  le  sostituzioni  che  fra  di  osse  si  possono  eseguire,  un  numero  di 
valori  inferiore  ad  n  ;  ossia,  che  è  la  stessa  cosa  (art.  581)  una  funzione 
il  cui  gruppo  (art.  530)  fosse  di  indice  inferiore  ad  ».  Ma,  per  n>4,  non 
esistono  (art.  288)  gruppi  di  sostituzioni  fra  n  lettere  di  indice  inferiore 
ad  n,  ad  eccezione  del  solo  gruppo  alternato  che  ha  per  indice  2.  Il  me- 
todo di  Lagrange  cessa  perciò  di  essere  applicabile  alla  risoluzione  gene- 
rale delle  equazioni  al  di  là  del  quarto  grado.  Del  resto  dimostreremo 
in  seguito  (Gap  XY)  che  Tequazione  generale  di  grado  superiore  al  quarto 
non  ò  mai  risolubile  per  radicali. 

§  lO.o  —  Altre  trasformazioni  di  equazioni. 
Teoremi  di  Jerrard  ^*)  e  di  Sylvester. 

1076.  Il  matematico  inglese  Jerrard  ha  dimostrato  che ,  data 
un'equazione  qualunque,  si  può  sempre  trasformarla  razionalmente 
in  un'  altra  mancante  del  secondo,  terzo  e  quarto  termine  risol- 
vendo una  sola  equazione  del  terzo  grado. 

Sia  infatti  V  equazione  data  : 

a*  +  p^x'"'^  +  p^x""^^  +  .  .  .  -f  /?,,  =  0.  (1) 

Eseguendo  su  di  essa  la  trasformazione: 

y  =  ax*  -f  Sx*  +  75C*  -f  Sa?  +  e,  (2) 

r  equazione  trasformata  sarà  della  forma  : 

y'»  +  P.j/'»-^  +  P,y--*  +  .  .  .  +  P^  =  0,  (3) 

dove  lo  Pi  ,  P«  ,  P3  .  .  .  sono  delle  funzioni  intere  ed  omogenee 
delle  a,  p,  -^,  0,  £  risp.  dei  gradi  1,  2,  3,...,  come  apparisce  evi- 
dentemente da  quanto  sì  è  detto  all'art.  1062, 

Ciò  posto,  si  tratta  di  dimostrare  che  si  possono  sempre  deter- 
minare le  a,  p,  Y,  6,  e  in  modo  da  risolvere  le  tre  equazioni  : 

Pi  =  0,P,.-=0,P3  =  0  (4) 

mediante  la  risoluzione  di  un'unica  equazione  ausiliaria  del  terzo 
grado. 

Invero  si  cominci  con  eliminare  e  dalle  P,  e  P3  sostituendo  in 
esse  il  valore  di  s  ricavato  da  Pj  =  0.  Si  otterranno  così  due  e- 
quazioni  : 

Q2  =  0,Q3=0 

risp.  del  secondo  e  terzo  grado  nelle  sole  a,  p,  y,  6.  La  prima  di 
queste  si  potrà  sempre  porre  (cfr.  Gap.  XVI,  §  3°)  sotto  la  forma: 

Qg  =  w^  —  v»  +  u;«  —  e*  =  0 

essendo  u,  v,  Wy  t  funzioni  lineari  omogenee  delle  a,  P,  Y,  8  e  si 
potrà  quindi  soddisfare  ponendo  u  =  v  e  t  =  w.  Da  queste  due 
equazioni  di  primo  grado  si  ricaveranno  y  e  5  espressi  in  fun- 
zione lineare  ed  omogenea  di  a  e  p,  onde  sostituendo  i  risultati 


(•)  O  di  Bring, 
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neirultima  equazione  Q3  =  0  che  ancora  restava  a  soddisfare,  que- 
sta si  presenterà  come  un'equazione  del  terzo  grado  nel  rapporto 
ot  :  p.  Determinando  dunque  questo  rapporto,  che  era  restato  ar- 
bitrario, mediante  la  risoluzione  di  quest'ultima  equazione  cubica 
e  conseguentemente  i  valori  di  y  ,  6  ed  e  nel  modo  già  fissato , 
l'equazione  trasformata  (3)  risulterà  della  forma  : 

e.  d.  d. 

1077.  Con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  si  potrebbero 
invece  determinare  i  coefficienti  a,  p,  7,  0,  e  in  modo  che  l'equa- 
zione trasformata  mancasse  del  secondo,  terzo  e  quinto  termine. 
Invece  di  un'equazione  cubica  si  dovrebbe  però  risolverne  una  del 
quarto  grado  ;  ponendosi  cioè  P4  =  0  in  luogo  di  P,  =  0. 

Combinando  le  trasformazioni  ora  indicate  con  la  trasformazione 
a  radici  reciproche,  è  poi  altresì  chiaro  che  si  potrebbero  invece 
annullare  nella  trasformata  i  coefficienti  P^_^  ,  P^.j  ?  Pn-s  ovvero 
i  coefficienti  P^.^  ,  P^_j  ,  P^4. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  nel  caso  di  un'equazione  del 
quinto  grado  si  potrà  sempre,  mediante  la  risoluzione  di  una  sola 
equazione  del  terzo  o  del  quarto,  fare  in  modo  che  V  equazione 
trasformata  manchi  di  tre  termini  qualunque  compresi  fra  il  primo 
e  r  ultimo.  In  altri  termini  1'  equazione  di  quinto  grado  si  potrà 
per  tal  via  ricondurre  a  piacere  ad  una  qualunque  delle  quattro 
forme  trinomio  ; 

x^i-px+q-O  ,  x^^px^\-q=:0  ,  oc^-hpx^-^q-O  ,  x^-\-px^+q=^0. 

1078.  Mediante  la  risoluzione  di  una  sola  equazione  di  terzo 
grado  si  può  anche  ricondurre  qualunque  equazione  del  quinto 
grado  alla  forma  : 

{ax  -f  bf  4-  (a'x  +  ò^^  -f  (a"a;  +  6")*  =  0. 

È  questo  un  caso  particolare  del  seguente  teorema  generale  do- 
vuto a  Sylvester: 

Una  funzione  intera  omogenea  di  grado  2n  —  1  delle  due  va- 
riabili X,  y  si  può  porre  sotto  la  forma: 

bi(x  +  Piy)*"-»  +  bj(x  +  pjy)*»-»  +  .  .  .  +  b„(x  +  ri^y)»»-'. 

mediante  la  risoluzione  di  iena  sola  equazione  del  grado  n. 

Noi  ci  limiteremo  a  dimostrare  questo  teorema  per  il  caso  di 
n  -  3,  cioè  per  il  caso  di  una  funzione  fondamentale  del  quinto 
grado  ;  poiché  la  dimostrazione  che  daremo,  si  estende  poi  imme- 
diatamente senza  alcuna  modificazione  essenziale  al  caso  generale 
di  qualsivoglia  valore  di  n. 

1079.  Data  la  funzione  fondamentale  : 

aoX^i-òa^x^y-^lOa^x^y^i-ìOa^x^g^i-òa^xy^i'a^y^ ,  (5) 

ci  proponiamo  dunque  di  porla  identicamente  sotto  la  forma  : 
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doterminando  opportunamente  le  sei  costanti  : 
Si  dovranno  quindi  soddisfare  le  sei  equazioni  : 

«2-&i?l'+ft2p2*+ft3?8*       ,  a5=&lPl'+^P2'+^3p8' 

che  si  ottenp:ono  eguagliando  (art,  483)  i  coefficienti  dei  termini 
simili  in  (5)  e  (6). 

Moltiplicando  tre  equazioni  consecutive  qualunque  del  sistema  (7) 
risp.  per  Po  )  Pi  j  Pi  ,  Ps  f  essendo  : 

Po  +  Pi^  +  Pi^^  +  Ps^^  =  0  (8) 

l'equazione  che  ha  per  radici  Pj  ,  ?2  ,  P3 ,  se  ne  deducono  le   tre 
seguenti  : 

Po<^0  +Pl<^l  +  JP2«2  +-P8«8  =  0 


Po^l  +  Pi  «2  +-P2«8  +PZ^A  =  0 
P0«2  +  Px^i  +  P2«4  +  PS^5  =  0 

poiché  per  V  ipotesi  fatta  : 

Poh"  +  pA"*'  +  Pih"'*  +  !'»?«*+»  =  0. 
Dalle  (8)  e  (9)  congiunte  segue  ora  nel  noto  modo 


(9) 


1 

X 

X» 

a' 

fflo 

«1 

«« 

«3 

«1 

a. 

«j 

«♦ 

a» 

«3 

o* 

«5 

=  0. 


(10) 


È  questa  dunque  Tequazione  del  terzo  grado  cui  debbono  sod- 
disfare le  Pi  ,  P2  >  Ps- 

Risoluta  Tequazione  (10),  si  conosceranno  i  valori  di  Pi  ,  P^  ?  ?8 
e  si  determineranno  quindi  le  altre  tre  incognite  b^  ,  b^  ,  63  risol- 
vendo le  tre  equazioni  di  primo  grado  : 

&i      +  ^2      +  ^8      =  ^0 
^Pi  +^2P2  -f  &8Ps  =«1 

^Pl'+M2'+2'8P8'=«2 

il  cui  determinante  (art.  482)  è  in  generale  diverso  da  zero. 
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Note. 

1.  Se  le  radici  a,  p,  y»  3  dell'  equazione  : 

ose*  +  ^hx^  4-  6cac'  +  4dic  +  e  =  0  (l) 

sono  tutte  distinte,  si  potrà  determinare  k  in  modo  ohe  i  numeri    1^—1, 
k'^^—k"^  abbiano  lo  stesso  rapporto  anarmonico  dei  quattro   numeri  a, 

fi,  Y,  8.  Esisterà  allora  una  trasformazione  lineare  »=r rchccambie- 

rà  l'equazione  (1)  nell'equazione  : 

(l-y»Xl~fcV)  =  0 

che  ha  per  radici  1,   —1,  A:""*,   —A:"*. 

2.  All'oggetto  di  cui  si  tratta,  gioverà  assumere  il  primo  membro  del- 
l'equazione del  quarto  grado  sotto  la  forma  omogenea  : 

e  determinare  una  sostituzione  lineare  : 

per  la   quale  si  abbia  : 

/'(a:,  ,  a;,)  =  y,*  +  6^y,«y,»  +  y,*.  (8) 

Si  potrebbe  dimostrare  che  il  numero  p.  potrà  prendere  uno  qualunque 
dei  sei  valori  : 

771 1  771  j  7712  ^^^2  ^'s  ^S 


7712—7713    '    77I3-77I2    *    77lj-77l3    '    77?3— 77lj    '    77lj  — 771,    *    m^—ìTl^ 

essendo    m^  ,  m,  ,  m^  le  tre  radici  dell'  equazione  : 

771*  —  Im  -  2  J  =  0  , 

ove  /ed  J  hanno  i  significati  già  noti  (cfr.  §  6",  Note). 

Il  lettore  riconoscerà  poi  senza  difficoltà  come,  con  un  ulteriore  sosti- 
tuzione ^1  =  V^'i  I  ^2  =  \'^>  :  si  passi  poi  dalla  forma  (2)  alla  forma  desi- 
derata : 

che  è  la  cosi  detta  forma  canonica  di  Legendrt. 


CAPITOLO  XV. 


PKINCIPII   DELLA  TEORIA   DEGLI    IRRAZIONALI    ALGEBRIOL 


§  1.0  .  Della  rldattibllità  e  IrreduttIbllUà 
delle  equazioni  In  an  dato  eampo  di  razionalità. 


1080.  Nel  Capìtolo  XIII  (art.  977)  abbiamo  chiamato  campo  di 
razionalità  C  un  insieme  ben  determinato  di  numeri  che  godono 
della  proprietà  che  la  somma,  la  dififerenza,  il  prodotto  ed  il  quo- 
ziente di  due  qualunque  di  essi  appartengono  allo  stesso  campo  C. 

Siano  ora  Xj  ,  ar^  , .  .  . ,  as,^  delle  variabili  affatto  indipendenti,  e 
indichiamo  con  K  V  insieme  di  tutte  le  funzioni  razionali  delle 
ccj  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  a?^  i  cui  coefficienti  appartengono  al  campo  C.  Po- 
tremo dire  che  K  è  un  campo  di  razionalità  variabile^  poiché  è 
chiaro  che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto  ed  il  quoto  di  due 
funzioni  comunque  scelte  in  K  sarà  una  nuova  funzione  del  pari 
appartenente  a  K.  Il  campo  di  razionalità  variabile  K  si  potrà 
rappresentare  opportunamente  col  simbolo  \0  \  x^  ,  x^  j  .  .  . ,  x„] , 
mettendo  cioè  in  evidenza  le  variabili  «i  ,  a;,  ,  .  .  .  ,  «„  ed  il  campo 
di  razionalità  costante  C  cui  appartengono  i  coefficienti  delle  fun- 
zioni razionali  delle  Xj  ,  a;,  ?  *  -  *  >  ^n* 

1081.  Del  resto  accadrà  per  lo  più  che  lo  stesso  campo  C  si 
possa  definire  mediante  un  numero  finito  di  elementi  di  C  p.  es. 
«1  t  «2  >  •  •  •  »  ^m  >  ^^^^  come  rinsieme  di  tutti  i  numeri  che  si  pos- 
sono dedurre  dagli  m  numeri  ^i  ,  «2  >  •  •  •  »  ^»n  operando  su  di  que- 
sti colle  quattro  operazioni  fondamentali.  In  tal  caso  il  campo  C 
si  potrà  rappresentare  (cfr.  art.  980)  con  [aj  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a^]  e  con- 
seguentemente il  campo  [C  ;  X,  ,  fic^  , ...  ,  x^\  con  [a,  ,  a^  ,  ...  ,  a^  \ 

Con  quest'ultimo  simbolo  verrà  così  a  rappresentarsi  V  insieme 
di  tutte  le  espressioni  che  si  possono  ottenere  operando  sugli  ele- 
menti costanti  e  variabili  ^i  ^  ^t  »  •  •  •  ;  ^m  I  ^i  ?  ^2  i  •  -  •  >  ^n  colle 
quattro  operazioni  fondamentali. 

Cosi,  ad  esempio,  l'insieme  di  tutti  i  numeri  pommensurabili  si 
potrà  rappresentare  con  (1),  poiché  tutti  i  numeri  commensurabili 
si  possono  dedurre  dall'unico  elemento  1  mediante  le  quattro  ope- 
razioni fondamentali;  e  quindi  l'insieme  di  tutte  le  funzioni  ra- 
zionali di  n  variabili  «1  ,  Xg  ,  .  .  ,  ,  x^  con  coefficienti  numerici 
commensurabili  si  potrà  rappresentare  con  ''x,  ,  Xg  ?  •  •  •  >  ^n)* 
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1082.  Ciò  premesso:  un'equazione 

AoZ^  +  AiZ^-i  +  .  .  .  +  A;^_iZ  +  Aj^  =  0  (1) 

i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  dato  campo  di  razionalità 
costante  o  variabile  K,  si  dice  irreduttibile  (rispetto  al  campo  K) 
se  il  suo  primo  membro  non  si  può  decomporre  in  fattori  interi 
rispetto  a  z  con  coefficienti  appartenenti  allo  stesso  campo  K.  In 
caso  contrario  l'equazione  (I)  si  dirà  riduttibile  nel  campo  K. 

Se  Tequazione  (1)  è  riduttibile  nel  campo  K,  è  evidente  che  una 
delle  sue  radici  sarà  anche  radice  di  un'equazione  di  grado  infe- 
riore : 

A'oz^'  +  A\s^-i  +  .  .  .  +  A'v^i  =  0  (2) 

con  coefficienti  appartenenti  del  pari  a  K;  bastando  a  tale  oggetto 
di  prendere  come  primo  membro  di  quest'  ultima  equazione  uno 
qualunque  dei  fattori  nei  quali  si  decompone  per  supposto  il  primo 
membro  di  (1). 

Reciprocamente  se  una  radice  di  (1)  è  anche  radice  di  un'equa- 
zione consimile  di  grado  inferiore  (2),  Tequazione  (1)  sarà  ridut- 
tibile nel  campo  K.  Infatti  i  primi  membri  delle  (1)  e  (2)  avranno 
in  tale  supposto  un  massimo  comune  divisore,  che  sarà  una  fun- 
zione intera  di  z  di  grado  uguale  o  superiore  ad  1,  ed  i  suoi  coef- 
ficienti apparterranno,  come  sappiamo  (art.  983),  allo  stesso  campo 
di  razionalità  K  cui  appartengono  i  coefficienti  delie  (1)  e  (2).  Il 
primo  membro  di  (1)  sarà  dunque  decomponibile,  onde  ecc. 

1083.  Se  V equazione  {i)  ha  una  radice  multipla j  essa  è  certa- 
mente riduttibile  nel  campo  di  razionalità  K  cui  appartengono  i 
suoi  coefficienti. 

Infatti,  se  ciò  accada,  Tequazione  (1)  avrà  almeno  una  radice  in 
comune  (art.  913)  colla  equazione: 

IAqZ^-^  +  (X  -  1) A,  0^-2  +  .  .  .  4.  A;^.i  =  0 

i  cui  coefficienti  appartengono  del  pari  a  K.  Ma  quest'ultima  è  di 
grado  inferiore  a  X  ;  quindi  la  (1)  sarà  riduttibile  per  l'art,  prec. 

1084.  Siano: 

c?(z)  =  0  ,  (Kz)  =  0  (3) 

due  equazioni  i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  certo  campo 
di  razionalità  e  sia  la  seconda  di  esse  irreduttibile  in  questo  cam- 
po. In  tal  caso,  se  la  prima  equazione  è  soddisfatta  da  una  ra- 
dice della  seconda  equazione,  sarà  anche  soddisfatta  da  tutte  le 
altre. 

Infatti,  poiché  le  due  equazioni  (3)  hanno  una  radice  in  comune, 
le  due  funzioni  intere  o{z)  e  ^{z)  ammetteranno  un  massimo  co- 
mune divisore  Biz)  almeno  di  primo  grado.  Il  grado  di  D(^)  non 
può  però  essere  inferiore  al  grado  di  tl{z)j  poiché  altrimenti  il 
primo  membro  dcirequazione  irreduttibile  ^{z)  =  0  ammetterebbe 
un  fattore  di  grado  inferiore,  il  che  ò  contradditorio.  Sarà  dun- 
que il  grado  di  D{2?)  eguale  al  grado  di  ^{z),  cioè  il  massimo  co- 
mun  divisore  D(z)  sarà  la  stessa  ^{z). 
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Il  primo  membro  ^(z)  sarà  dunque  divisibile  esattamente  per 
^(z),  con  che  il  teorema  è  evidentemente  dimostrato. 

1085.  Se  tutte  le  radici  di  ^(z)  =  0  soddisfano  alVequazione  ir- 
reduttibile  ^{z)  =  0,  la  funzione  ^(z)  è  una  potenza  intera  di  ^(z) 
{nel  supposto^  sempre  lecito^  che  le  piii  alte  potenze  di  z  in  cp  e  ^ 
abbiano  per  coefficiente  Vunità;  in  caso  contrario^  a  meno  di  un 
fattore  indipendente  da  z). 

Infatti,  avendo  l'equazione  9(2j)=0  radici  in  comune  con  ^{z)=0 
che  è  irreduttibile,  si  avrà  dapprima  pel  teorema  che  precede  : 

(?(«)  =  (?l(2).«K£f),  (4) 

essendo  9(2)  una  certa  funzione  intera  di  z.  Di  qui  segue  eviden- 
temente che  tutte  le  radici  di  9j(z)=0  sono  anche  radici  di  9(2)=0, 
e  quindi  anche  di  i^{z)  -  0  per  l'ipotesi  fatta.  Per  identica  appli- 
cazione del  teorema  precedente  sarà  dunque: 

(Pi(z)  =  9,(z) .  ^/(z) 

e  quindi,  sostituendo  in  (4)  : 

(p(2;)  =  <P8(2r).«p»«. 

Si  potrà  ora  procedere  allo  stesso  modo  finché  si  giunga  ad  una 
funzione  cp;^(z)  di  grado  nullo  in  z.  Allora  si  sarà  ottenuto  appunto: 

^{z)  =  C'[ii{z)t> 
essendo  C  una  costante  rispetto  a  z. 

1086.  Se  un* equazione  è  riduttibile,  il  suo  primo  membro  si  po- 
trà decomporre  in  un  prodotto  di  fattori  irreduttibili,  e  tale  de- 
composizione non  potrà  farsi  che  in  un  sol  modo, 

È  ben  inteso  che  si  fa  astrazione  dall'  ordine  dei  fattori  e  da 
possibili  fattori  che  non  dipendano  dalla  variabile  dell'equazione. 

Se  il  campo  di  razionalità  C  cui  appartengono  i  coefficienti  del- 
l'equazione è  costante,  questo  teorema  coincìde  assolutamente  con 
quello  già  dimostrato  (art.  993)  che:  ogni  funzione  intera  si  può 
sempre  decomporre,  ed  in  un  modo  unico,  in  un  prodotto  di  fun- 
zioni prime  rispetto  ad  un  dato  campo  di  razionalità.  Se  poi  il 
campo  C  contiene  delle  variabili  Xj  ,  Xg ,  ... ,  a:,^ ,  sarà  egualmente 
valida  la  stessa  dimostrazione  ivi  data,  poiché  le  variabili  x^  , 
a?2  ,  .  .  .  ,  x^  devono  considerarsi  sempre  come  affatto  indipendenti 
dalla  variabile  z  dell'equazione  ;  esse  verranno  dunque  assimilate 
a  delle  semplici  costanti  dal  punto  di  vista  dell'  argomento  va- 
riabile z. 

1087.  Teorema.  —  Sia  f(x)  =  0  un'  equazione  del  grado  u,  colle 
radici  a,  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a^ ,  irreduttibile  in  un  certo  campo  di  razio- 
nalità K  cui  appartengono  i  suoi  coefficienti.  Se  ^(x)  è  una  fun- 
zione razionale  qualunque^  con  coefficienti  appartenenti  a  K,  gli  n 
numeri: 

9(ai)  j  9(a2)  /  •  •  •  »  ^(«n)  (5) 

Capklli.  —  Utituzioni  di  analisi  algebrica^  B.*  ediz.  80 
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sono  fra  loro  tutti  distinti^  ovvero  ciascuno  di  essi  si  trova  ripe- 
tuto lo  stesso  numero  di  volte. 

Le  espressioni  (5),  nelle  quali  ci  è  lecito  ritenere  (art.  931)  che 
9  sia  simbolo  di  funzione  intera,  sono  infatti  (art.  1062)  le  radici 
di  un'  equazione  r(a;)  =  0  del  grado  n  con  coefficienti  apparte- 
nenti a  K. 

Se  ora  : 

F{x)  =  F^{x)F^{x)  .  .  .  Fj,(x) 

è  la  funzione  intera  F(x)  decomposta  nei  suoi  fattori  irredattibili 
nel  campo  K,  uno  qualunque  di  questi  fattori,  p.  es.  F^{x),  egua- 
gliato a  zero  non  potrà  avere  radici  diverse  dai  numeri  (5).  Ma 
se  sia  p.  es.  ^{a^)  radice  di  Fi(x)  =  0  ,  V  equazione  Fj(cp(x))  =  0 , 
avendo  in  comune  colla  equazione  irreduttibile  f{x)—0  la  radice  a^ , 
avrà  per  radici  (art.  1084)  tutte  le  radici  di  f{x)=0,  cioè  sarà  : 

Fi(p(ai))  =  0  ,  F,(^{a,)^  =  0  ,  .  .  . ,  F.^^C»^))  =  0  ; 

epperò  F^{x)  =  0  ammetterà  come  radici  tutti  i  numeri  (6)  ;  cia- 
scuno come  radice  semplice,  poiché  Tequazione  F^{x)=^0,  essendo 
irreduttibile,  non  può  ammettere  (art.  1083)  radici  multiple. 

Altrettanto  dicasi  per  le  funzioni  F2(ac)  ,  F3(x) ,  .  .  .  .  Tutte  queste 
funzioni  non  possono  dunque  differire  dalla  F^(x)  che  per  un  fat- 
tore costante;  cosicché  si  potrà  scrivere,  a  meno  di  un  fattore 
costante,  V  identità  : 

F(x)  =  [Fl(cr)]^  (6) 

Di  qui  è  manifesto  che  ogni  radice  di  F(x)  =  0  è  multipla  del 
grado  jji;  cioè  appunto  che  i  numeri  (5)  sono  uguali  fra  loro  {i 
a  jJL  ;  e.  d.  d. 

1088.  Corollario.  —  Il  primo  membro  di  ogni  trasformata  di 
Tschirnhdusen  (cfr.  art.  1083)  di  un'equazione  irreduttibile,  o  è  ir- 
reduttibile 0  è  U7ia  potenza  esatta  di  una  funzione  irreduttibile. 

Neiridentità  (6)  la  funzione  Fi(ac)  è  infatti,  secondo  la  dimostra- 
zione da  noi  data,  una  funzione  irreduttibile. 

1089.  Chiudiamo  questo  §  col  seguente  teorema,  che  dà  un  esem- 
pio semplice  ed  importante  di  equazioni  irreduttibili  in  un  campo 
di  razionalità  variabile:  se  G  è  un  campo  di  razionalità  costante 
^^  Vi  7  y2  )  '  '  *  7  Yn  *<>^*^  ^  variabili  indipendenti^  V  equazione  del 
grado  n  : 

z'*  +  yiZ'*-^  4-  YgZ'*-»  +  .  .  .  +  Yn  =  0  («) 

è  irreduttibile  nel  campo  di  razionalità  variabile  [C  ,  y^  ,  y^  ,...,  y„]. 
Ammettiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  si  avesse  : 

essendo  (f  e  ^  funzioni  razionali  delle  z  ^  y^  ,  .  .  ,  ,  y^   con  coeffi- 
cienti costanti  appartenenti  al  campo  C,  ed  essendo  inoltre  ?  e  t* 
intere  rispetto  alla  variabile  z  e  risp.  dei  gradi  X<?i  ed  n— X. 
Dovendo  la  (p)  essere  un'identità  rispetto  a  tutte  le  n-hl  varia- 


\ 
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bili  z  ,  y^  j  .  .  . ,  f/ny  ^ssa  dovrà  essere  verificata,  se  si  sostitui- 
scano le  espressioni  : 

z  =  Xf,  y  yi  =  -  (x^  +  x^  +  .  .  .  -\-  xj  ,  2^2  =  +  (^1^2  +  ...)»••• 

che  ne  annullano  il  primo  membro  identicamente,  cioè  qualunque 
siano  i  valori  delle  variabili  a;^  ,  .  .  .  ,  a?;^  ,  .  .  .  ,  x^.  Sarà  dunque 
identicamente  : 

<^{Xj,  ,  -2a?t  ;  -i-^XiXj  ,...,(-  l)XaJ2  •  •  •  ^Pi)  =  0  7 

onde  si  vede  che  V  equazione  : 

?(«  »  yi  »  ^2  >  •  '  •  >  yn)  =  0 

che  è  del  grado  X  in  z,  ammetterebbe  le  n  radici:  z^x^  ,  e=a;g ,..., 
2=x^ ,  cioè  un  numero  di  radici  superiore  al  suo  grado,  il  che  è 
assurdo. 

Note  ed  Eserciii. 

1.  Se  Vequanione  f(z)  -^0  è  irreduttibile  in  un  certo  campo  di  razionalità  C 
e  se  o^)  ,  ttj  ,  oiy  ,  .  .  .  ,  a^_j  $ono  le  sue  radici,  eaaa  diventa  riduttibile  nel  nuovo 

campo  di  razionalità  (  C ,  -   ,    -,...,  -=^  J.  Fa  eccezione  soltanto  il  caso  in 

cui  f(z)  z=.0  ha  la  forma  binomio  z*  — a  =  0. 

2.  Un  numero  qualunque  si  dice  razionale  ovvero  irrazionale  rispetto  ad 
un  dato  campo  di  razionalità  costante  G,  seoondochò  fa  parte  del  campo  C 
ovvero  ne  è  estraneo. 

I  numeri  irrazionali  rispetto  al  campo  G  si  distinguono  poi  in  irrazio- 
nali algebrici  ed  in  irrazionali  trascendenti,  seoondochò  sono  o  non  sono  ra- 
dici di  un^equazione  algebrica  con  coefficienti  appartenenti  al   campo   G. 

Se  a  é  irrazionale  algebrico  rispetto  al  campo  G,  si  potrà  sempre  rite- 
nere che  V  equazione  cui  esso  soddisfa  : 

CqOL^  +  c^Cf}'^  +  .  .  .  +  Cx-i»  +  Cj^  =  0 

sia  irreduttibile  rispetto  al  campo  G.  Infatti,  se  cosi  non  fosse,  basterebbe 
sostituire  al  primo  membro  uno  dei  fattori  irreduttibili  nei  quali  esso  si 
decomporrebbe.  In  questo  supposto  si  dice  che  a  e  un  irrazionale  algebrico 
di  ordine  X  rispetto  al  campo  G. 

3.  Se  a  e  ^  sono  due  irrazionali  algebrici  dello  stesso  ordine,  rispetto 
al  campo  G ,  e  ^  appartenga  al  campo  di  razionalità  (G  ,  a)  ,  reciproca- 
mente il  numero  a  apparterrà  al  campo  (G  ,  P). 

Per  dimostrare  questo  teorema,  si  prenda  come  punto  di  partenza  che 
Inequazione,  cui  soddisfa  p,  si  può  pel  supposto  dedurre  da  quella  cui  sod- 
disfa a  mediante  una  trasformazione  di  Tschimh&usen. 

4.  8e  B(x)  =iO  è  la  risultante  generale  che  nasce  dalla  eliminazione  delle 
altre  n— 1  incognite  nel  sistema  generale  di  n  equazioni  algebriche  di  dati 
gradi  con  n  incognite  z  ,  y  ,  z  ,  .  .  .  ,  V  equazione  B(z)  =  0  è  irreduttibile  nel 
campo  di  razionalità  variabile  formato  dai  coefficienti  deUe  equazioni. 

Siano  infatti,  per  fissare  le  idee,  le  tre  equazioni  con  tre  incognite  : 

/(a? ,  y  ,  «)  =  0  ,  <p(x  ,  y  ,  «)  =  0  ,  «Kac ,  y  ,  «)  =  0  (1) 

che  si  suppongano  risp.  dei  gradi  m,  n,  Z  ed  i  cui  coefficienti  affatto  ge- 
nerali siano  a,  6,  e,  ...  .  Sia  B(x)  =  0  P  equazione  di  grado  mnl  in  x  che 
si  ottiene  eliminando  coi  noti  metodi  (cfr.  Gap.  XIII,  §  l'*)  dalle  (1)  le  due 
incognite  y  e  z.  Dobbiamo  dimostrare  che  B(«)  ò  irreduttibile  nel  campo 
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di  razionalità  (a,  6,  e,  .  .  .\  o  in  altri  termini  che  B(x)  non  #»  può  decom- 
porre in  un  prodotto  di  due  funzioni  intere  in  x  con  eoeffidenti  che  eiano  fun- 
zioni razionali  delle  a,  b,  e,  .  .  .  . 

Supposto  infatti  che  si  avesse  identicamente  B(x)  =  B,(x).K,(x),  imagi- 
niamo  di  specializzare  i  coefficienti  a ,  6 ,  e ,  .  .  .  precisamente  come  si  è 
fatto  air  art.  1026.  L^eqaazione  'B,^{x)  =  0  avrà  allora  per  radice  il  valore 
di  X  che  soddisfa  ad  un  certo  sistema  di  equasioni  lineari  : 

A,  =  0  ,  B^  =  0  ,  Cfc  =  0.  (2) 

Ma,  essendo  i  coefficienti  di  Bi(a;)  razionali  nelle  o,  6,  e,  . . .  ,  è  chiaro 
che  essi  sono  esprimibili  simmetricamente  coi  coefficienti  delle  A| ,  A^  ,...,  A^ 
e  cosi  pure  coi  coefficienti  delle  Bf ,  B,  ,...,  B^  e  con  quelli  delle  C| ,  C,  ,...,  C^. 

L^equazione  Bi(a;)  =  0,  essendo  compatibile  col  sistema  (2),  io  sarà  dun- 
que anche  necessariamente  cogli  altri  mnl^l  sistemi  analoghi  a  (2)  ai 
quali  corrispondono  altrettanti  valori  differenti  di  x  ;  epperò  il  suo  grado 
non  può  essere  inferiore  ad  mnl^  ecc. 

5.  Si  dimostri  in  altro  modo  il  teorema  dell*  art.  1087,  prendendo  come 
punto  di  partenza  Tosservazione  che,  se  uno  stesso  numero  della  succes- 
sione (5)  si  trova  in  essa  ripetuto  X  volte,  ciò  equivale  a  dire  che  essa  ò 
radice  multipla,  di  ordine  X,  deir  equazione  F(x)  =  0  ;  cosicchò  dovranno 
coesistere  p.  es.  le  eguaglianze  : 

F(T(eXx))  =  0,  F,(9(«i))  -  0  , . .  . ,  P(^-'>(?(«i))  =  0. 

6.  8*  le  quantità  : 

h  =  ?(«i)  >  P»  =  T(aj) .  •  •  •  /  P„  =  <?(«„) 

considerate  nel  teorema  delVart.  1087  sono  tutte  dietinte,  eeitte  tempre  una  fun- 
zione razionale  ^,  con  coefficienti  appartenenti  al  campo  E,  per  la  qtutle  ti  ka: 

«1  =  ^(:h) ,  ««  =  «K?»)  ,..-,«„  =  «KW- 

Per  dimostrare  ciò,  si  tenga  presente  che  ai  è  radice  comune  delle  due 
equazioni  : 

fix)  =  0    ,    9(x)-?i  =  0 

le  quali  d^altra  parte  hanno  in  comune  una  sola  radice,  per  Tipotesi  fatta 
che  Pi  1  Ps  }  •  •  •  1  Pn  siano  tutte  distinte. 

§  2.0  —  Salta  ridattibilltà  delle  eqaasioni  binomie 
11  cai  grado  è  un  namero  primo  (*). 

1090.  Ci  proponiamo  di  ricercare  in  (juali  casi  l' equazione  bi- 
nomia  : 

a;P  -  A  =  0  (1) 

in  cui  p  è  un  numero  primo  ed  A  appartiene  ad  un  certo  campo 
di  razionalità  K,  sia  riduttibile  entro  questo  stesso  campo. 

Se  B  è  una  qualunque  delle  p  radici  della  (1),  le  altre  p—1  ra- 
dici sono  datC;  come  sappiamo  (art.  824),  da: 

OLyD    y     (X2^     ,     .     .     .     ,     Otp_jB     , 


(*)  Per  il  caso  generale,  in  cui  il  grado  sia  un  numero   qualunque,   si 
vegga  la  Nota  8^  di  questo  stesso  §. 
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essendo  1  ,  «^ ,  a^ , .  .  .  ,  a^^^  le  p  radici  dell'  eqaazione  : 

a;P-l=0.  (2) 

Si  avrà  dunque  identicamente  in  x: 

xP  -  A  =  (se  -  B)(x  -  a^B){x  -  a^B)  .  .  .  {x  -  «p^jB). 

Ciò  premesso,  supponiamo  che  Tequazione  (1)  sia  riduttibile  nel 
campo  K,  e  sia  : 

f{x)  =  (a;  -  B)(a:  -  Oi^B)(x  -  a^B)  ...  (ce  -  a^^jB)  (3) 

uno  dei  fattori  nei  quali  si  decompone  il  primo  membro  di  (1). 
Poiché  i  coofficienti  della  funzione  intera  f{x)  debbono  appartenere 
tutti  al  campo  K,  dovrà  in  particolare  appartenere  a  questo  campo 
quel  termine  di  f{x)  che  non  contiene  a,  cioè,  come  si  vede  dalla 
identità  (3),  il  prodotto  : 

B  •  fli^B  •  otjB  .  •  •  Oi\^iB» 

Detta  dunque  C  una  quantità  contenuta  in  K^  si  potrà  scrìvere: 

B^aj-a^  . .  .  a^.i  =  C.  (4) 

Si  determini  ora,  come  è  sempre  possibile  (*),  un  intero  p  pel 
quale  si  abbia  : 

Xp  =  1  +  Mp ,  (5) 

essendo  M  del  pari  intero.  Si  avrà: 

B^P'*  =  BP.(B>i>  =  A.Ahp 

e  quindi,  elevando  i  due  membri  di  (4)  alla  potenza  pp  : 

poiché  la  potenza  ^*^^  di  ogni  a^  è  uguale  ad  1.  Di  qoì  si  deduce: 

cioè  che  la  quantità  A  è  la  potenza  p^*  di  una  quantità  appar- 
tenente al  campo  K. 

Eeciprocamente,  se  sia  A  =  Aj^,  dove  A^  appartiene  al  pari  di 
A  al  campo  K,  Tequazione  (1)  è  certamente  riduttibile  nel  campo 
K,  poiché  si  avrà  identicamente  : 

jr''-A=(x-Ai)(aj'^HAia;P-«i-Ai«a^3+  .  .  .  -^-A^^^). 

Concludiamo  dunque  che:  affinchè  V equazione  (1)  sia  riduttibile 


(*)  Infatti  dando  api  valori  0,1,2,...,|>  — 1  il  prodotto  Xp  diviso 
per  p  darà  resti  tutti  differenti  (onde  per  un  certo  valore  di  p  si  avrà  per 
resto  1).  Supposto  infatti  che  Xp  e  Xp'  dessero  eguale  resto,  la  differenza 
Xp— Xp'  cioè  X(p  — f')  dovrebbe  essere  divisibile  per  p,  il  che  ò  impossibile, 
essendo  X  minore  di  p  che  ò  numero  primo  e  p~p'  un  numero  più  pic- 
colo di  p. 
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nel  campo  K,  è  necessario  e  sufficiente  che  A  sia  la  potenza  p 
di  una  quantità  contenuta  nel  campo  K. 


ITote  ed  £8erciii. 

1.  Se  nelPequazione  (1)  sia  A  =  l,  si  ha  la  riduzione: 

xP  -  1  =  (ce  -  l)(ccP-i  +  x^"^  +  .  .  .  +  X  +  1). 

Si  sosti tnirà  cosi  air  equazione  (1)  V  equazione  : 

x^-i  -H  xP"«  +  .  .  .  +  X  +  1  =  0 

la  quale  è  irreduUibile  nel  campo  dei  numeri  razionali,  $empreehè  p   sia  nu- 
mero primo.  Alla  prima  dimostrazione  di  questo  importante  teorema  data 
da  Oau8$  (Disquis.  arithm.,  art.  841)  no  sono  seguite  parecchie  altre.  Noi 
riporteremo  qui  la  dimostrazione  di  Kronecker. 
Posto  per  brevità  : 

f{x)  =  x^i  +  xP'^  +  .  .  .  +  X  +  1,  (a) 

supponiamo,  se  è  possibile,  che  f(x)  sia   riduttibile.  Per   un   teorema  di 
Gauss  (cfr.  lo  Noto  del  §  prec.)  si  avrà  allora  : 

f{x)  =  <f{x).f\f{x),  (?) 

dove  ^(x)  e  ^{x)  sono  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  interi  e  col  primo 
coofficiente  uguale  ad  1. 

Se  r  é  una  qualunque  delle  radici  di  (a),  tutte  le  altre  radici  di  (a)  sono 
date,  come  sappiamo  (art.  831),  da  r*  ,  r'  ,  r*  ,  . ..  ,  r^"*.  Si  avrà  dunque: 

?(r)-?(0-f  (!•»)...  <?(r'^')  =  0, 

poiché  in  virtù  di  (p)  l'equazione  o(ic)  =  0  deve  avere  almeno  qualche  ra- 
dice in  comune  con  f{x)  =  0.  Il  prodotto  : 

(?(x).9(x^)  .  .  .  9(x'*"^) 

ò  dunque  una  funziono  intera  di  x  che  ò  annullata  da  ogni  radice  della  (a). 
Essa  sarà  dunque  divisibile  esattamente  per  f{x)  e  si  potrà  scrivere,  sem- 
pre pel  citato  teorema  di  Qauss  : 

9(x)(?(x2)  ^  ^  ^  (p(xP-i)  ^  f(x) .  F(x) 

essendo  F(^)  una  funzione  intera  di  ^  a  coefficienti  interi. 
Per  s  zzi  segue  di  qui  : 

[?(l)r'=Ì'-F(l).  (7) 

Ma  dallo  (p)  segue  per  ^  =  1  : 

p  =  9(l).<Kl), 

onde  ci  è  lecito  ritenere  che  l'uno  dei  numeri  interi  ^(l)  e  tj»(l),  p.  es.  ^J<i), 
sia  eguale  B,ztp  e  Taltro  9(1)  =  d=l.  La  (y)  diviene  in  tal  caso: 

l=;7.r(l) 

eguaglianza  assurda,  essendo  F(l)  un  numero  intero. 

2.  Lascieremo  come  esercizio  al  lettore  di  verificare   che    la   dimostra- 
zione ora  data  si  può  estendere  immediatamente  a  dimostrare  la  irredut- 
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tibilità  deirequazioDe  più  generale  : 

sempre  nelVipotesi  che  p  sia  un  numero  primo. 

A  tale  oggetto  converrà  però  prima  far  vedere  che  le  radici  di  que$ta 
equazione  sono  preci$amente  le  radici  primitive,  di  indice  p^,  deW  unità,  ap- 
poggiandosi alle  proprietà  da  noi  già  dimostrate  al  §  4°  dei  Cap.  XI. 

8.  La  questione  delia  riduttibiiità  delle  equazioni  binomio  di  grado  qua- 
lunque ò  stata  risoluta  come  segue. 

Affinchè  l'equazione  x**  — A  =  0,  in  cui  A  appartiene  ad  un  certo  campo  di 
razionalità  K,  aia  rlduttibile  nel  campo  K,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  ve- 
rifichi  uno   dei  seguenti  casi: 

1")  il  numero  A  è  la  potenza  h*"^  di  un  numero  del  campo  K,  essendo  h 
un  divisore  di  n  ; 

2*^)  il  grado  n  è  un  multiplo  di  4,  nel  mentre    che    —  A   è   t^   quadruplo 
della  quarta  potenza  di  un  numero  del  campo  K. 

Per  la  dimostrazione  di  ciò  si  vegga  la  memoria:  sulla  riduttibiiità  delle 
equazioni  algebriche  (Rend.  Acc.  Scienze  di  Napoli,  dicembre  1897). 

4.  Ad  illustrazione  di  ciò  si  consideri  V  identità  : 

a*  +  4  =  («2  +  2»  +  2)(a;*-  2aj  +  2) 

la  quale  ci  dice  che  x^  +  4  è  riduttibile  nel  campo  dei  numeri  commen- 
surabili malgrado  che  il  numero  —4  non  sia  il  quadrato  esatto  di  un  nu- 
mero reale  commensurabile. 


§  3.0  —  Forma  ridotta  delle  espressioni  radicati 
relative  ad  an  dato  campo  di  razionalità. 

1091.  Sia  C  un  certo  campo  di  razionalità  ad  elementi  co«<an<* 
e  sia  (C  ,  ao  ,  «1  ,  .  .  .  ,  a^)  il  campo  di  razionalità  variabile  che 
si  ottiene  dal  precedente  aggiungendovi  (art.  1080)  le  variabili  in- 
determinate «0  >  «1  ?  •  •  •  >  ««•  ^^*  P^^  -^  ^^'  espressione  radicale 
qualsivoglia  relativa  a  quest'ultimo  campo,  cioè  un'  espressione 
composta  cogli  clementi  di  questo  campo  sui  quali  si  sia  operato 
collo  quattro  operazioni  fondamentali  e  colla  estrazione  di  radice 
ad  indice  intero  e  positivo.  (Potremo  sempre  ritenere  che  gli  in- 
dici dei  radicali  siano  numeri  primi). 

Se  X  è  il  numero  dei  radicali  da  considerarsi  come  distinti  ^ar- 

p 

ticolo  954)  contenuti  nella  espressione  X,  e  T=VV  uno  qualun- 
que dei  radicali  esteriori,  si  può  sempre  scrivere  (art.  955)  X  sotto 
la  forma  : 

X  =  Vo  4-  VjT  +  VjT^  -f  .  .  .  Vp.iT'^^  (1) 

dove  le  V  ,  Vo  ,  Vj  ,  .  .  .  ,  Vp_i  sono  espressioni  radicali  relative 
allo  stesso  campo  (C  ,  ao  ,  aj  ,  .  .  .  ,  a,J,  le  quali  però  contengono 
nel  loro  insieme  soltanto  X  -  1  radicali,  cioè  gli  altri  X  —  1  radi- 
cali, Tj  ,  Tg  ,  .  .  .  ,  Tj^^i ,  diflFcrcnti  da  T  contenuti  nella  espres- 
sione X.  Ci  è  sempre  lecito  supporre  che  T  non  appartenga   al 
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campo  (C  ,  ao  ,  a,  ,  .  .  .  ,  «^  ;  T,  ,  T,  ,  .  .  . ,  T^.,),  poiché  altrimenti 
si  sarebbe  potuto  esprimere  T  per  mezzo  degli  elementi  di  questo 
campo  e  far  dipendere  X  dai  soli  X— 1  radicali  T^  ,  T,  ,  ...  ,  T^.j. 
Oltre  a  ciò  possiamo  anche  supporre  Vi=l.  Se  poniamo  infatti 
VjT  =  T',  la  (1)  si  scrive  : 

X  =  Vo  f  T'  +  (^,)t'*  +  (^;jT'»  +  . . .  +  {^^T""\ 

V        V 
dove  i  coefficienti  -^^  ,  :r=\ ,  ...  dipendono  solo  dai  radicali  Tj , 

T,  ,  .  .  .  ,  Tx^,  ,  nel  mentre  che  : 

p p p p p 

T'  =  Vv/.T=n/V/\/V=n/V/V=VW, 

dove  W=V/V  dipende  del  pari  dai  soli  radicali  Tj ,  T,  ,  ... ,  T^.,. 

1092.  Ciò  premesso,  sia  F(X)=0  l'equazione  algebrica,  con  coef- 
ficienti appartenenti  al  campo  di  razionalità  (C  ,  Oq  ,  a^  ,  ...  ,  o„) , 
che  ha  per  radice  tale  espressione  cosi  ridotta  : 


p /  p \«  /  p x**-! 


(2) 


equazione  che  potrà  tempre  costruirsi  col  metodo  dato  al  §  8o 
del  Gap.  XII.  Si  ha  così: 

F(Vo  +  T  -f  VjjT»  +  .  .  .  +  Vp.iT^i)  =  0.  (3) 

Considerando  questa  come  un'equazione  in  T,  vediamo  che  i  suoi 
coefficienti  appartengono  al  campo  di  razionalità  (C  ,  ao  ,  Oj ,...,  a„  ; 

Il  J  1-2  >  •  •  •  ?  -"-X-l)' 

Ma  r  equazione  : 

T"  -  V  =  0 

cui  soddisfa  il  radicale  T,  è  irreduttibile  in  questo  campo.  Infatti 
se  essa  fosse  riduttibile^  dovrebbe,  per  quanto  si  è  visto  al  §  pre- 
cedente, la  V  essere  la  potenza  ^;'"*  di  una  quantità  appartenente 
al  detto  campo  ed  allora  la  (4)  ci  permetterebbe  di  esprimere  il 
radicale  T  mediante  gli  altri  X— 1  radicali  ed  una  radice  primitiva 
dell'unità  di  indice  p.  L'espressione  di  X  si  potrebbe  allora  sem- 
plificare sostituendo  al  radicale  T  tale  radice  primitiva.  Ma  più 
semplicemente  possiamo  escludere  la  possibilità  che  ciò  accada 
ritenendo  che  nel  campo  di  razionalità  costante  C  siano  già  in- 
cluse le  radici  primitive  di  1,  di  indici  eguali  a  quelli  dei  vari 
radicali ,  avendo  già  ammesso  che  T  non  appartenga  al  campo 
(C  ,  no  y  a^  ,  .  .  .  ,  a„  ^  T^  ,  .  .  .  ,  T;^_i). 

Ciò  premesso,  poiché  l'equazione  irreduttibile  (4)  ha  in  comune 
colla  (3)  la  radico  T,  dovrà  avere  in  comune  con  essa  (art.  1084) 
anche  tutte  le  altre  sue  radici,  le  quali,  dette  w^  ,  lo^  ,  .  .  .  ,  Wp^, 
le  radici  primitive  di  1  di  indice  jp,  sono  espresse  da 

cOjT  ,  lOgT  ,  .  .  .  ,  Wp-i^. 
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Si  avrà  dunque  altresì  (per  i=  1  ,  2  ,  .  .  .  ,j[>  -  1)  : 

FcVo  +  co,T  +  co^^V^T^  +  . .  .  +  io^^'Vp^iT^')  =  0 

cioè,  dette  X,  ,  X^ ,  .  .  .  ,  X^^  certe  altre  jp  —  1  radici  di  F(X)=0, 
si  avrà  li  sistema  di  equazioni  : 


Xp.i=VohiOp.,T+Jp.iV,T2t...+tof:iV,T'^^ 


(5) 


Risolvendo  questo  sistema  di  equazioni  lineari  il  cui  determi- 
nante è  diverso  da  zero,  rispetto  alle  quantitfl  : 

si  vede  chiaramente  che  queste  quantità,  e  quindi  anche  le  quan- 
tità : 

T  ,  V  ,  Vo  ,  V,  ,  V3  ,  .  .  .  ,  Vp.,  (6) 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità  (w  ,  X ,  Xj ,  X^.^Xp^i) 
essendo  io  una  radice  primitiva  dì  1  di  indice  p,  giacché  tutte  le 
altro  radici  primitive  possono  esprimersi,  come  sappiamo,  quali 
potenze  di  una  di  esse. 

1093.  Fra  i  X-1  radicali  T^  ,  T*  ,  .  .  .  ,  Tj^.^  che  entrano  nella 
composizione  delle 

V  ,  Vq  ,  Vg  ,  V3  ,  .  .  .  ,  Vp_i ,  (7) 

ve  ne  è  evidentemente  almeno  uno,  che  sia  p.  es.  Tj ,  esteriore  in 
ognuna  di  queste  espressioni  ;  e  possiamo  sempre  ammettere  che 
esso  non  sia  esprimibile  razionalmente  coi  rimanenti,  cioè  che  non 
appartenga  al  campo  (0  ,  ao  ,  a^  ,...,«,»;  Tg  ,  T3  ,  ...  ,  Tj^_i). 

^ 

Se  T^=  \/W,  si  dimostrerà  in  modo  identico  a  quello  tenuto  so- 
pra che  una  qualunque  delle  (7),  p.  es.  V, ,  si  può  scrivere  sotto 
la  forma; 

V,  =  Wo  +  >/W-hWg(Jw)    +...+W,./Jw)     ,  (8) 

dove  le  W  ,  Wq  ,  Wg  ,  .  .  .  ,  W^.j  dipendono  ora  soltanto  dai  radi- 
cali Tg  ,  T3  ,  .  .  .  ,  T^.i  e  ciascuna  delle  quantità  : 

Ti  ,  W  ,  Wo  ,  Wg ,  .  .  .  ,  W,,,  (9) 

appartiene  al  campo  di  razionalità  (to' ,  V,  ,  V'^ ,  .  .  .)  essendo  co' 
una  radice  primitiva  di  1  di  indice  </  e  Vj ,  Y\  ,  .  .  .  radici  della 
equazione  algebrica  : 

*.(V0  =  0 

Càpklli.  —  IttUuzioni  di  analisi  algebrica^  8."  odiz.  81 
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cui  soddisfa  la  espressione  V,.  I  coefficienti  dell'  equazione  <ft,=0 
appartengono  naturalmente  al  campo  di  razionalità  (C  ;  oo  ^a^  ,.-,  a^) 
e  si  possono  costruire  facilmente   osservando   che   per   V  articolo 

precedente  V,  è  una  funzione  razionale  delle  X  ,  X,  Xj  , La 

teoria  della  trasformazione  razionale  delle  equazioni  ci  darà  quindi 
(art.  1070)  Tequazione  trasformata  <!>,•  -  0  di  cui  V,-  è  una  radice  e 
di  cui  le  altre  radici  V,  ,  V",-  ,  .  .  .  saranno  funzioni  razionali,  si- 
mili alla  precedente,  delle  radici  X  ,  Xj  ,  .  .  di  F(X)  =  0,  cioè  ap- 
parterranno come  V^  al  campo  di  razionalità  (w  ,  X  ,  X,  ,...,  X^.J 
definito  da  co  e  da  tutte  le  radici  dell'equazione  F(X)=0  che  sup- 
porremo di  grado  n.  Concludiamo  dunque  che  ognuna  delle  quan- 
tità (9)  appartiene  al  campo  di  razionalità  (co  ,  io'  ;  X  ,  X,  ,...,  X,^^). 

1094.  Si  procederà  ora  allo  stesso  modo  scegliendo  fra  i  radi- 
cali Tj  ,  T3  ,  .  .  .  ,  Tj^_,  da  cui  dipendono  le  W,  uno,  p.  es.  T^  ,  che 
sia  esteriore  in  tutte  le  W  e  non  si  possa  esprimere  razionalmente 

coi  rimanenti  T3  ,  T4  ,  .  .  .  ,  Tj^.i-  Se  T^  =  n/H,  si  dimostrerà  come 
sopra  che  una  qualunque  delle  W  si  può  porre   sotto    la   forma: 

Ho  +  v/H  +  H,(  Jh)   +  .  .  .  +  H,_X  Vh)  (IO) 

dove  ora  le  H  dipendono  solo  dai  X— 3  radicali  T3  ,  T^  ,...,  Tj^^j, 
nel  mentre  che  le  quantità  : 

-i-2  >  -"^  >  ■'-'^0  y  ""2  >  •  •  •  ?  -"^s-i 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità:  (oi,to',io";Xo,Xj  ,..,X„_i), 
detta  to"  una  radice  primitiva,  di  indice  s,  dell'unità. 

Così  continuando  e  sostituendo  per  ultimo  nella  espressione  (2) 
di  X  in  luogo  delle  V  le  loro  espressioni,  date  dalle  (8),  per  mezzo 
delle  W;  quindi  in  luogo  delle  W  le  loro  espressioni  sotto  la  for- 
ma (10)  e  così  via,  si  giungerà  evidentemente  ad  una  espressione, 
che  chiameremo  ridotta,  di  X,  per  la  quale  si  verificherà  che  tutti 
i  radicali  in  essa  contenuti  apparterranno  al  campo  di  razionalità 
(to  ,  to'  ,  w"  ,  .  .  .  ;  Xq  ,  X^  ,  .  .  .  ,  X,j_j),  essendo  io  ,  io' ,  .  .  .  radici 
primitive  di  1  di  indici  eguali  a  quelli  dei  radicali  medesimi.  Si 
potrà  anche  dire,  più  semplicemente,  che  essi  appartengono  al 
campo  (tì  ;  Xo  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  X^^.J,  essendo  Q  una  radice  primitiva 
di  1  di  indice  uguale  al  prodotto  degli  indici  distinti  che  si  pre- 
sentano nei  radicali.  Infatti  (art.  830  e  Note)  le  io  ,  io'  ,  ...  si  pos- 
sono esprimere  sempre  come  potenze  di  Q,  e  reciprocamente  si 
può  prendere  Q  =  loio'io"  .... 

1095.  Per  maggior  chiarezza  riassumeremo  quanto  si  è  dimo- 
strato nel  seguente  teorema,  dovuto  ad  Abel  : 

Se  Xo  è  una  espressione  radicale  relativa  ad  un  dato  campo  di 
razionalità,  costante  0  variabile,  ed  F(X)  —  0  è  V  equazione  alge- 
brica con  coefficienti  appartenenti  al  detto  campo,  cui  soddisfa  la 
espressione  Xq  ,  si  può  sempre,  senza  introdurre  alcun  nuovo  ra- 
dicale, dare  ad  Xq  una  forma  ridotta  per  la  quale  si  verifichi  che 
tutti  i  radicali  in  essa  contenuti  appartengano  al  campo  di  razio- 
nalità (i2  ;  Xq  ,  Xi  ,  .  .  .  ,  X^j.i),  essendo  Xq  ,  X^  ,  .  .  .  ,  X^_i  le  ra- 
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dici  delV equazione  F(X)  =  0,  erf  ù  una  radice  primitiva  di  l  «7  cui 
indice  è  il  prodotto  dei  numeri  jyrimi  distinti  che  ai  presentano 
come  indici  dei  radicali, 

È  appena  necessario  di  aggiungere  che  l'equazione  F(X)  =  0  si 
può  sempre  ritenere  come  irroduttìbile  nel  campo  di  razionalità 
cui  si  riferiva  Tespressione  radicale  Xq. 


§  4.0  —  Sulla  necessità  della  presenza  dei  radicali  quadra- 
tici e  cubici  nelle  formole  di  risoluzione  generale  delle 
equazioni  algebriche. 


1096.  Supponiamo,  in  quanto  ciò  sia  possibile,  che  l'equazione 
generale  di  grado  n  : 

ce'*  -h  a^x*^~^  +  «2^'*~-  +  .  .  .  +  a,^_^x  +  a„  =  0  (1) 

sia  risolubile  per  radicali,  cioè  che  essa  sia  soddisfatta  da  una 
espressione  radicorazìonale  nelle  n  variabili  indipendenti  a^  , 
ag ,  .  .  .  ,  a^  la  quale  possa  inoltre  contenere  anche  dei  numeri  co- 
stanti appartenenti  ad  un  certo  campo  di  razionalità  costante  C. 

Detta  Xq  una  cosiffatta  espressione,  sarà  dunque  Xq  un'espressione 
radicale  relativa  al  campo  di  razionalità  variabile  (C  ,  a^ ,  a^ ,...,  a^J. 

Cominceremo  dal  dimostrare  che,  se  w>l,  la  espressione  Xq  deve 
contenere  effettivamente  almeno  un  segno  radicale. 

Invero,  ove  ciò  non  fosse,  è  chiaro  che  Xq  apparterrebbe  al 
campo  di  razionalità  (C  ,  a^  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a,J,  cosicchò  Tequazione  (1) 
avrebbe  una  radice  in  comune  con  Tequazione  di  1^  grado  in  x: 

5C  -  Xo  =  0. 

L'equazione  (1)  sarebbe  dunque  (art.  1082)  riduttibile  rispetto  al 
campo  (C  ,  a^  ,  «2  ,  .  .  .  ,  a^J ,  il  che  è  in  contraddizione  con  un 
altro  teorema  già  dimostrato  (art.  1089). 

p 

1097.  Ciò  premesso,  sia  VU  uno  di  quei  radicali  contenuti  nel- 
l'espressione Xq  che  si  presentano  per  primi  quando  si  passi  alla 
calcolazione  effettiva  dei  successivi  radicali,  cioè  uno  di  quei  ra- 
dicali che  non  racchiudono  nel  loro  interao  alcun  altro  segno  ra- 
dicale. Questi  radicali  noi  li  chiameremo  d'ora  innanzi  per  brevità 

p 

di  linguaggio  radicali  semplici.  Poiché  \/U  è  un  radicale  sempli- 
ce, dovrà  U  appartenere  al  campo  (C  ,  a^  ,  a^  ,  . .  .  ,  a„)  e  quindi, 
in  virtù  delle  note  espressioni  dei  coefficienti  di  un'equazione  per 
mezzo  delle  sue  radici  (art.  916),  si  potrà  scrivere  : 

U  =  AXo  ,  Xi , .  . .  ,  X„_,),  (2) 

rappresentando  f  una  funzione  simmetrica  a  coefficienti  numerici 
delie  radici  Xq  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  X„  della  (1). 

Ma,  per  quanto  si  è  visto  al  §  prec.  (art.  1095),  potendosi  rite- 
nere che  r  espressione  Xq  sia  già  stata  posta  sotto   la  forma  ri- 
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dotta,  si  ha  anche  : 

p 

VU  =  9(Xq  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  X„_i) ,  (3) 

dove  <p  è  simbolo  di  funzione  razionale.  Si  ha  dunque  confron- 
tando con  (2)  : 

A-^o  >  Xj ,  Xg , . . .)  =  [9(^0  >  ^1  >  ^2  ?  '  •  •)] 

e  scambiando  in  questa  identità  Xo  con  Xj  ed  osservando  che  il 
primo  membro  non  è  alterato  da  tale  scambio,  essendo  f  funzione 
simmetrica,  si  deduce  che  : 

[9(^0  »  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .)Y  =  [<p(Xi  ,  Xq  ,  Xg  ,  .  .  .)]''• 

Estraendo  dai  due  membri  le  radici  ^*"*  si  vede  (art.  824)  che 
dev'essere  necessariamente  : 

9(Xo  ,  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .)  =  a-  cp(Xi  ,  Xq  ,  Xg  ,  .  .  .)^  (4) 

essendo  a  una  delle  radici  p"^  di  1.  Ma  se  ora  nella  identità  (4) 
eseguiamo  nuovamente  lo  scambio  fra  Xq  ed  X^ ,  viene  : 

c(Xi  ,  Xq  ,  Xg  ,...)  =  a  •  9(Xq  ,  Xj  ,  Xg ,  .  •  .) 

e  dal  confronto  di  questa  identità  colla  (4)  segue  evidentemente: 

Ma,  essendo  p  un  numero  primo,  le  radici  2'*"*^  di  1,  fatta  ecce- 
zione da  quella  che  ha  per  valore  1,  sono  tutte  primitive  (art.  831) 
e  non  possono  quindi  essere  anche  radici  di  1  di  indice  inferiore 
a  p.  Si  deve  dunque  avere  necessariamente  p  =  2,  ovvero  a  =  1. 
Se  dunque  fosse  p  >  2,  si  avrebbe  sempre  a  =  1,  e  si  vede  dalla 
identià  (4)  che  la  funzione  c(Xq  ,  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .)  resterebbe  inalte- 
rata per  lo  scambio  di  due  radici  qualunque  ,    cioè   sarebbe   una 

funzione  simmetrica  delle  Xq  ,  X,  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  X^^.p  Ora  ciò  non  può 

p 

essere,  poiché  altrimenti  \/U  apparterrebbe  evidentemente  ,  in 
virtù  di  (3),  al  campo  di  razionalità  (C  ,  a,  ,  ag  ,  .  .  .  ,  a^J  e  non 
potrebbe  quindi  presentarsi  nella  espressione  già  ridotta  di  X^. 
Concludiamo  dunque  che  p  =  2,  cioè  : 

Tutti  i  radicali  semplici  che  fanno  parte  della  espressione  ri- 
dotta di  qualsiasi  forinola  rappresentante  una  risoluzione  per  ra- 
dicali di  qualsiasi  equazione  generale  algebrica,  di  grado  superiore 
al  ijrimoj  sono  necessariamente  radicali  quadratici, 

1098.  Se  ^(Xy  ,  Xi  ,  Xg  ,  .  .  .)  è  l'espressione  di  un  radicale  sem- 
plice per  mezzo  delle  n  radici  di  (1),  scambiando  fra  loro  due  ra- 
dici qualunque,  p.  es.  Xq  ed  Xj ,  si  avrà  : 

9(^0    >    ^1     >    Xg    ,..,)   =   —   Cp(Xj    ,    Xq    ,    Xg   ,    .    .    .), 

giacché,  per  quanto  si  è  visto  all'art,  prec,  deve  essere  nella  (4) 
«  =  -1   (*). 


f*)  La  funzione  ^pi^Xp  ,  Xj  ,  X^  ,  .  .  .),  non  potendo  essere  simmetrica,  poi- 
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Ciò  posto,  se  Tespressione  ridotta  X^  che  risolve  la  (1),  conte- 
nesse soltanto  radicali  semplici,  esprimendo  ognuno  di  questi  per 
mezzo  delle  X^  , .  .  .  ,  X„_i  ed  osservando  che  ognuna  di  ftali  e- 
spressioni  resterebbe  inalterata  eseguendo  successivamente  in  essa 
due  trasposizioni  fra  le  radici  (giacché  una  sola  trasposizione  fa 
cambiare  il  segno),  se  ne  dedurrebbe  per  Xq  un'  espressione  in 
funzione  delle  Xq  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  X„_i  che  resterebbe  inalterata  da  due 
trasposizioni  qualisivogliano  fra  le  radici.  Ora  ciò  è  assurdo  se 
n  >  2,  poiché  la  sostituzione  circolare  (X^^XjX^),  equivalente  alle 
due  trasposizioni  (XqXj)  ed  (X.iXg),  lascierebbe  inalterata  tale  e- 
spressione  nel  mentre  che  essa  sostituzione  cambia  evidentemente 
Xq  in  Xj. 

La  formola  di  risoluzione  generale  per  radicali  di  un'equazione 
di  grado  superiore  al  secondo  deve  dunque  contenere  necessaria- 
mente un  radicale  multiplo;  cioè  almeno  un  segno  radicale  sotto- 
posto ad  altro  segno  radicale. 

p 

1099.  Sia  ora  \/W  un  radicale  multiplo  contenuto  neir  espres- 
sione ridotta  di  Xq  e  precisamente  un  radicale  doppio.  Ammette- 
remo cioè,  come  è  sempre  lecito,  che  V  espressione  W  contenga 
soltanto  dei  radicali  semplici,  e  quindi  quadratici  ;  onde  sarà  per 
l'articolo  prec.  : 

W  -  9(Xo  ,  X,  ,  X,  ,  .  .  .),  (5) 

essendo  9  una  funzione  razionale  che  resta  inalterata  per  ogni  so- 
stituzione circolare  (X,- ,  Xj  ,X^)  fra  tre  qualunque  delle X^ ,  H^  ,X,,... 
Per  quanto  si  è  dimostrato  al  §  prec.  (art.  1095),  si  deve  anche 
avere  : 

v'W  =  ^(Xo,Xi,X2,...),  (6) 

essendo  anche  ^  una  funzione  razionale,  e  quindi  : 

[^^(Xo  >  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .)!''  =  (p(Xo  ,  Xi  ,  X,  ,  .  . .). 

Eseguendo  in  questa  eguaglianza,  che  è  un'identità  fra  le  varia- 
bili indipendenti  Xq  ,  Xj  ,...,  la  sostituzione  circolare  (Xq  ,  X^ ,  X^), 
se  ne  deduce  : 

['K^l    »    Xj    ,   Xq    ,   X3   ,    .    .    .)Y  =  9(^1    ,   Xj   ,    Xjj  ,    X3   ,    ,    .    .). 

Ma  per  la  proprietà  già  notata  della  funzione  (6)  si  ha: 
9(Xj  ,  Xg  ,  Xq  ,  X3  ,  .  .  .)  =  9(^0  >  Xj  ,  Xg  ,  X3  ,  .  .  .). 


ohò  altrimenti  \/Ù  non  dovrebbe  figurare  nell'espressione  già  ridotta  di 
Xq  ,  e  non  potendo  prendere  che  due  soli  valori,  fra  loro  uguali  ma  di 
segno  opposto,  deve  restare  inalterata  per  tutte  quelle  sostituzioni  fra  le 
Xq  ,  X^  ,  Xy  .  .  .  che  equivalgono  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni,  e 
cambiare  di  segno  per  tutte  le  altre;  e  quindi,  in  particolare,  deve  cam- 
biare di  segno  per  ogni  trasposizione  fra  due  delle  Xq  ,  Xj  ,  X,  .  .  .  (cfr. 
art.  588). 
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Si  vede  dunque  che  : 

[^{K,  ,  X,  ,Xo  ,  X3  ,  .  .  or  =  [*(Xo  ,  X,  ,  X,  ,  X3  ,  .  .  .)y, 
onde,  detta  p  una  radice  9"*"  di  1  : 

K^i  )  X2 ,  Xo  ,  X3  , .  .  .)  ^  ^'^(^0  >  Xi  ,  X^ ,  Xj  ,  .  .  .)•       ^8) 

Eseguendo  ancora  due  volte  su  questa  identità  la  stessa  sosti- 
tuzione circolare  (Xq  ,  X^  ,  Xg),  se  ne  deducono  le  seguenti  : 

^(Xg  ,  Xq  ,  Xj  ,  Xjj  ,  . .  .)  =  P'^'C-^i  >  ^  ;  ^0  >  ^8  >  •  •  •) 

che  moltiplicate  membro  a  membro  fra  di  loro  e  colla  precedente 
ci  danno  evidentemente  : 

f»  =  l. 

Il  numero  p  dovrebbe  dunque  essere  contemporaneamente  ra- 
dice g*"^  e  radice  terza  dell'  unità,  il  che,  essendo  q  un  numero 
primo,  è  possibile  soltanto  quando  si  abbia  <?  =  3,  ovvero  fi  =  1. 
Se  g  =  3,  vediamo  cosi  che  Tespressione  ridotta  Xq  conterrà  ne- 
cessariamente almeno  un  radicale  cubico  sovrapposto  a  radicali 
quadratici  semplici. 

Se  5  è  diverso  da  3,  si  avrà  invece  3  =  1  e  la  (8)  diverrà  : 

E  poiché  nulla  ci  avrebbe  impedito  di  eseguire  invece  della  so- 
stituzione circolare  (XqXjXj)  un'  altra  sostituzione  circolare  qua- 
lunque (XiXjXf^)  fra  le  Xq  ,  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  si  avrà  generalmente  : 

y(—  >  ^t  y  ••'  '  ^j  7  •••  y  ^h  f  •••)  ~  tG"  )  ^j  y  •••  )  ^h  y  •••  y  ^i  y    ")y 

cioè  la  funzione  ^  resterà  inalterata  per  qualsivoglia  sostituzione 
circolare  (X,- ,  X^  ,  X^). 

1100.  Se  71  >  2,  l'espressione  ridotta  Xq  non  potrebbe  però  con- 
tenere, oltre  i  radicali  semplici,  soltanto  radicali  doppi  che  go- 
dano di  quest'ultima  proprietà,  cioè  di  essere  esprimibili  mediante 
una  funzione  razionale  cj/(Xq  ,  X^  ,  Xg  ,  .  .  .)  inalterabile  da  tutte  le 
sostituzioni  circolari  (X,  ,  Xj  ,  X/J,  precisamente  per  lo  stesso  mo- 
tivo addotto  all'art.  1098,  poiché  allora  la  Xq  si  esprimerebbe  evi- 
dentemente mediante  una  funzione  razionale  ^(Xq  ,  Xj  ,  X^  ,  .  . .) 
dotata  di  tale  proprietà.  Se  dunque  tutti  i  radicali  doppi  si  trovas- 
sero nel  caso  ora  considerato,  1'  espressione  ridotta  Xq  dovrebbe 

9' 

contenere  almeno  un  radicale  triplo  VW  sul  quale  si  ripeterebbe 
lo  stesso  ragionamento  dell'articolo  precedente,  giacché  W  sarebbe 
esprimibile  mediante  una  funzione  razionale  inalterabile  dalle  so- 
stituzioni circolari  (X,  ,  X^  ,  X^^)  proprio  come  la  (6).  Si  avrà  dun- 
que almeno  per  un  radicale  triplo  ^'  =  3,  a  meno  che  tutti  i  ra- 
dicali tripli  fossero  esprimibili  con  funzioni  razionali  delle  Xq  ; 
Xj  ,  Xg  .  .  .  inalterabili  dalle  (X,  ,  X; ,  X;^)  nel  qual  caso  dovrà  esi- 
stere almeno  un  radicale  quadruplo,  su    cui    si    ragionerebbe  di 
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nuovo  allo  stesso  modo.  Così  procedendo  si  giungerà  evidente- 
mente ad  un  radicale  di  indice  precisamente  uguale  a  3.  Conclu- 
diamo dunque  che  :  ogni  formala  di  risoluzione  per  radicali  di 
un'equazione  generale  di  grado  superiore  al  2°  deve  contenere  ne- 
cessariamente almeno  un  radicale  cubico. 

Infatti,  se  una  siffatta  formola  non  contenesse  alcun  radicale 
cubico,  è  chiaro  che  non  ne  potrebbe  contenere  neanche  la  sua 
forma  ridotta  contrariamente  a  quanto  si  è  trovato. 

ITote. 

1.  Sia  ancora  : 

oc'*  +  a^x^"^  +  .  .  .  +  a^.jcc  +  a„  =  0 

V  equazione  generale  dì  grado  n  >  2,  colla  sola  restrizione  che  le  sue  ra- 
dici Xq  ,  X|  f  .  .  .  ,  X,^_|  siano  tatte  reali  ;  o  supponiamo,  se  è  possibile, 
cho  essa  sia  risoluta  da  un^espressione  radicale  tale  che  ciascuno  dei  ra- 
dicali in  essa  contenuti  possa  avere  un  significato  reale. 

Ove  quost^espressione  non  fosse  già  ridotta^  la  si  ridurrà  nel  modo  spie- 
gato al  §  8°,  con  che  si  sarà  sostituita  ad  essa  un^altra  espressione  radi- 
cale cho  godrà  delle  stesse  proprietà,  poiché  la  riduzione  da  noi  indicata 
non  fa  che  eliminare  certi  radicali  senza  mai  introdurne  dei  nuovi. 

Secondo  quanto  si  ò  concluso  alPart.  1100,  Tespressione  cosi  ridotta  do- 
vrà contenere  almeno  un  radicale  cubico  : 


per  il  quale  la  quantità  sotto  il  segno  radicale  si  possa  esprimere  come 
una  funzione  razionale  9(Xo  ,  X^  ,  X,  ,  .  .  .)  che  resta  inalterata  per  qual- 
siasi sostituzione  circolare  (X,XjX;j)  fra  le  variabili  reali  X^  ,  Xj  ,  X^  ; 
nel  mentre  che  il  radicalo  stesso  si  può  esprimere  come  una  cert'altra  fun- 
zione razionale  /(X^,  ,  X,  ,  .  .  .)  dello  stesse  Xq  ,  Xj  ,  .  .  .  che  è  alterata  al- 
meno da  qualcuna  delle  (X,X^X/,). 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  ciò  è  incompatibile  coiripotesi  da  noi 
fatta  che  la  funzione  <p(  Xq  ,  Xj  ,  .  .  .  )  abbia  valore  reale  per  tutti  i  va- 
lori reali  delle  variabili  Xq  ,  X^ ,...  :  o,  più  generalmente,  che:  se  ^(Xo  ,  Xj ,...) 
è  una  funzione  razionale  a  coefficienti  reali  delle  variabili  Xq  ,  Xj  ,  .  .  .  che 
resta  inalterata  per  le  sostituzioni  circolari  (X^XyX^),  non  può  esistere  una 
funzione  razionale  Ì{Xq  ,  X,  ,  .  .  .)  delle  stesse  vai'iabili,  che  sia  alterata  al- 
meno da  qualcuna  delle  (XiXjX;^),  per  la  quale  si  abbia  identicamente: 

9(Xo  ,  Xj  ,  .  .  .)  =  [f(Xo  ,  Xj  ,  .  .  .)]^ 

Sia  infatti,  so  è  possibile  : 

f{Xo  ,  Xj  ,  .  .  .)  =  ^KX„  ,  Xi  ,  .  .  .)  -1-  i-yX^o  7  Xi  ,  .  .  .) 

una  siffatta  funzione  decomposta  nella  sua  parte  reale  e  nella  sua  parte 
imaginaria.  Poiché  : 

9  =  (<j.  +  iyf  =  (<!,'  -  3W)  +  m*X  -  X')  » 
dovrà  essere  identicamente  : 

?  =  Kr  -  3x*)    .    xm*  -  X*) = 0, 

cosicché  si  avrà  anche  necessariamente  : 

cp  =  ^3 ,    oppure  :    9  =  —  S^\ 
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In  entrambi  i  casi,  indicando  con  S  una  di  quelle  sostitnsioni    (K^XjK|^) 
che  alterano  4»,  si  dedurrà  di  qui  (poiché  S  non  aitera  9)  : 

d'onde,  poiché  S'Jf  non  può  coincidere  con  ò  : 


H-h'^>- 


SO 

risultato  assurdo,  poiché  S'|  ha,  al  pari  di  ^,  valore  reale. 

2.  Dopo  quanto  si  é  ora  dimostrato,  si  trova  stabilita  in  modo  assolu- 
tamente rigoroso  Timpossibilità  di  togliere,  per  via  algebrica,  il  caao  irre- 
ducibile, che  si  presenta,  come  si  ò  notato  (art.  1055),  nella  risoluzione  gene- 
rale dell'equazione  del  terzo  grado,  quando  le  sue  radici  sono  tutte  reali. 
Si  veggano  a  questo  proposito  i  lavori  seguenti  : 

F.  Mollame— Sul  casus  irrkducibilis  deWeqnazione  cubica  (Rendiconto  del- 
l'Accademia delle  Scienze  di  Napoli,  giugno  1890). 

A.  Capelli  —  Relazione  sulla  Nola  del  prof.  V.  Mollame.  (Ibid.). 

O.  Haider—  Ueber  den  Casus  irreducibilis  bei  der  Geichung  dritten  Grades. 
(Math.  Annalen,  XXXVIII,  1891). 

A.  Kneser— Bevierkungen  uber  den  sogenannlen  casus  irreducibilis  bei  cubi- 
schen  Gleichungen.  (Math.  Annalen,  XLl,  L892). 

L.  Gegenhauer  —  Zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  (Monatshefte 
far  Math.  und  Physik,  1893). 

I  lavori  qui  citati  di  Mollame  e  di  Capelli  (il  quale  ha  rettificato  e  com- 
pletato in  un  punto  essenziale  la  dimostrazione  di  Mollame)  sono  già  suf- 
ficienti a  stabilire,  in  modo  del  tutto  soddisfacente,  l'impossibilità  di  evi- 
tare il  caso  irreducibile.  La  dimostrazione  ò  sostanzialmente  quella  data 
nella  precedente  Nota. 

8.  Si  dimostri  che  nella  forma  ridotta  di  qualsiasi  espressione  radicale, 
rappresentante  una  risoluzione  per  radicali  di  un'equazione  algebrica  ge- 
nerale, il  primo  segno  radicale  sovrapposto  ad  un  radicalo  quadratico  sem- 
plice è  necessariamento  cubico. 

§  5.<>  —  Impossibilità  di  trisecare  un  angiolo  qualanqao 
col  solo  uso  della  riga  o  del  compasso. 


1101.  Sia  AOB  un  angolo  arbitrario  dato.  Supponiamo,  se  è  pos- 
sibile, che  si  possa  costruire  un  angolo 
-•  uguale  alla  sua  terza  parte  mediante  un 

,  \  •j  numero  Unito  di  operazioni  geometriche 

*  delle  seguenti  tre  specie  : 

1°)  tirare  la  retta  che  congìunge 
due  punti  già  ben  determinati ,  ovvero 
due  punti  presi  ad  arbitrio^  ovvero  un 
punto  già  ben  determinato  ed  un  altro 
punto  assunto  ad  arbitrio  ; 

20)  descrivere  il  cerchio  che  ha  per 
centro  un  punto  qualunque  (già  ben  de- 
terminato o  scelto  ad  arbitrio)  e  per  raggio  un  raggio  qualunque 
(uguale  ad  un  segmento   già   costruito  ,   ovvero   un   raggio   arbi- 
trario) ; 

30)  segnare  i  punti  di  intersezione  di  rette  e  di  cerchi  già  co- 
struiti ;  ovvero  assumere  dei  punti  ad  arbitrio. 


—  649  — 

1102.  Imaginiamo  di  interpretare  qaesta  costruzione  geometrica 
mediante  i  noti  principii  delia  geometria  analitica  del  piano,  as- 
sumendo il  punto  0  come  origine  delle  coordinate,  la  retta  OA 
come  asse  delle  x,  la  retta  OA'  perpendicolai'e  ad  OA  come  asse 
delle  y  ed  un  segmento  fissato  a  piacere,  p.  es.  il  segmento  OA, 
come  unità  di  misura. 

Il  numero  dei  punti  che  figurano  nella  costruzione  dovendo  es- 
sere finito,  a  maggior  ragione  dovrà  essere  finito  il  numero  dei 
punti  che  durante  la  costruzione  si  assumono  ad  arbitrio.  Per  que- 
sti ultimi,  essendo  le  loro  ascisse  e  ordinate  affatto  arbitrarie,  ci 
è  lecito  evidentemente  di  ritenere  che  le  loro  ascisse  ed  ordinate 
siano  espresse  da  numeri  razionali  (o  in  altri  termini  che  le  loro 
distanze  dai  due  assi  OA  ed  OA'  siano  commensurabili  col  seg- 
mento OA  scelto  come  unità  di  misura).  Lo  stesso  dicasi  dei  raggi 
di  cerchi  che  si  dovessero  prendere  ad  arbitrio:  supporremo  sem- 
pre che  si  scelgano,  per  siffatti  raggi,  dei  segmenti  misurati  da 
numeri  razionali. 

Potrebbe  però  anche  darsi  il  caso  che  alcuni  dei  detti  punti 
non  si  potessero  scegliere  del  tutto  ad  arbitrio,  ma  bensì  che  si 
potessero  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  delle  rette  o  uno  dei 
cerchi  già  costruiti.  In  tal  caso,  se  P  sia  il  punto  da  prendersi 
ad  arbitrio  sopra  una  certa  linea  e  P'  sia  il  piede  della  perpen- 
dicolare abbassata  da  P  sulTasse  delle  ce,  noi  potremo  prendere 
ad  arbitrio  il  punto  P'  sull'asse  delle  x,  dopodiché  il  punto  P  re- 
sterà determinato  elevando  da  P'  la  perpendicolare  all'asse  delle  x 
e  trovandone  rincontro  con  la  data  linea,  cioè  mediante  un'ope- 
razione geometrica  che  si  può  ricondurre ,  come  è  ben  noto ,  a 
quelle  definite  all'art,  precedente.  Ci  ò  dunque  lecito  di  ritenere 
che  per  quei  punti  che  non  si  possono  prendere  del  tutto  ad  ar- 
bitrio, ma  soltanto  si  possono  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  linea 
data,  questa  linea  sia  precisamente  l'asse  delle  x,  £  per  conse- 
guenza potremo  ritenere  che  anche  questi  punti  abbiano  coordinate 
razionali;  giacché  la  loro  ordinata  avrà  il  valore  zero  e  per  l'ascis- 
sa, che  è  arbitraria^  si  potrà  sempre  assumere  un  numero  razionale. 

1 103.  Ciò  premesso,  sia  9  la  misura  dell'angolo  dato  (cioè  il  nu- 
mero che  misura  la  lunghezza  dell'arco  AB  della  figura  prendendo 
per  unità  di  misura  il  segmento  OA).  La  figura  data,  che  forma 
il  punto  di  partenza  della  costruzione  geometrica ,  si  compone 
della  retta  OA  la  cui  equazione  ò:  a?  =  0,  della  retta  OB  la  cui 
equazione  è  : 

y  =  x.tg?  (1) 

e  del  punto  0  le  cui  coordinate  sono  razionali  (a;  =  0  ,  y  =  0).  Pos- 
siamo aggiungere  il  punto  A  le  cui  coordinate  sono  pure  razio- 
nali («=  1  ,  y  =  0)  ed  il  punto  B  le  cui  coordinate  sono  : 

1 

X  =  cos?  = 


Vi  +  tg»? 

(2) 


y  =  sm9  =  —rziZ 


Vi  +  tg^9 
Capklli.  —  Istituzioni  di  analiii  algebrica,  3.**    cdiz .  82 
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Qaeste  coordinate  non  sono,  generalmente  parlando,  numeri  ra- 
zionali, ma  si  ottengono,  come  si  vede  dalle  (2),  operando  su  nu- 
meri razionali  e  sul  numero  fisso  tg?  colle  quattro  operazioni  fon- 
damentali e  colla  estrazione  di  radice  quadrata. 

Ciò  posto  noi  incomincieremo  dal  dimostrare  che  le  coordinate 
di  uno  qualunque  dei  punti  determinati  mediante  la  costruzione 
geometrica  presupposta  all'art.  1101  sono  numeri  di  questa  stessa 
specie,  0,  come  diremo  per  brevità  di  linguaggio,  numeri  euclidei. 
Designeremo^  cioè,  col  nome  di  numeri  euclidei  {rispetto  al  nu- 
mero fisso  dato  tgo)  tutti  quei  numeri  che  si  possono  ottenere  ope- 
rando sui  numeri  razionali  e  su  tg9  colle  quattro  operazioni  ra- 
zionali e  coiroperazione  di  estrazione  di  radice  quadrata  (la  quale 
potrà  anche  ripetersi  un  numero  qualunque  di  volte,  purché  finito). 
Al  tempo  stesso  noi  dimostreremo  che,  se 

ax  -\-hy  +  e  =^0  (^^) 

è  l'equazione  di  una  qualunque  delle  rette  ed 

a*  +  2/^  +  aa;  +  py  +  Y  =  0  (4) 

l'equazione  di  uno  qualunque  dei  cerchi  descritti  nella  detta  co- 
struzione geometrica,  tutti  i  coefficienti  a,  h,  e,  a,  f,  y  sono  del 
pari  numeri  euclidei  della  stessa  specie  sopra  definita. 

1104.  Invero  la  presupposta  costruzione  geometrica  sì  compone 
di  un  numero  finito  di  operazioni  geometriche  che  appartengono 
airuno  od  all'altro  dei  tre  tipi  caratterizzati  all'art.  1101.  Potremo 
dunque  ammettere  come  ^ià  dimostrato  che  le  prime  k  operazioni 
geometriche  abbiano  condotto  alla  costruzione  di  punti,  rette  e 
cerchi  le  cui  coordinate,  od  i  coefficienti  delle  cui  equazioni,  siano 
tutti  numeri  euclidei;  e  basterà  dimostrare  che  la  (fc -f  l)ma  ope- 
razione geometrica  determinerà  un  nuovo  punto,  ovvero  una  nuova 
retta  od  un  nuovo  cerchio  con  coordinate,  o  coefficienti,  del  pari 
euclidei.  Con  ciò  resterà  evidentemente  dimostrato  l'asserto,  poiché 
la  figura  che  forma  il  punto  di  partenza  della  costruzione,  si  com- 
pone appunto,  come  si  ò  notato  all'art,  precedente,  di  rette  e  punti 
con  coefficienti  euclidei. 

Si  tratta  dunque  di  dimostrare  in  corrispondenza  alle  tre  ope- 
razioni geometriche  designate  all'art.  1101  : 

lo)  che  la  retta  congiungente  due  punti  (a  ,  h)  ed  (a'  ,  ò')  le 
cui  coordinate  a  ,  6  ,  a' ,  6' ,  sono  numeri  euclidei,  ha  per  coeffi- 
cienti dei  numeri  euclidei.  Ed  infatti  l'equazione  di  questa  retta  è 

(6  -  h^)x  -f  (a'  -  a)y  +  (ab'  -  a'6)  =  0  ; 

2o)  che,  se  la  (fc  4-  1)™*  operazione  consiste  nella  descrizione 
di  un  cerchio,  i  coefficienti  dell'equazione  di  tale  cerchio  saranno 
numeri  euclidei.  Infatti,  poiché  il  centro  del  cerchio  è  un  punto 
già  precedentemente  costruito  (od  assunto  ad  arbitrio),  le  sue  coor- 
dinate (a  ,  h)  sono  per  supposto  numeri  razionali  od  euclidei.  Quanto 
al  raggio  del  cerchio,  se  esso  non  è  arbitrario,  sarà  un  segmento 
già  costruito,  cioè  la  distanza  fra  due  punti  (a' ,  6')  ed    (a"  ,  6") 

già  costruiti.  Tale  distanza,  essendo  data  da  V(a'-a")--f  (6'— ò")*, 
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sarà  evidentemente  un  numero  euclideo,  giacché  lo  sono  per  ipo- 
tesi i  numeri  a',  a'\  V,  b". 

Ciò  posto,  il  cerchio  avrà  per  equazione  : 

{x  -  ay  -H  (y  -  by  =  (a'  -  a"j^  +  (?>'  ~  6'T 

ed  1  coefficienti  di  questa  equazione   saranno   evidentemente   nu- 
meri euclidei. 

30)  che  i  punti  di  intersezione  di  due  linee  (rette  o   cerchi), 
le  cui  equazioni  hanno  per  coefficienti  dei  numeri  euclidei,  hanno 
per  coordinate  dei  numeri  euclidei. 
Invero  nel  caso  di  due  rette  : 

ax  -h  %  +  e  =  0     ,     a'x  +  b'y  i-  e'  =  0  y 

le  coordinate  del  punto  d' intersezione  sono  : 

b&^cb'  ca'—ac* 

Nel  caso  di  una  retta  : 

aac  -f  6y  +  e  =  0 
e  di  un  cerchio  : 

sostituendo  nella  seconda  equazione  il  valore  di  y  ricavato  dalla 
prima  si  ha  per  determinare  x  l'equazione  di  2^  grado  : 

(a2  +  b'^x^'  -f  {ab^  +  2ca  -  b^a)x  +  (c«  +  6^Y  -  ^?c)  =  0, 

onde  rordinata  x  si  troverà  mediante  un'estrazione  di  radice  qua- 
drata applicata  ai  cofficienti  di  questa  equazione  che  sono  già  nu- 
meri euclidei  ;  similmente  per  1'  ordinata  y. 
Finalmente  il  caso  di  due  cerchi: 

a;*  +  y2  ^  ax  +  gy  4-  T  =  0 

x^  +  y^  +  a'x  +  ^  V  t  T'  =  0 

si  riconduce  al  precedente,  poiché,  sottraendo  l'una  dall'altra  que- 
ste due  equazioni,  si  ottiene  : 

(a  -  a')aj  +  (•?  -  P')2/ +  (T  -  TO  =  0 

e  questa  è  1'  equazione  di  una  retta  ;  onde  basterà  trovarne  l' in- 
tersezione con  uno  dei  due  cerchi. 
Resta  così  dimostrato  quanto  si  era  asserito  all'art.  1103. 

1105.  Fra  le  rette  determinate  nella  costruzione  geometrica  ne 
esistono,  per  ipotesi,  due  che  formano  un  angolo  eguale  alla  terza 
parte  di  9.  Siano  : 

ax-^-by  ■\- c  =  0     ,     a'x  +  6'2/  +  c'  =  0 

le  loro  equazioni.  Ricordando  la  nota  espressione  che  dà  la  geo- 
metria analitica  per  l'  angolo  di  due  rette,  si  potrà  dunque  seri- 
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vere  : 

9  __  aò'  —  ba' 

^3  "  aa'  +  66'' 

Ma  per  la  dimostrazione  degli  articoli  precedenti  i  nameri  a,  a', 
6,  6'  sono  tutti  euclidei.  Vediamo  dunque  che:  se  è  possibile  tri- 
secare  un  angolo  arbitrario  col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso^ 

ffl 
deve  esistere  un* espressione  di  tg^  ottenuta  operando  sul   numero 

3 

tg^  con  le  quattro  operazioni  fondamentali  e  con  un  certo  numero 
di  estrazioni  di  radice  quadrata;  e  tale  espressione  deve  essere  va- 
lida qualunque  sia  il  valore  di  o. 

1106.  Si  sa  dalla  trigonometria  che  : 

(tg|y-3tg| 

3(tg?)  -1 
ondC;  se  poniamo  brevemente  : 

tg?  =  a    ,    tg(|)=x, 
si  ha  la  relazione  : 

x^  -  Sotac*  -  3x  +  a  =  0 ,  (5) 

ed  il  teorema  dell'  art.  precedente  si  può  anche  enunciare  così  : 
se  fosse  possibile  trisecare  un  angolo  qualunque  colla  riga  e  col 
compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  risolvere  l'equazione  cubica  (5), 
in  cui  a  è  un  parametro  arbitrario,  per  mezzo  di  soli  radicali  qua- 
dratici (*j. 

Se  ora  nella  (5)  si  fa  la  trasformazione: 

«=?/  +  «, 
essa  si  cambia  in 

{y  +  a)^  -  3a(2/  -f  tì)-  -  3(y  +  a)  +  a  =  0 
ossia  in 

2,3  ^  3(1  ^  a%  -  2a(l  +  a»)  =  0,  (5)' 

epperò:  anche  V  equazione  cubica  (5)'  godrebbe  della  proprietà  di 
fSseve  risolubile  jyer  mezzo  di  soli  radicali  quadratici, 

1107.  Consideriamo  ora  l'equazione  generale  del  3<>  grado  man- 
cante, come  ò  sempre  lecito  di  ammettere  (art.  1040)  del  secondo 
termine  : 

x'"^  ■{•  qx  +  r  =  0  j  (6) 

essendo  ^  ed  r  affatto  arbitrari.  Ponendo  y  =  Xx  essa   si   trasfor- 


(*)  Questa  soluziono  dovrebbe  essere  valida  per  tutti  i  valori  reali  di  a, 
e  quindi,  evidentemente,  lo  sarebbe  anche  per  tutti  i  valori  complessi. 
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ma  in 

che  si  potrà  sempre  identificare  con  la  (5)'  determinando  X  ed  a 
in  modo  da  avere  : 

qk^  =  -  3(1  +  a«)    ,     rX»  =  -  2a(l  -f  a«).  (7) 

Di  qui  si  deduce  infatti  dividendo  membro  a  membro  : 

^  =  |«  (8) 


e  sostituendo  questo  valore  di  X  nella  prima  delle  due  equazioni  (7): 

27  r^ 


^?5a«  =  -(l  +  a^), 


d'  onde  si  ricava  : 


a  "■  r  V      4      27 


(9) 


e  quindi  per  la  (8  : 


(10) 


Troviamo  dunque  che  V  equazione  (6)  si  trasforma  in  (5)'  po- 
nendo : 

.^'-iJl^lZl.  (11) 

(7   V      4       27  ^     ' 

Sostituendo  in  questa  espressione  di  x,  in  luogo  di  y,  il  suo  va- 
lore ricavato  dalla  (5)',  la  quale  secondo  la  ipotesi  è  risolubile  per 
mezzo  di  soli  radicali  quadratici,  e  dipoi  in  luogo  di  a  la  sua  e- 
spressione  (9),  si  otterrà  per  x  una  espressione  composta  coi  coef- 
ficienti g  ed  r  sui  quali  si  sarà  operato  colle  sole  quattro  opera- 
zioni fondamentali  e  con  estrazioni  di  radici  quadrate.  Vediamo 
dunque  che  se  fosse  possibile  trisecare  un  angolo  qualunque  col 
solo  uso  della  riga  e  del  compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  ri- 
solvere l'equazione  generale  del  terzo  grado  per  mezzo  di  soli  ra- 
dicali quadratici.  Ma  ciò  sarebbe  in  contraddizione  con  quanto  si 
è  già  stabilito  nel  §  precedente  (art.  1100).  Si  conclude  dunque  che: 

Il  problema  di  trisecare  un  angolo  qualunque  non  si  può  risol- 
vere col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  adoperati  nel  consueto 
senso  euclideo. 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Per  trasformare  P  equazione  generale: 

cc^  +  ga;  +  r  =  0  (a) 

neir  equazione  : 

253  _  3a^2  -  32f  +  a  =  0  (6) 
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che  si  risolve  ponendo  a  =  tgf  e  prendendo  quindi   2  =  -  ,  basta   porre  , 

8 

per  qnanto  si  è  visto  negli  aitimi  due  artìcoli  : 


"  q\a        /'a^rvT* 


Dunque:  la  risoluzione  deirequazione  del  terzo  grado  (a)  si  può  ricon- 
durre  I  nel  caso  di— - -f- —  <0  1  al  problema  di  trìsecare  un  certo  angolo 
ponendo  : 


e  prendendo  quindi  : 


^=j(cot^tg^-iy  (d) 


2.  Trasformare  V  equazione  del  terzo  grado  : 

x'  +  S'ac  +  r  =  0 
nelP  equazione  : 

^y^  —  3y  +  sin^  =  0 

che  ha  per  radice  y  =  sin j . 

8.  Mostrare  come  ]'  iscrizione  in  un  cerchio  del  poligono  regolare  di 
sette  lati  si  possa  eseguire  col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  purché 
si  supponga  conosciuta  la  terza  parte  di  un  certo  angolo.  Si  dimostrerà  ciò 
facendo  dipendere  il  problema  dalla  risoluzione  di  un^equazione  del  terzo 
grado  (Gfr.  Gap.  XIV,  §  4^,  Note)  e  questa  dalla  trisezione  di  un  certo 
angolo. 

4.  Per  trisecare  un  angolo  dato  AOB  basta  condurre  por  B  una  retta  BD 


in  modo  che  la  porzione  CD  di  essa  intercetta  fra  il  cerchio  di  centro  O  e 
di  raggio  OB  ed  il  lato  AO  prolungato  sa  eguale  ad  OB.  L^  angolo  ADE 
sarà  la  terza  parte  di  AOB. 

§  6.0  —  Impossibilità  di  risolvere  per  mezzo  di  radicali 
le  equazioni  generali  di  grado  superiore  al  quarto. 

1 108.  Questo  teorema,  enunciato  per  la  prima  volta  da  Rufflnij 
è  stato  dimostrato  in  modo  più  rigoroso  da  Abel  mediante  i  risul- 
tati da  noi  già  esposti  nei  §§  3o  e  4©  di  questo  capitolo. 

Ammettiamo,  so  è  possibile,  che  Tequazione  generale  : 

in  cui  /i  >  4;  sia  risolubile  per  radicali. 
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Detta  Xo  l'espressione  radicale  che  la  risolve,  che  si  supporrà, 

come  è  lecito,  già  ridotta,  seguo  da  quanto  si  è  stabilito  nel  §  4^, 

3 

che  in  Xo  dovrà  essere  contenuto  almeno  un  radicale  cubico  VW , 
essendo  : 

W  =  C(Xq  ,  Xj  ,  X,  ,  Xj  ,  X4  ,  .  .  O;  (1) 

una  funzione  razionale  che  resta  inalterata  per  ogni  sostituzione 
equivalente  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni  e  quindi  in  parti- 
colare dalla  sostituzione  circolare  (Xo  ,  X,  ,  Xj  ,  Xj  ,  X4)  fra  le 
cinque  lettere  X©  ,  . .  . ,  X4.  Si  avrà  poi  (art.  1095)  : 

v/W=tl;(Xo,X,,...,X,.,),  (2) 

essendo  ^  una  certa  funzione  razionale. 

Dalle  (1)  e  (2)  segue,  precisamente  come  all'art.  1099  : 

l^(Xo  ,  X,  ,  .  .  .)f  =  i?(Xo  ,  X,  ,  .  .  .)  (3) 

ed  eseguendo  in  questa  identità  la  sostituzione  circolare  (X© ,  X^ , 
Xg ,  Xg  ,  X4)  che  non  altera,  come  si  è  notato,  il  secondo  membro: 

[<|»(X,  ,  X,  ,  X3  ,  X,  ,  Xo  , ...)]»  =  [<KXo  ,  Xi  ,  X, ,  X3  ,  X,  ,  ...)]». 
Di  qui  si  deduce,  essendo  a  una  radice  cubica  di  1  : 

tj;(Xj  ,  X^  ,  X3  ,  X4  ,  Xo  ,  ...)  =  ottj;(Xo  ,  Xj  ,  Xg  ,  X3  ,  X4  ,  ...) 

ed  eseguendo  su  questa  identità,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto 
airart.  1099,  ancora  quattro  volte  di  seguito  la  stessa  sostituzione 
circolare  (Xo  ,  Xj  ,  Xg  ,  X3  ,  X4)  e  moltiplicando  quindi  membro  a 
membro  i  risultati  : 

1  =  a^  =  a3.a*  =  a^ 

Poiché  a'  =  a*=  1,  sarà  dunque  necessariamente  a  =  l,  cioè;  la 
funzione  ^(Xq  ,  X^  ,  .  .  .  ,  X„_i).  non  è  alterata  da  qualsivoglia  so- 
stituzione circolare  fra  cinque  delle  variabili  X^  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  X^_j. 

1109.  Ci  proponiamo  ora  di  dedurre  di  qui  che  la  funzione 
^(Xo  ,  X^  ,  ...  ,  X^_i)  non  sarà  neanche  alterata  da  una  qualunque 
delle  sostituzioni  circolari  fra  tre  delle  stesse  Xq  ,  Xj  ,  ...  ,  X^^^. 

Consideriamo  ad  esempio  la  sostituzione  circolare  (XoXiX,)  che 
indicheremo  per  brevità  con  T. 

Indicando  con  T-t{;  la  funzione  che  si  ottiene  eseguendo  su  ^ 
ja  sostituzione  T,  si  avrà  primieramente  dalla  (3),  poiché  9  non  è 
alterata  dalle  sostituzioni  circolari  di  tre  lettere  : 

T-4/  =  Y-*,  (4) 

essendo  v  una  certa  radice  cubica  dell'  unità. 
Considerando  inoltre  le  due  sostituzioni  circolari  : 

T'  =  (XoXgX^)     ,    Tj  =  (X0X3X4), 

si  avrà  similmente  : 

T'*  =  7'4'    ,    T,4/  =  Yi4;,  (5) 

essendo  anche  7'  e  y^  radici  cubiche  di  1. 
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Dalle  (4)  e  (5)  segue  (cfr.  art.  229): 

D'  altra  parte,  poiché  : 

TTj  =  (XoXiX2)(XoX3X4)  :=  (XoXjXjXjX^) 

T'T,  =  (XoX^OCXoXsX,)  =  (XoXjXjXsXj 

TT'  =  (XoX,X,)(XoX,X,)  =  (Xo)CX,)(X,)  =  1 

e  le  sostituzioni  circolari  fra  cinque  lettere  X  non  alterano  d^,  si 
ha  anche  : 

[TTi](!/  =  <I;     ,     [rTi](!/  =  4;    ,     [TT']^/ =  «[;.  (7) 

Dal  confronto  delie  (6)  e  delle  (7)  segue  ora  evidentemente: 

d'  onde  : 

e  più  precisamente,  poiché  le  Tf ,  Tf' ,  Ti  sono  radici    cubiche  di  1 

T  =  T'  =  Ti=1- 

La  (4)  ci  dà  dunque  T»^  =  ^,  come  si  doveva  dimostrare. 

3 

ino.  L'espressione  (2)  di  »JW  in  funzione  razionale  delle  X© , 
Xj  ,  .  .  .  deve  dunque  godere,  come  l'espressione  di  W,  della  pro- 
prietà di  non  essere  alterata  da  qualsiasi  sostituzione  circolare  fra 
tre  delle  Xq  ,  X,  ,  . .  .  . 

Ma,  per  quanto  si  è  già  dimostrato  al  §  4©  (art.  1100),  ci  è  sem- 

3  _ 

pre  lecito  di  ritenere  che  VW  non  goda  di  questa  proprietà.  Giun- 
giamo dunque  ad  una  contraddizione  che  ha  la  sua  origine  nel- 
l'aver  supposto  che  l'equazione  generale  con  più  di  quattro  radici 
fosse  risolubile  per  radicali. 

Resta  cosi  dimostrata  in  modo  assolutamente  rigoroso  i'  impos- 
sibilità di  una  cosiflTatta  forma  di  risoluzione  (*). 


(•)  Si  deve  ai  lavori  di  Hermite,  Kronecker  e  Brioschi  la  risoluzione  ge- 
nerale delle  equazioni  del  ò°  grado  per  mezzo   delle   trascendenti  ellittiche. 


CAPITOLO  XVL 

'trasformazione  lineare  delle  forme  algebriche. 

invarianti  e  covarianti. 


§  1.0  —  Della  trasformazione  lineare  di  un  sistema 

di  Tariablli. 


1111.  Se  fra  n  —  1  variabili  indipendenti  5i  ?  ?2  )  •  •  •  ^  5n-i  ®^ 
altre  7i  —  1  variabili  >ii  ,  >J2  >  •  •  •  >  >l«-i  si  pongano  delle  relazioni 
della  forma  : 


in  cui  le  a  ,  p  ,  .  .  .  ,  S  ,  X  sono  coefficienti  costanti,  si  dice  che  me- 
diante queste  formole  il  sistema  di  variabili  Sj  ,  §2  ?  •  •  •,»  5n-i  ^1 
trasforma  linearmente  nel  sistema  >Ji  ,  >l2  >  •  •  •  ?  ^n-i-  È  chiaro 
che,  mediante  queste  relazioni ,  dati  ad  arbitrio  i  valori  delle 
$1  >  $2  7  •  '  •  j  ?n-i  ì  resteranno  in  generale  determinati  in  modo  u- 
nico  i  corrispondenti  valori  delle  >ii  ,  >]2  ?  •  •  •  >  'Jn-i  ®  reciproca- 
mente, dovendosi  a  quest'uopo  risolvere  un  sistema  din-I  equa- 
zioni di  primo  grado  fra  n— 1  incognite. 

1112.  Oltre  alla  univocità  della  corrispondenza  fra  i  sistemi  ^i , 
?2  ?  •  •  •  >  $fi-i  Gd  >]i  ,  >]2 ,  .  .  .  ,  )3„.|  ,  la  trasformazione  (1)  ha  anche 
questo  di  caratteristico  :  che  se  alle  variabili  Si  ?  Ss  »  •  •  •  ?  Sn-i  ** 
imponga  un  legame  espi*esso  da  una  relazione  lineare,  come 

AiSi  +  A2S2  +  .  .  .  +  A^.iS„.i  +  A„  =  0 , 

ne  conseguirà  fra  le  corHspondenti  >5i  ;  >32  >  •  •  •  »  *3«-i  ^^^  legame 
della  stessa  natura,  p,  es,  : 

Bi>]i  -t-  Bjjfjj  +  .  .  .  +  B^_i>j„_|  +  B,j  =  0 

Cafklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  S.*^  ediz.  83 
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e  reciprocamente.  Questa  proprietà  è  una  conseguenza  del  fatto 
che  le  frazioni  nei  secondi  membri  di  (l)  hanno  lo  stesso  denomi- 
natore^ nò  avrebbe  più  luogo  quando  si  prendessero  denominatori 
differenti.  Più  generalmente,  seguo  dalle  (l)  che  ad  ogni  legame 
algebrico  imposto  alle  5  corrisponderà  un  legame  algebrico  dello 
stesso  grado  e  reciprocamente  per  le  y^  In  altri  termini,  se  si  ponga 
fra  le  $  la  relazione  : 

dove  f  è  una  funzione  intera  del  grado  complessivo  m  nei  suoi 
argomenti,  ne  conseguirà  per  le  )]  una  relazione  : 

dove  P  è  una  funzione  intera,  dello  stesso  grado  m,  delle  13  e  re- 
ciprocamente. 

Si  scrivano  infatti  le  (1)  brevemente  così  : 

^1  ~-  y""   '    'Js*  ~"  V     >  •  •  •  ?  ^«-1  ""  "y       ' 

essendo  le  X  funzioni  lineari  delle  ?.  Posta  fra  le  T^  una  relazione 
algebrica  di  grado  m  : 

^^r^n    ^2    •  •  •  \_i  -^1 

ne  seguirà  fra  le  ^  la  relazione  : 


s 


B-i * "-A.  =  0 


•n 


e  moltiplicando  per  X,/"  : 


VI  [X,        (JL,  rn— i        [Xn 

^BjXj    Xj     ...  X„_j  X^     =0, 


posto:  [A^  =  wi  —  ([jij  4- 1^2  +  .  .  .  +  p^n^i).  Ora  quest'ultima  relazione 
fra  le  ^  è  evidentemente  di  grado  m. 

La  verità  della  proposizione  reciproca  segue  dal  fatto  che  le 
equazioni  (Ij  risolute  rispetto  alle  ^^  ,  E,  ,  .  .  .  ,  5„_|  si  presentano 
sotto  forma  affatto  analoga  a  quella  delle  (1). 

Risolvendo  infatti  le  (I)  col  solito  metodo  dei  determinanti,  sì 
trova  come  denominatore  comune  a  tutte  le  incognite  il  determi- 
nante : 


n  ~  ^1^2  p2  —  '*2^2  •••   Pn-i  ""^n-1^2 


(2) 


che  decomposto  in  una  somma  di  più  determinanti,  secondo  il  teo- 


\ 
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rema  dell'art.  418,  si  riduce  evidentemente  ad  una  funziono  lineare 
delle  1^1  ,  ... ,  ^n-i'  ^^  stesso  dicasi  dei  numeratori,  che  si  dedu- 
cono dal  determinante  (2)  sostituendo  ad  una  colonna  quella  for- 
mata dagli  elementi  : 

Del  resto,  che  le  (1)  si  possano  invertire  conservando  una  forma 
del  tutto  analoga,  apparirà  in  modo  affatto  intuitivo  dalle  altre  con- 
siderazioni che  ora  seguono. 

1113.  Se  le  variabili  primitive  e  trasformate  si  pongano,  come 
ò  sempre  lecito,  sotto  la  forma  seguente  : 


^i  —  —  »  <t2  -  r"  >  •  •  •  ;  *»«-!  -    ^     7 

(3) 
V,   -2/1      V    --^/a  y.       -2/"-i 

Vn  Vn  Vn 

sostituendo  queste  espressioni  nelle  formolo  (1)  e  moltiplicando 
quindi  nelle  frazioni  dei  secondi  membri  numeratore  e  denomi- 
natore per  sc„ ,  le  dette  formolo  divengono  : 

Vi  _  ^\^\  JL^^2  +  _^«  •  +  ^n^n 
Vn        \^\  +  ^2^2  +  •  •  •  +  ^n'^n 

y±  =  fi  ?L±lj?l±JLll±Ì»^iL  (1)  ' 


onde,  detto  p  un  certo  coefficiente   di  proporzionalità,   si    dovrà 
avere  : 

P^l  =  ^1^1  +  ^2^2  +  •  .  •  +  ClnP^n 

PVt  =  Pl^^l  +  ^%^%  +  .  .  .   +  ?^X^  (1)  " 


Queste  formolo  fanno  corrispondere  in  generale  ad  ogni  sistema 
di  rapporti  x^  :  x,  : ...  :  x^  un  unico  sistema  di  rapporti  y^  :  y»  : ...  :  y„ 
e  reciprocamente;  e  questa  corrispondenza  fra  i  rapporti  è  evi- 
dentemente indipendente  dal  valore  di  p.  Pertanto  assumendo  per 
semplicità  p  =  1,  si  potrà  surrogare  al  sistema  delle  (1)  il  sistema 
equivalente  : 

y^  =  a^Xj  +  «2^2  +  . . .  +  a^ar^, 

Vi  =  ?ia^i  +  h^2  -^ .  •  •  +  h^n  (1)'" 


Un  ""  ^1^1  "^  ^2*2  +  .  .  •  +  ^n^n 
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il  quale  ad  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  a;,  ,  a?,  ,  ...  ,  x„  fa  cor- 
rispondere un  unico  sistema  di  valori  finiti  delle  ^1,^2»  —  >  ^h  ® 
reciprocamente,  semprechè  il  determinante  del  sistema  sia  diverso 
da  zero.  Dunque  : 

La  trasformazione  lineare  {l)  è  invertibile  univocamente ,  cioè 
ad  ogni  sistema  di  valori  delle  >Ji  ,  *J2  »  •  •  •  ?  'Jn-i  f^  corrispondere 
un  unico  sistema  per  le  ?i  ,  ?2  >  •  •  •  ;  5n-i  ?  semprechè  sia  diverso 
da  zero  il  determinante  : 


Si     62  .  .  .  6„ 

/|        Aj  •   •  •   A^ 


(4) 


formato  coi  coefficienti  dei  numeratori  e  del  comun  denominatore. 

1114.  Le  formolo  (1)'"  ci  danno  la  così  detta  sostituzione  lineare 
omogenea  (cfr.  Gap.  V,  §  9<>)(  equivalente  alla  trasformazione  li- 
neare (I).  Il  determinante  (4)  si  dice  (art.  472)  il  modulo  della  so- 
stituzione lineare. 

Nel  porre  le  (3)  si  è  supposto  implicitamente  che  il  valore  di 
cc„  ,  da  prendersi  ad  arbitrio,  non  si  dovesse  però  assumere  uguale 
a  zero.  Invece  nello  formolo  (1)'"  nulla  ci  impedisce  di  supporre 
Xf^  =  0  prendendo  al  tempo  stesso  per  cci  ,  scg  >  •  •  •  ?  ^n-i  ^^^^i  va- 
lori finiti  qualisivogliano;  poiché  a  questo  sistema  di  valori  delle 
X  corrisponderà  sempre  un  unico  sistema  di  valori  finiti  delle  y , 
e  quindi,  in  generale,  in  virtù  delle  (3)  un  sistema  di  valori  finiti 
e  determinati  delle  >J,  ,  >J2  >  •  •  •  »  ^n-r 

È  chiaro  che  questo  sistema  delle  >Ji  ,  >]2  »  •  .  •  ,  >l,j_i  si  dovrù 
dunque  considerare  come  il  corrispondente  di  quel  sistema  di  va- 
lori cui  tendono  le  5,  ,  E2  ,  .  .  .  ,  H,,.^  ,  quando  nelle  (3)  si  faccia 
tendere  x,,  al  valore  zero  e  le  ce,  ,  ccg  ,  .  .  .  ,  x^^.i  a  certi  valori  fi- 
niti ben  (leterminati.  In  tal  caso  le  li  ,  ^2  »  •  •  •  »  ^n-i  tenderanno 
in  generale  a  valori  infinitamente  grandi^  nel  mentre  che  i  loro 
rapporti  tenderanno,  pure  in  generale,  a  limiti  finiti  ben  deter- 
minati. 

Di  qui  appare  manifesta  la  convenienza  di  applicare  le  formole 
della  trasformazione  lineare  (1)  non  solamente  a  sistemi  di  valori 
finiti  delle  §  e  delle  >),  ma  anche  a  sistemi  in  cui  le  §  o  le  r^  siano 
o  tutte  od  in  parte  infinite. 

Effettivamente  si  vede  già  dalle  (1)  che  per  tutti  quei  sistemi 
di  valori  finiti  delle  5  per  i  quali  : 

^1?,  +  X2?2   f  .  .  .  -f-  K-lln-1  +  ^n  =  0  ,  (5) 

le  corrispondenti  >;  prendono  forma  infinita  o  indeterminata.  Il 
teorema  delTart.  1113  sulla  univocità  della  corrispondenza  stabilita 
fra  le  g  e  le  >]  dalla  trasformazione  lineare  (1)  sembrerebbe  dun- 
que dover  ammettere  dei  casi  di  eccezione.  Questi  casi  di  ecce- 
zione si  tolgono  però  completamente:  1^)  mediante  la  considera- 
zione di  valori  infinitamente  grandi  delle  ^  e  delle  r^  ;  2o)  mediante 
la  convenzione  di  considerare  come   identici^   dal  punto    di  visto 
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della  trasformazione  lineare^  tutti  quei  sistemi  di  valori  delle  tj  , 
*"2  ?  •  •  •  >  fw-i  ^^^  traggono  origine  da  uno  stesso  sistema  di  valori 

Cosi,  ad  esempio,  per  w  =  3,  si  dovranno  considerare  come  iden- 
tici, dal  detto  punto  di  vista,  il  sistema:  ?i=x,  ^2=*^  ^^  i^  sistema: 
ti=oo,  §2=3,  in  quanto  cosi  Tuno  come  Taltro  nascono  dallo  stesso 
sistema  omogeneo  : 

mU|    •  Sua   •   «C/Q    ^^    X    •   ly/   •   yj» 

In  effetto,  intendendo  con  x^ ,  x^  numeri  piccolissimi  tendenti 
a  zero,  il  rapporto  x^  :  x^  potrà  tendere  a  qualsiasi  valore  h  fis- 
sato ad  arbitrio,  bastando  prendere  a  tale  oggetto  x,  =  hx^. 

1115.  È  importante  di  notare  esplicitamente  che  la  variabilità 
del  sistema  omogeneo  x^  :  X2  :  .  .  .  :  x„  deve  in  ogni  cdso  limitarsi 
a  valori  tutti  finiti  e  non  tatti  nulli  delle  Xj  ,  Xg  ,  .  .  .  ,  x„. 

Infatti  Tinvcrtibilità  univoca  della  sostituzione  lineare  (1)'"  ha 
luogo  perfettamente,  senza  che  sia  necessario  considerare  valori 
infiniti  delle  x  e  dello  y  ;  0  d'altra  parte  i  valori  finiti  delle  x  ba- 
stano a  generare  tutti  i  sistemi  di  valori  finiti  0  infiniti  delle  5. 
Quanto  poi  al  sistema  speciale  : 

esso  può  escludersi  a  priori^  poiché  esso  viene  sempre  trasfor- 
mato in  se  stesso  da  ogni  sostituzione  lineare  (1)"'  di  modulo  di- 
verso da  zero.  Sappiamo  infatti  (art.  431)  che  il  sistema  di  equa- 
zioni : 

0  =  a^X^  4-  «2^2  +  .  .  .  +  <^n^n 


non  ammette  altre  soluzioni  finite  oltre  la  soluzione  a:^  =  x,  = . . . 
=  «^  =  0,  quando  il  determinante  del  sistema  è  diverso   da  zero. 

1116.  Se  /X5i  1%  ,  *  '  '  }  5n-i)  ^  ^^*  funzione  intera  di  grado  m 
nelle  ?i  ,  ?2  »  •  •  •  >  ^/<-i  »  eseguendo  in  essa  la  sostituzione  (3)  si  po- 
trà scrivere  : 


A?i  .  «2  ,  •  •  •  ;  5n-i)  -r(^|^  '  i  '  '  •  •  '  ir) 

(6) 


'/»        '^n  *^n 


±  (X^  ,  X2  ,  .   .  .  ,  3C,^_j  ,  X^J 


dove  ora  F  è  una  funzione  intera  ed  omogenea  di  grado  m  nelle 
^1  »  ^2  ^  —  7  ^n  1  ^1  come  si  suol  dire:  una  forma  intera  del  grado 
ni  nei  campo  n*''^  costituito  dalie  variabili  a?i  ,  5C2  ,  ...  ,  x^. 

Qualora  si  considerino  soltanto  valori  finiti  delle  5i ,  5^ , ... ,  5„_j , 
è  chiaro  che  l'equazione  : 
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equivale  airequazìonc  : 

poiché  x„  dev'essere  diverso  da  zero. 

1117.  Se  fra  le  n— 1  incognite  5i  ,  ?2  >  •  •  •  >  ^«-i  siano  date  n-1 
equazioni  : 

A  =  0  ,  A  =  0  ,  .  .  .  ,  r^-i  =  0  (7) 

risp.  dei  gradi  mj  ,  tw^  ,  .  .  .  ,  wi„_j ,  noi  sappiamo  (art.  1029)  che 
esistono  in  generale  rw^m,  .  .  .  m„_i  sistemi  di  valori  finiti  delle 
?!;•••?  5>»-i  ^^^  ^®  soddisfano.  Per  quanto  si  è  notato  sopra,  si 
potrà  dunque  sostituire  al  sistema  (7)  il  sistema  : 


r,  =  o    ,    F,  =  0,...,F^_i  =  0 


(7)' 


in  cui  le  F,  ,  ...  ,  F„_i  sono  forme  intere  delle  aj  ,  x,  ,  ...  ,  x„_,  ,ar„ 
risp.  dei  gradi  mj ,  7Wg,...,w„_|.Ed  esisteranno  in  generale mimj...m„.i 
sistemi  distinti  di  valori  finiti  e  non  tutti  nulli  delle  x,  :  x^: ...  :a:^«i  :x^ 
che  soddisfano  alle  (7)'.  In  questi  sistemi  di  valori  sarà  dunque  in 
generale  x^  diverso  da  zero.  Potrà  però  accadere  nei  casi  parti- 
colari che  in  uno  o  in  più  di  questi  sistemi  si  abbia  x^  -  0.  Ciò 
si  dovrà  considerare  come  un  indizio  del  fatto  che^  in  tali  casi, 
uno  o  più  degli  m^m^  .  .  .  wi„_,  sistemi  di  valori,  generalmente  fi- 
niti, delle  ?  che  soddisfano  alle  (7),  si  compongono  di  valori  infi- 
nitamente grandi  (cfr.  le  Note  del  §  6o,  Gap.  XIII). 

1118.  Quando  più  sistemi  di  valori  delle  n  variabili  si  sottopon- 
gono alla  stessa  trasformazione  lineare,  tali  sistemi  si  dicono  co- 
gredienti  rispetto  alla  trasformazione  di  cui  si  tratta.  A  questo  ri- 
guardo è  importante  osservare  quanto  segue. 

Se  mediante  una  stessa  sostituzione  lineare 

Xj  =  ajX'i  -h  aoX'2  4- . . .  +  a„X',, 

Xj  -  f  jX',   "t"  ?2^'2  +  •  •  •  +  ?/*X',j 

X^  —  ^iX'i  -f-  XjX'g  +  . .  .  -f  A^X  „ 

gli  lì  sistemi  di  valori  delle  variabili:  Xj  ,  Xg  ,...,  x^  ;  y^ ,  y,  ,...,  y^  ;...; 

Z| ,  Zj  ,  ...  ,  z„  ,  si  cambiano  rispettivamente   negli   n    sistemi  x'j  , 

2  ?,.•*•  ì  ^  n  ì  ^  \  y  y^  %  ì  •••  j  y  n  1  •*•  1  ^  1  7  ^  2  >  •••  *  ^  #i  >  ^^    ^       reLazioHtt 


X, 


X2  ...  x^ 


Yl      Yi    •••    Yn  !  _ 


'n 


«1 

«2 

*•  . 

«n 

X'x 

X', 

... 

X'„ 

0 

• 

(              • 

... 

• 

0 

• 

y'i 

• 

y'» 

K 

^* 

... 

K 

2'i 

2'» 

... 

z'.. 

Infatti,  eseguendo  il  prodotto  dei  due  determinanti  nel  secondo 
membro  colia  regola  del  i)rodotto  per  orizzontali  (art.  466),  si  ot- 
tiene evidentemente,  in  virtù  delle  ipotesi  fatte,  il  determinante 
scritto  nel  primo  membro. 
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Vote  ed  Esercin. 


1.  Le  forinole  (!)  delTart.  1111  danno  lao^o  ad  una  importante  interpre- 
tazione geometrica  qualora  le  l|  t  !«  t  -  *  *  >  Ìn^i  si  considerino  come  le  or- 
dinarie coordinate  di  un  punto  qualunque  P  di  uno  spazio  lineare  adn  — 1 
dimensioni  e  le  ij,  ,  rj,  ,  .  .  .  ,  r)„^|  come  le  coordinate  di  un  punto  P',  cor- 
rispondente al  primo  in  un  altro  spazio  analogo.  In  tal  guisa  le  (1)  ci  rap- 
presentano la  cosi  detta  trasformazione  proiettiva  più  generale  delP  uno 
spazio  neiraltro. 

2.  Cosi,  per  n  =  2,  si  ha  1*  unica  formola  : 

che  ci  rappresenta  la  corrispondenza  projottiva  più  generale  fra  i  punti 
di  duo  rette.  In  tal  caso  \  potrà  rappresentare  la  distanza  di  un  punto 
qualunque  P  della  prima  rotta  da  un^origine  fissa  scelta  comunque  sulla 
retta  stessa  ed  tj  la  distanza  del  punto  corrispondente  P'  dell*  altra  retta 
da  un^altra  origine  fissa  sulla  medesima. 

La  corrispondenza  (A)  dipende  sostanzialmente  da  tre  soli  parametri, 
poiché,  dividendo  numeratore  e  denominatore  del  'iP  membro  per  aj  ,  essa 
prendo  la  forma  : 

"^"Ps  +  t' 

Si  dimostri  in  base  a  ciò  che  la  corrispondenza  projettiva  fra  due  rette 
è  completamente  determinata  quando  si  conoscano  tre  coppie  di  punti 
corrispondenti,  e  che  queste  si  possono  scegliere  ad  arbitrio,  semprechè  i 
punti  si  prendano  distinti. 

8.  Per  n  =  8,  si  hanno  le  formolo  : 

^^  ^  «1?!  +  «8^,  +  a,  ^  ^^  ^  ^i?i  +  Ut  +  ?s  (^s 

AjSj  +  A2S2  +  Aj  A|Sj  4-  Ag^j  "^"  A3 

che  ci  rappresentano,  nel  modo  più  generale,  la  corrispondenza  projettiva 
fra  due  piani  II  e  II'.  Basta  considerare  le  ^^  ,  \^  come  le  ordinarie  coor- 
dinate cartesiane  di  un  punto  qualunque  P  del  piano  IT  ed  y],  ,  ijj  come  le 
coordinate  cartesiane  del  punto  corrispondente  P'  in  II'.  Da  quanto  si  è 
notato  alPart.  1112  segue  ^YÌdL^ntQixientQ  q\ìq  nella  corrUpondenza  projettiva 
fra  i  due  piani  II  e  IT'  aci  ogni  retta  di  U  corrisponderà  una  retta  di  II',  ad 
ogni  conica  di  II  una  conica  di  IV  ecc.^  e  reciprocamente. 

Le  formolo  (B)  dipendono  sostanzialmente  da  otto  parametri.  Si  dimo- 
stri come  la  corrispondenza  projettiva  fra  due  piani  sia  perfettamente  de- 
terminata quando  si  conoscono  quattro  coppie  di  punti  corrispondenti. 

Si  dimostri  che  le  forme  di  1*  specie  (punteggiate  o  fasci  di  rette)  con- 
tenute nei  due  piani  II  e  II'  si  corrispondono  projettivamente. 

Si  estendano  le  considerazioni  fatte  al  caso  di  n  =  8. 

é.  Se  alle  formolo  (B;  si  sostituiscono  le  equivalenti  : 

ponendo  : 


y 


—  664  — 

si  avranno  nnlla  trattazione  del  probloma  della  projettività  piana  preci- 
samente quelli  stessi  vantaggi  che  si  hanno  in  generale  in  geometria  ana- 
litica quando  alle  ordinarie  cartesiane  si  sostituiscono  le  stesse  coordi- 
nate cartesiane  rese  omogenee. 

Cosi  3*3  =  0  rappresenterà  Inequazione  della  retta  alV infinito  del  piano  H 
ed  y^  —  0  qudlla  del  piano  If.  Si  deduca  per  mezzo  delle  (B')  Inequazione 
di  quella  retta  del  piano  II'  che  corrisponde  alla  retta  alT  infinito  del 
piano  n. 

5.  Le  infinite  terne  di  valori  x^ix^:  Xj  si  possono  rappresentare  geo- 
metricamente coi  punti  di  un  piano  anche  in  un  altro  modo  più  generale, 
fondato  sulla  considerazione  del  cosi  detto  triangolo  fondamentale.  Se  (2, , 
d^  ,  c2,  sono  lo  distanze,  misurate  colle  opportune  convenzioni  di  segno,  di 
un  punto  qualunque  P  del  piano  dai  tre  lati  del  triangolo  fondamentale, 
ed  7i(  .h^yìt^  tre  numeri  costanti  diversi  da  zero,  che  cioè  restano  gli 
stessi  qualunque  sia  il  punto  P,  si  può  definire  come  terna  di  coordinate 
omogenee  del  punto  P  la  terna  : 

É  chiaro  che  i  tre  lati  del  triangolo  fondamentale  hanno  per  equazioni 
risp.  a?!  =  0  ,  «j  =.  U  ,  a;,  =  0. 

L'interpretazione  geometrica  della  terna  di  valori  jc,  :  x^  :  x,  mediante  le 
ordinarie  coordinate  cartesiane  reso  omogenee,  si  può  dedurre  come  caio 
particolare  (o  meglio  come  un  caso  limite)  da  quella  generale  ora  esposta: 
ì**)  supponendo  che  duo  lati  del  triangolo  fondamentale  siano  fra  loro  or- 
togonali ;  2")  prendendo  Aj  .-=  1  ,  A,  =^  1  ed  h^  uguale  alla  reciproca  della 
distanza  dal  punto  di  incontro  dei  detti  assi  ortogonali  dal  terzo  lato  del 
triangolo  fondamentale  ;  8^)  supponendo  finalmente  che  il  terzo  lato  si  al- 
lontani a  distanza  infinita.  In  tale  ipotesi  si  avrà  infatti  per  ogni  punto 
P  del  piano  situato  a  distanza  finita:  lim/ij^c/g  =  1  e  per  conseguenza  : 

6.  Si  dimostri  che,  anche  interpretando  geometricamente  le  tome  di  va- 
lori X,  :  a-,  :  Xg  ed  y,  :  y^  :  .V3  nel  modo  più  generale  sopra  indicato,  le  for- 
molo (B)  rappresenteranno  sempre  una  corrispondenza  proiettiva  fra  i  due 
piani. 

7.  Designando  in  questa  rappresentazione  più  generale  con  a,  p,  y  gli 
ant>:oli  del  triangolo  fondamentale  risp.  opposti  ai  lati  x^r^O  ,  x^—0  ,  Xj=0, 
si  dimostri  che  Pequazione  della  rotta  all'infinito  del  piano  è  data  da: 

Sina         sìd3         sin^ 


1^       '  h^       "^  h 


3 


semprechè  la  distanza  d^  si  consideri  come  positiva   quando    il    punto   P 
ed  il  triangolo  fondamentale  giacciono  dalla  stessa  parto  del    lato    Xj=0. 
8.  In  conformità  di  quanto  si  è  già  osservato  nella  Nota  1»,  la  sostitu- 
zione lineare  : 


Vn—  ^nl^l  +^«2^2  +   •  •  •   +  (''tm'^n 


si  può  interpretare  geometricamente  come  una  trasformazione  projettiva 
dello  spazio  r,  :  x^  :  ...  :  Su  nello  spazio  Vi'  y^'-  •••  •  Vw  Supponendo  i  due 
spazi  sovrapposti  e  i  loro  punti  rappresentati  collo  stesso  sistema  di  coor- 
dinate, ò  chiaro  che  le  coordinate  a?i  :  J?^  :  ...  :Xu  dei  punti  uniti  (corrispon- 
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denti  a  so  stessi)  dovranno  soddisfare  allo  condizioni  : 


per  un  certo  valore  opportuno  di  p  ;  ossia  alle  equazioni  : 

(«li  —  9)^1  +  «12^«  +  .  .  .  4-  a^n^^  =  0 
««1^1  +  («22  ""  P)^2  +  •  .  .  +  «2n^n  =  ^ 


(«) 


lo  quali  non  possono  coesistere  (art.  431)  se  uon  quando  sia 


«11  -  P      «12 


•  .  .  a 


Ih 


a 


21 


«22  "  P  •  '  •  «: 


tn 


a. 


a. 


.  .  .  a< 


=  0, 


(6) 


"ni  **n2  •  •  •  "'n»      P 

E  questa  un^equazione  di  grado  n  rispetto  a  p,  la  quale  non  potrebbe 
essere  soddisfatta  identicamente,  poiché,  se  fossero  nulli  tutti  i  suoi  coef- 
ficienti, dovrebbe  in  particolare  essere  nullo  il  termine  indipendente  da  p, 
cioè  il  determinante  della  sostituzione  lineare  proposta.  Dunque  esistono 
sempre^  anche  nei  casi  particolari,  n  e  soltanto  n  valori  di  p  che  soddisfano 
al  problema. 

Per  ogni  siffatto  valore  di  p  il  sistema  (a)  darà  (art.  435)  un  unico  sistema 
di  valori  di  x^  :  x^  :  ...  :  x„  semprechò  la  caratteristica  (art.  488)  della  ma- 
trice (ò)  non  riesca  inferiore  ad  )f— 1;  cioè:  la  trasformazione  projettiva 
dello  spazio  X|  :  x,  :  ...  :  x,^  in  sé  stesso  ammette  in  generale  n  punti  uniti. 

9.  Può  accadere  però,  nei  casi  particolari,  che  per  uno  stesso  valore 
di  p  si  abbiano  infiniti  punti  uniti  XiiX^:  ...  ix».  Consideriamo,  ad  esem- 
pio, la  trasformazione  projettiva  piana,  cioè  la  sostituzione  : 


y^  —  «11*^1  "^*  «12^2  "^  «is»^» 
y,  =  aj,»!  +  «22^2  +  «23^3 
2/3  —  «Sl'^^l  "^  «82^2  "'"  «33'*'3' 


(e) 


Qualora  sia  possibile  determinare  un  valore  di  p  per  il  quale   non    so- 
lamente sia  : 


«11 -P 


a 


12 


a 


a 


21 


«22-  P 


a 


31 


a 


32 


13 
«23 
«33 -P 


=  0, 


(rf) 


ma  siano  altresì  nulli  tutti  i  determinanti  di  secondWdine  contenuti  nel 
determinante  (d),  e  soltanto  allora,  corrisponderanno  a  questo  valore  di  p 
infiniti  valori  di  x^ix^:  ...  :  x„  ;  poiché  allora  (art.  444)  due  delle  tre  equa- 
zioni : 

(«11  -  9)^1  +  «12«^2  +  «13^3  =  0 

«21=^1  +  («22  "  P)^2  +  «23^3  =  0  («) 

«31^1  +  «33^2  +  («33  -  P)^3  =  ^ 
Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica^  S.*^  ediz.  84 
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saranno  conseguenza  di  una  di  esse  p.  es.  della  prima  ;  cosicché,  affinchè 
x^ix^i  x^  sia  un  punto  unito,  basterà  che  si  abbia: 


(^11  "~  ^)^\  +  ^1B^2  ^  ^13^3  =  0- 


if) 


In  questo  caso,  che  costituisco  la  cosi  detta  omologia^  sono  dunque  punti 
uniti  tutti  gli  infiniti  punti  della  linea  retta  (/),  che  prende  il  nome  di 
asse  di  omologia. 

Il  valore  di  p  che  corrisponde  a  questi  infiniti  punti  sarà  radice  doppia 
delP  equazione  {d).  poiché,  per  P  ipotesi  fatta  circa  i  determinanti  di  se- 
cond^ordine  contenuti  in  (<2),  è  chiaro  che  per  questo  valore  p  si  annullerà 
anche  la  prima  derivata  delPequazione  {d),  cioè: 


a 


22 


a 


23 


a 


33 


«38-P 


«Il-P       « 


13 


a 


31 


«33- P 


+ 


«Jl-P       «12 


a 


21 


«22~? 


=  0. 


Se  questa  radice  è  soltanto  doppia  e  non  tripla,  esisterà  poi  un  altro 
valore  di  p,  diverso  dal  precedente,  che  soddisfa  la  {d).  Per  questo  secondo 
valore  di  p,  non  potendo  più  essere  nulli  tutti  i  minori  di  second "ordine 
del  determinante  (ci),  giacchò  altrimenti  esso  coinciderebbe  col  precedente, 
il  sistema  di  equazioni  (e)  darà  una  sola  soluzione  ^l'-r^-x^  ^  cioè  un  al- 
tro solo  punto  unito  {centro  di  omologia), 

10.  Lasceremo  come  esercizio  al  lettore  di  trovare  le  condizioni  necessarie 
e  sufficienti  cui  debbono  soddisfare  i  coefficienti  a^^  affinchè  la  sostitu- 
zione (e)  rappresenti  xan^omologiaf  eliminando  Tincognita  p  fra  Je  equazioni: 


a 


12 


a 


13 


«22 -P 


a 


23 


=  0  , 


«11  -  p  « 


13 


a. 


21 


a 


22 


=^0,... 


e  di  determinare,  mediante  la  risoluzione  di  un'equazione  di  1<*  grado,  le 
coordinate  del  centro  di  omologia. 

Besterebbe  il  caso,  ancor  più  particolare,  in  cui  la  matrice  {d)  avesse 
per  caratteristica  0. 

In  tal  caso  però,  dovendosi  avere  : 

aij  =  0    per    z  i?  /  ,  a^^  =  a^^  -a^^  =  p, 
la  sostituzione  (e)  si  ridurrebbe  ad  : 

Vi  =  P^l      J      ^2  ~  P^2      »      Vz  =  P^3  > 

cioè  tutti  i  punti  del  piano  sarebbero  punti  uniti. 

11.  Si  applichi  lo  stesso  metodo  ora  adottato  allo  studio  dei  casi  par- 
ticolari che  si  possono  presentare  per  i  punti  uniti  della  trasformazione 
projettiva  dello  spazio  x^:  x^:  x^  :  x^  in  sé  stesso. 

12.  Si  dimostri  che  se,  in  una  forma  algebrica  data,  i  coefficienti  delle 
più  alte  potenze  delle  variabili  non  sono  tutti  diversi  da  zero  ,  si  può 
sempre  trasformare  linearmente  la  forma  data  in  un'altra  che  abbia  quei 
coefficienti  tutti  diversi  da  zero. 
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§  2.0  —  Sistemi  controgredienti  —  Trasformaiione  lineare 

di  una  forma  lineare. 


1119.  Sia  data  la  sostituzione  lineare: 

f  (I) 

Indicando  al  solito  con  A^j  V  aggiunto  di  a^^-  nel  determinante 
1  -]^  =t  aiittjj .    .  a„,^ ,  e  ponendo  per  brevità  : 

le  formolo  (I)  risolute  (art.  426)  rispetto  alle  x\  ,  .  .  . ,  x'^  pren- 
dono la  forma  equivalente  : 

X\  =  «11»!  +  «21X2  +  •  •  •  +  «nl^n  ) 

(1/ 

Se  nelle  relazioni  equivalenti  (I)  ed  (I)'  si  scambia  dappertutto 
a,j.  con  aji  ed  x',-  con  x,-  per  tutti  i  valori  di  i  ed  J,  si  ottengono 
le  sostituzioni  : 

x\  =  «i^Xi  +  021X2  ^  .  .  .  +  a„ix„  j 

(ny 

ed 

Xi  =  ajix'i  +  ai2x'2  +  .  .  .  +  tti^x'^  J 

(II; 

^n  ^  ^nl^  1  +  *n2^  2  +  •  •  •  +  *»n^  n  J 

lo  quali,  come  ò  cliìaro,  saranno  del  pari  fra  loro  equivalenti. 

1120.  Ciò  posto,  la  sostituzione  lineare  (II),  i  cui  coefficienti  si 
deducono  da  quelli  di  (I)  mediante  le  (1),  si  dice  controgrediente 
alla  (I).  E  se,  dati  due  sistemi  di  valori  delle  n  variabili,  uno  di 
essi  si  trasformi  mediante  la  (I)  e  l'altro  si  trasformi  invece  me- 
diante la  (II),  si  dirà  che  essi  sono  due  sistemi  (o  serie  di  varia- 
bili) controgredienti. 

Poiché  in  luogo  della  sostituzione  (U)  si  può  anche  prendere 
la  equivalente  (II)',  si  vede  che  la  sostituzione  controgrediente 
ad  (I)  si  può  anche  ottenere  facendo  ruotare  nella  (I)  la  matrice 
dei  coefficienti  di  180<>  intorno  alla  diagonale  principale  e  scam- 
biando al  tempo  stesso  le  x  colle  x'. 

1121.  Se  questa  stessa  regola  si  applica  alla  (II),  è  chiaro  che. 
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come  sostituzione  coutrogrediente  alla  (II)  si  trova  la  (I)'.  Ma  que- 
st'ultima 6  equivalente  alla  (I).  Quindi  come  la  (II)  è  controgre- 
diente  della  (I),  così  la  (!)  è  la  contro gr ediente  delia  (II). 

1122.  Teorema.  —  Se  due  sistemi  controgredienti  Xj  ,  Xg  , ... ,  x„ 
ed  u,  ,  Ug  ,.••>  ^n  ^*  trasformano  rispettivamente  in  x'j  ,  x'^  ,...,  x'„ 
ed  u\  ,  u',  ,...,  u'„ ,  si  ha  la  relazione  : 

X1U1+X2U2+  ...  +x„u^=^x'iU'i+x'2u'2+  ...  +x',^u'^.  (2) 

Si  hanno  infatti,  per  il  supposto,  le  relazioni  ; 


dalle  quali  si  deduce  : 

X.  W I  T"  Xatta   I      •  •  »    T  Xfttlf^'^' 

<-i  i^j 

cioè  appunto  la  (2),  poiché  : 

1123.  Se  in  una  forma  lineare  Wjarj-ftigJt'2+ ... +w^^u;,j  si  fa  la  so- 
stituzione (I),  si  trova,  ordinando  il  risultato  rispetto  alle  nuove 
variabili  cc\  ,  cc'g  ,  .  .  .  ,  cc'„  : 

U^X^  +  t/2^2  +  •  •  •  +  ^n^n  =  ^'i^c'i  -f  W'2^'2  +  •  •  •  +  ^'n^'n  7 

dove  : 

u\  =  a^iUi  +  a^iU^  +  .  .  .  +  a„iWn 


cosicché  il  legame  fra  i  primitivi  coefficienti  w^  ,  .  .  . ,  m^  e  i  coef- 
ficienti trasformati  u'j  ,  .  .  .  ,  u',^  può  essere  espresso  dalla  sosti- 
tuzione (II)',  quando  in  luogo  delle  x  si  pongano  le  w  e  in  luogo 
delle  x'  le  u\ 

Dunque:  se  una  forma  lineare  si  trasforma  mediante  una  so- 
stituzione lineare  delle  variabili,  i  coefficienti  della  forma  trasfor- 
mata si  deducono  da  quelli  della  primitiva  mediante  la  sostitu- 
zione lineare  controgrediente  a  quella  eseguita  sulle  variabili  pri- 
mitive. 

Vote  ed  Esercisi. 

1.  Fra  le  sostituzioni  lineari  hanno  una  speciale  importanza  quelle  che 
godono  della  proprietà  di  essere  controo:redienti  a  so  stesse.  Queste  so- 
stituzioni lineari  coincidono  collo  cosi  dette  sostituzioni  ortogonali^  di  cui 
avremo  ad  occuparci  fra  poco  (§  4^). 
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2.  Si  ponga  mente  a  non  confondere  la  sostituzione  controgredionte 
alla  (I),  che  è  espressa  dalle  (II),  colla  sostituzione  inversa  della  (I)  che 
è  espressa  invece  dalle  : 

e  dalle  formolo  equivalenti  : 

•C  j  —  ^11*^1   "•"  ^12'^2    •     •  •   •     •    ^itiP^n 


(III) 


(III)' 


J     _ 


ac  ^  —  ^nl^l  "^  ^n2^2  ■^"  •  •  •  +  ^t\n^n 


e  si  dico  inversa  della  (I),  perchò,  se  dopo  aver  eseguita  la  (I)  si  esegua 
la  (III),  tutte  le  variabili  ripigliano  il  loro  primitivo  valore. 

8.  Essendo  S  una  sostituzione  lineare  qualunque,  si   dimostri   che   Vin- 
versa  della  controgrediente  di  S  coincide  colla  eontrogr ediente  dell'inversa  di  S. 

§  3.0 --  Trasformazione  lineare  di  una  forma  quadratica. 

Legge  d'  inerzia. 

1124.  Una  forma  quadratica  f{x^  ,  Xg  , ...  ,  x„),  cioè  una  funzione 
intera  ed  omogenea  del  secondo  grado,  delle  n  variabili  x^ ,...,  x^  , 
si  rappresenta  spesso  con  : 

cosicché  si  può  anche  scrivere  più  brevemente  : 

/^(Xi  ,  x^  ,  .  .  .  ,  x^)  =^  Y^a^jx.xj  , 

i=i  1=1 

convenendosi  di  ritenere  a^/  =  oy,-. 

1125.  È  importante,  per  ciò  che  segue,  di  notare  che  se  i  coef- 
ficienti a,j  ,  «22  I  •••  ì  ^m*  >  ^^^  quadrati  delle  variabili  y  sono  tutti 
od  in  j;rt?*fe  nullij  si  può  sempre^  mediante  un'opportuna  sostitu- 
zione lineare,  trasformare  la  forma  quadratica  in  un'  altra,  lìer 
la  quale  essi  siano  invece  tutti  diversi  da  zero. 

Inflìtti,  se  nella  forma  quadratica  /"(x^  ,  x^  ,  ...  ,  x„)  si  esegua  la 
sostituzione  lineare  : 

X|  ^  A|X  j    T   ^\X  2   "r   ••  •     '^l*^rt 


^«  —  ^n^  1  +  Yn^  2  "^  •  •  •   "^  ^n^  n  » 


si  trovano  risp.,  come  coefiìcienti  di  x'j-  ,  x'2*  ,  ...  ,  ce',,*,  le  quan 
titii  : 

/(«l  ,  a^  ,  ...  ,  dfj  ,  /(Pi  ,  1^2  )  •••  1  l'n)  1  •••  >  /  (^1  f  ^2  7  •••  7  ^n) 
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Se  ora^  per  ogni  sistema  di  valori  delle  a  ,  ^  ,  ... ,  X,  almeno 
una  di  queste  quantità  riuscisse  uguale  a  zero,  è  chiaro  che  al- 
meno una  di  esse,  p.  es.  la  f{a^  ,  a^  , ...  ,  a„),  dovrebbe  annullarsi 
identicamente  (cfr.  Gap.  VI,  §  !«>)  per  gl'infiniti  sistemi  di  valori 
delle  tti  ,  «2  >  •••  *  ^w  La  forma  quadratica  (1)  dovrebbe  quindi  es- 
sere identicamente  nulla,  cioè  essere  nulli  tutti  i  suoi  coeflScienli 
aa  ,  a^j. 

1126.  Teorema.  —  Ogni  forma  quadratica  con  n  variabili  è  iden- 
ticamente uguale  alla  somma  dei  quadrati  di  k  forme  lineari 
(k  §n),  fra  loro  linearmente  indipendenti,  composte  colle  stesse  va- 
riàbili. 

Sia  infatti  V(a?i  ,  x^  ,  ... ,  cc„)  la  data  funzione  omogenea  e  di  se- 
condo grado  delle  n  variabili  x,  ,  Xg  ,  ...  ,  a?,j. 

Cambiando,  ove  occorra,  le  x^  ,  ...  ,  a?^,  in  altre  nuove  variabili 
Vi  >  y2  7  •••  j  I/n  niediante  un'opportuna  sostituzione  lineare,  potremo 
ritenere  (art.  1125)  che  il  coefficiente  di  y^^  sia  diverso  da  zero, 
cosicché  la  V,  ordinata  secondo  le  potenze  di  y^ ,  sarà  della  forma: 

V  =  Py,^  +  20^1  -f  R 

dove  P  è  una  costante  diversa  da  zero  ,  Q  una  funzione  lineare 
omogenea  ed  K  una  funzione  omogenea  del  secondo  grado  delle 
rimanenti  variabili  ^2  >  ^s  >  •••  ?  t/n'  Si  potrà  quindi  scrivere  iden- 
ticamente : 


v.(.P,..SV.(..|) 


VP/      ' 

cioè  : 

V  =  [?(yi ,  yst ,  ...  ,  PnW  +  W(y2 ,  ^3 ,  ...  ,  y J  , 

dove  9  è  una  semplice  forma  lineare  e  W  è  una  forma  quadra- 
tica che  contiene  solt<into  le  2/2  »  ^3  »  •••  )  l/w 

Qualora  i  coefficienti  di  y^^ ,  y^^  ,  ...  ,  y,^-  nella  W  riescano  tutti 
eguali  a  zero,  si  eseguirà  un'  ulteriore  sostituzione  lineare  delle 
y\  f  1/2  }  •••  y  Vn  ^^  altre  variabili  z^  ,  z^,  ...  ,  z^^ ,  ponendo  y,  =  z^  e 
trasformando  le  y^  ,  y^ ,  ... ,  yn  nelle  ^2,23,  ...  ,  Zn  in  modo  che, 
fatta  la  sostituzione  in  W,  il  coefficiente  di  z^^  riesca  diverso  da 
zero.  Si  otterrà  così  per  V  un'espressione  della  forma  : 

V  =  \^{Z^  jZ^,.  .  .,  Z,,)Y  -h  Vi(22  ,Zsy'",Zn) 

dove  ^  è  una  forma  lineare  col  coefficiente  di  ^|  diverso  da  zero, 
e  Vj  una  forma  quadratica  in  cui  è  diverso  da  zero  il  coefficiente 
di  Zg^  ;  cosiccliè  si  potrà  poi  scrivere,  come  si  è  fatto  sopra  per  V, 

m 

Si  ha  cosi  : 

e  anche  qui  si  potrà  ritenere  che  il  coofficiente  di  z^^  in  Vj,  sia 
diverso  da  zero  ;  poiché  in  caso  contrario  basterà  porre  Zj  =  z\ , 
Zg  =  «'2  >  ®  completare  la  sostituzione  mediante  un'  opportuna  so- 
stituzione lineare  delle  z^  , ... ,  z^  nelle  z  3  ,  ...  ,  z\. 
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Cosi  procedendo  si  giungerà  evidentemente  ad  un'  espressione 
della  forma  : 

+(òsXj 4-63X3+  ...  4-^>,,X^)2-h(c3X3f  ...  -\-c„X,f- 
+  .  .  . 

in  cui  i  A:  coefficienti  a,  ,  6^  ,  c^  ,  ...  ,  rf^  ,  (A:  <  n)  sono  tutti  diversi 
da  zero  e  in  cui  le  variabili  Xj  ,  ... ,  X„  sono  legate  alle  x^  ,.••>  ^n 
da  una  sostituzione  lineare  che  è  la  risultante  (cfr.  art.  473)  di 
tutte  le  successive  sostituzioni  eseguite  nel  processo  di  calcolo  da 
noi  indicato. 

Rimettendo  in  luogo  delle  X,  ,  ...  ,  X^  le  loro  espressioni  nello 

1    }   **'    ì        ti  >     VClI  ci  • 

a^Xj  +  agX^  -h +  a^X,j  =  (^^{x^  ,  x^  ,  ...  ,  xj 

^k^k  +  •••  +  "/»-^/t  ~  ?fc(*^i  ì  ^2  7  '"  >  *^n)  7 

essendo  le  ?i  ,  ...  ,  9^  delle  forme  lineari  fra  loro  indipendenti 
(art.  448)  ;  poiché  la  caratteristica  della  matrice  : 

«1     «2     «n 

0        b^       6n 


0      0    0    df,     .  ,  .     d^ 

è  evidentemente  uguale  a  k  (cfr.  art.  443  e  448). 
Abbiamo  così  raggiunta  V  espressione  : 

V(a?i  ,...,  3cJ=[c?i(«i  ,...,  x,,)Yi  [92(xi  ,...,  xj]«f...+[?fc(aj,  ,...,xj]2 

che  è  precisamente  della  forma  enunciata  nel  teorema. 
1127.  Se  poniamo,  come  all'art.  1124, 

V(jr,  ,  «2  ,  ...  ,  X  J  ==  ^  ZjCiij^i^j  7  (1) 

si  avrà,  per  ogni  forma  quadratica  V,  una  matrice   quadrata   di 
coefficienti  : 


«Il      «12      •    •   •      «in 


•     .     •    *     • 


t 


7    «0-  =  ^Ji  7  (2) 


^iì\       ^«2       •    •    •       ^nn 


che  si  chiamerà  la  matrice  della  forma  V. 
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La  caratteristica  della  matrice  (2)  coincide  col  numero  k  {k^i) 
del  teorema  testò  dimostrato  (vedi  la  dimostrazione  nelle  Note). 
Qui  ci  occuperemo  soltanto  del  suo  determinante  : 


che  si  chiama  il  discriminante  della  forma  V. 


(3) 


1128.  Se  la  forma  quadratica  (1)  sia  stcata  rappresentata    come 
la  somma  di  n  quadrati  : 

si  avrà  pel  coefficiente  a^^  V  espressione  : 

d'  onde  segue  immediatamente  (art.  466)  : 


A  =i2  =t  cinzii  .  .  .  a„^  = 


^21       ^22    •    •    •    ^2n 


^nì      ^n2  •    •    •    ^nn 


2 


(3)' 


1129.  Affinchè  una  forma  quadratica  con  n  variabili  si  possa 
esprimere  come  somma  di  k  quadrati  di  forme  lineari  ,  essendo 
k  <  n,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  nullo  il  suo  discrim^inante. 

Infatti,  se  la  forma  quadratica  V  si  può  esprimere  come  una 
somma  di  quadrati^  il  cui  numero  sia  inferiore  ad  n,  si  potrà  nel- 
l'espressione (4)  ritenere  c^j  =  c^^^  =...=:  c,^,^  =  0  ;  e  allora  la  (;^)' 
ci  dà  evidentemente  A  —  0. 

Supponiamo  reciprocamente  che  sia  A  =  0.  La  (3)'  ci  dice  che 
sarà  anche  : 

diguisachè  le  n  forme  lineari  : 

saranno  (art.  443)  fra  loro  dipendenti.  Non  è  dunque  possibile,  se 
A  =  0^  di  esprimere  V  come  somma  di  n  quadrati  di  forme  lineari 
indipendenti  ;  opperò  V  espressione  corrispondente  al  teorema  del- 
l'art. 1126  si  comporrà  necessariamente  di  un  numero  di  quadrali 
inferiore  ad  n, 

1130.  A  complemento  di  quanto  si  è  dimostrato  all'art.  1126  si 
consideri  il  caso  in  cui  la  forma  quadratica  V(x^ ,  x^  ,  ...  ,  x„)  ab- 
bia i  suoi  coefficienti  tutti  reali.  Uno  qualunque  dei  quadrali , 
nella  cui  somma  si  è  decomposta,  avrà  la  forma  : 


^■'^^'*% 


(6) 


essendo  Q»  una  funzione  lineare    a    coefficienti    reali    delle    2,-^i , 
2,+2 ,  ... ,  ^„ ,  e  P,-  una  costante  reale  diversa  da  zero. 
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Se  P^-  è  un  numero  positivo,  sarà  dunque  (6)  il  quadrato  dì  una 
funziono  lineare  a  coefficienii  reali.  Se  invece  P^  è  negativo,  si 
potrà  scrivere  : 

onde  (6)  sarà  in  tal  caso  il  quadrato  di  una  funzione  lineare  a 
coeflicienti  reali  preso  col  segno  negativo. 

Si  2)0trà  dunque  porre,  quando  V  Zia  i  coefficienti  reali  : 

V(x,  , ... ,  X J=X,*+X,»+  ...  +X,«-Y,«-Y,«-  ...  -Y,«,        (7) 

essendo  le  X  e  le  Y  funzioni  lineari,  fra  loro  indipendenti  e  a 
coefficienti  reali,  delle  Xj  ,  ...  ,  x^ ,  erf  avendosi  in  ogni  caso  i+li^n, 

1131.  La  rappresentazione  di  una  data  funzione  V  sotto  la  for- 
ma (7)  si  potrà  fare  in  molti  modi  diversi ,  come  già  apparisce 
dalla  stessa  dimostrazione  delT  art.  1126.  Però,  comunque  si  varii 
la  decomposizione  in  quadrati,  i  due  numeri  i  ed  h  restano  sem- 
pre gli  stessi.  Questo  importante  teorema,  conosciuto  sotto  il  nome 
di  legge  d' inerzia  delle  forme  quadratiche,  è  stato  da  Jacohi  di- 
mostrato nel  seguente  modo. 

Siano  : 

V  =  X,^  +  X,«  +  ...  +  X,^  -  Y,*  -  Y,«  -  ...  -  Y^* 
e 

V  =  Ui«  +  Us^  +  ...  +  U/  -  H,2  -  Hg»  -  ...  -  Hfc« 

due  diverse  rappresentazioni  della  stessa  forma  quadratica  V.  Si 
avrà  identicamente: 

X,«+...+X,2+HiH...+H^*=Ui«+...+U/-l-Yi«+...f-Y;,^  (8) 

Di  qui  segue  che  tutti  i  sistemi  di  valori  reali  delle  variabili 
^i  ì^2  ì  '•'  ì  ^n  ^^^^  soddisfano  allo  i^k  equazioni  lineari  : 

Xi  =  0  ,  ...  ,  Xi  =  0  ,  Hi  ::^  0  ,  ...  ,  Hfc  =  0 ,  (9) 

soddisferanno  anche  alle  equazioni  : 

,  Ui  =  0  ,  ... ,  Uy  =  0  ,  Yi  =  0  ,  ...  ,  Y^  =  0  (10) 

e  reciprocamente  ;  poiché  dalle  (9)  segue  in  virtù  deiridentità  (8) 

Ui^  +  ...  +  U/  +  Yi^  +  ...  -h  Y^«  =  0 

ed  una  somma  di  quadrati  di  quantità  reali,  e  quindi  di  parti  tutte 
positive,  non  potrebbe  essere  nulla  senza  che  lo  fossero  tutte  le 
singole  parti. 

Ciò  posto,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  si  avesse  p.  cs.  j>i. 
Poiché  il  sistema  (9)  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  (10), 
esso  avrà  altresì  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  : 

Ui  =  0,  ...  ,  U;  =  0,  Hi  ^0  ,  ...  ,H;^  =  0  (11) 

Capklli.  —  Istituzioni  di  atuilini   algebrica,  3.*    ediz .  85 
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di  cai  le  prime  J  equazioni  fanno  parte  del  sistema  (10)  e  le  altre 
appartengono  allo  stesso  sistema  (9).  Il  sistema  (11)^  che  si  com- 
pone di  j-\-k  equazioni  fra  loro  indipendenti  (art.  448),  è  dunque 
conseguenza  necessaria  delle  i^k  equazioni  (9).  Dev'  essere  dun- 
que (art.  452):  j-k-k^i  tk,  cioè  j<i,  contrariamente  airipotesi  fatta. 
Assolutamente  allo  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che  il  ^  A  ed 
Ti  <  A;,  d'onde  h  =  k. 

Vote  ed  Eseroiii 


1.  Esprimerò  sotto  forma  di  una  somma  di  quadrati  le  fanzioui  di  tre 
variabili  : 

xy  -^  yz  \^  zx  f  xy  '\-  2yz  -f  3zx  , 

2.  Dimostrare,  mediante  Part.  1129,  che  affinchè  la  conica  rappresentata 
dair  equazione  : 

ai^Xi^i^a^X2^ia^^x^'^-^2a^^x^x^^2a^^x^x^-^2a^x^x^-0 

si  spezzi  in  due  rette,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  annulli    il  discri- 
minante del  primo  membro. 

8.  Essendo  (art.  1126),  per  k^n  : 

tea»  isti 

V(x,  ,  ...  ,  x„)  =^  5]ayx,x;  =  [f  ,J*  +  [9,]*  +  ...  +  [9^]*  ,       (1) 

dove  le 

9t  =  «ijXi  -f  7,2X2  +  ...  +  a,.^x^ 

sono  k  forme  lineari  indipendenti,  il  numero  k    è    uguale    alla    caratteristica 
della  matrice  di  V. 

Invero,    se   si    deriva  la  (1)  successivamente  rispetto   a  ciascuna  delle 
Xi  ,  . .  ,  a;^  ,  e  si  divide  per  2,  si  ottengono  le  identità  : 

auaCj+ajjXj-f  ...  +aii,a:,.t^ai,(?i4-a2i?2+  -  +«^1?* 

«?l^l+«22^2^    ...  +a2n^n=«12?l  +  222?2■^-   -   -^^kì^k 


dalle  quali  appare  che  le  n  forme  lineari  :  * 

V^  =  a,ia:,  +  a^^x^  +  ...  4-  a^^x^  ,  ì=l,  2,  ...  ,  n 

si  esprimono  come  combinazioni  lineari  di  sole  k  variabili  indipendenti , 
cioè  delle  9j  i  9^  »  •••  »  9fc  ;  cosicché  la  caratteristica  del  loro  sistema,  cioè 
appunto  la  caratteristica  di  V,  deve  coincidere  colla  caratteristica  delia 
matrice  : 

^11    ^21    •   •   •   ^ki 


^1/1    ^-^n    '    '    •    ^kn 


che  è  appunto  uguale  a  k  por  la  presupposta  indipendenza  dello  ^j  ,  ^^  ,...,  ^i- 

4.  So  la  caratteristica  di  una  fonna  quadratica  V(x,  ,  ...  ,  x,^)   è    uguale 

&.  k  0  k  <  n,  si  può  diro  clic  la  forma  V  dipende  essenzialmente  da  sole  k 
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variabili.  Segue  infatti  dal  teorema  della  nota  precedente  che  X;  6  il  mi- 
nimo namero  di  variabili  da  cui  si  può  far  dipendere  Y  mediante  un'op- 
portuna sostituzione  lineare  delle  a;,  ,  ...  ,  x^, 

5.  È  assai  interessante  l'interpretazione  geometrica  del  valore  della  ca- 
ratteristica di  Yix^  ,  sCji  }  ^3  )  ^i)  *^  rapporto  alla  superficie  del  second'or- 
dine  definita  dall'  equazione  : 

V(Xi  ,  a?2  7  «3  »  ^4)  =  0  (2) 

in  cui  x^:x^:  x^i  x^  rappresentano  le  ordinarie  coordinate  omogenee  di  un 
punto  dello  spazio. 

a)  Affinchè  la  superficie  (2)  degeneri  in  due  piani  coincidenti,  è  neceesario 
e  sufficiente  che  sìa  k  =  1. 

Infatti  ,  dire  che  la  superficie  (2)  degenera  in  due  piani  coincidenti , 
equivale  a  dire  che  la  Y  ò  un  quadrato  esatto,  e  reciprocamente. 

b)  Affinchè  la  superficie  (2)  si  riduca  a  due  piani  fra  loro  distinti,  è  ne- 
cessario e  sufficiente  che  sia  k  =  1*. 

Infatti,  se  la  superficie  (2)  si  riduce  a  due  piani  distinti,  si  avrà  iden- 
ticamente Y  =  u,Vy  essendo  u  e  v  due  forme  lineari  indipendenti.  Si  potrà 
dunque  porre  identicamente  : 

4V .-  [?,1*  -  [?,]*  (6) 

prendendo  9,  =  u  +  v  e  t^^-zzu—v.  E  le  9,  ,  9,  saranno  indipendenti;  poi- 
ché, se  fosso  identicamente,  per  un  certo  valore  del  coefficiente  costante  X: 

u  -f  t?  =  X(w  -  v)  , 
se  ne  dedurrebbe  : 

(1  -  l)u  +  (1  +  X)ì;  =  0  , 

cosicché  le  u  e  t;  non  sarebbero  indipendenti,  contro  il  supposto.  Si  ha 
dunque  A;  =;:  2. 

Beciprocamente,  se  A:  =  2,  sussisterà  un'espressione  della  forma  (6)  con 
9^  e  9^  indipendenti  ;  onde  si  avrà  : 

cioè  lo  spezzamento  della  superficie  in  due  piani  distinti. 

e)  Affinchè  la  superficie  (2)  degeneri  in  un  cono  senza  ridursi  al  sistema 
di  due  pianij  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  k  =  8. 
Invero,  per  A;  =  8,  l'equazione  (2)  prende  la  forma  : 

[fiY  +  M  +  [?»]*  =  0  (3) 

dalla  quale  apparo  facilmente  che,  se  P  ò  il  punto  comnne  ai  tre  piani 
9,  =  0  ,  9,  =  0  ,  9j}  =  0  e  Q  un  punto  qualunque  della  (8),  ogni  altro  punto 
della  retta  OQ  starà  del  pari  sulla  (8).  La  (8)  rappresenta  dunque  un  luogo 
di  rette  uscenti  dal  punto  P,  cioè  un  cono. 

Keciprocaniente,  se  la  (2)  rappresenta  un  cono,  non  ò  possibile  che  sia 
k  =.  4.  cioè  non  é  possibile  dare  alla  (2)  la  forma  : 

[?,]*  +  [f  2]-  +  [?3]*  +  [f,]'  =  0  (4) 

essendo  le  9  fra  loro  indipendenti.  Infatti,  se  A^  ,  A,  1  A,  ,  A^  siano  i  va- 
lori che  assumono  risp.  le  9  quando  si  sostituiscano  in  esse  le  coordinate 
del  vertice  del  cono,  un  punto  qualunque  del  cono  non  solamente  dovrà 
soddisfare  alla  (^4),  ma  anche  all'equazione  : 

[A,  +  9,]s  +  [A,  +  9,1*  +  [A,  +  y»  +  [A4  +  9,]*  =  0,  (5) 

poiché,  sommando  ordinatamente  le  sue  coordinate  con  quelle  del  vertice, 
8i  dovranno  avere  le  coordinate  di  un  altro  punto  del  cono.  Dovrà  quindi 
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soddisfare  altresì  airequazione  di  1^  grado  : 

A,9i  +  Ag?,  +  A3?3  +  A^^^  =  0 

il  che  è  in  contraddiziono  coU'ipotesi  che  il  cono  non  degeneri  in  piani, 
a  mono  che  sia 

Al  =  0  ,  Ag  =  0  ,  A3  =  0  ,  A4  =  0. 

Ma  anche  ciò  è  impossibile  (art.  481),  essendo  diverso  da  zero  il  deto.rmi- 
naute  delle  9,  che  si  sono  supposte  indipendenti. 

§  4.0  —  Sofltitazionl  ortogronall. 

1132.  Una  sostituzione  lineare: 

(l) 

si  dice  ortogonale  quando  in  virtù  di  essa  si  ha  fra  le  variabili 
primitive  e  le  trasformate  la  relazione  : 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  la  (1)  sia  ortogo- 
nale, si  ottengono  dunque  sostituendo  in  (2),  in  luogo  delle  x,  le 
loro  espressioni  (1),  ed  uguagliando  quindi  (art.  484)  i  coefficienti 
delle  stesse  potenze  y,^  e  degli  stessi  prodotti  y^yj  nei  due  membri 
delle  (2).  Si  trovano  cosi  i  chic  sistemi  di  condizioni  : 

«ii«j*+«2i«2fc+  -  +«,.i«nk^O,        per  i^/c ,  (3) 

«lt«li-^«2i«2t+   -  +«m«.u=l?  per   *=1,    2,...  ,71.  (3)' 

1133.  Da  questo  relazioni  segue  facilmente  che  il  quadrato  del 
modulo  di  una  sostituzione  ortogonale  è  uguale  alVunità, 

Eseguendo  infatti  questo  quadrato  colla  regola  del  prodotto /^cr 
verticali,  si  ottiene  : 


(Iji       rtj2   •    •    •   ^\n 


^«1      ^n2  •    •    •    ^nn 


1       0    ...    0     ' 

0      1    ...    0  - 

j  =  1.  (4) 

0    0  ...  1 


1134.  Moltiplicando  le  (l)  risp.  per  a,,  ,  a^i  ,  ...  ,  a,,^ ,  e  sommando 
quindi  membro  a  membro,  si  ottiene  in  virtù  delle  (3)  e  (3)': 

<^U^\  +  «21^2  +  •  •  •  +  ^ni^n  =  .V»  ;  (5) 

cioè:  la  sostituzione  ortogonale  (1)  risoluta  rispetto  alle  y,  è\ 

(6) 

Yn  ^  *^ìn^i  +  ^2«^a  4-  .  .  .  +  a„^x„. 
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1135.  Sostituendo  queste  espressioni  delle  y^  nelle  (2)  e  identi- 
ficando rispetto  alle  x^ ,  come  poco  fa,  si  ottengono  le  seguenti 
relazioni  : 

«il«il    +  «i2«/«  +  .  .  .  +  dindin  =  1-  (7)' 

Si  vede  dunque  che  :  il  sistema  di  equazioni  (3)  e  (3)' ,  fra  i 
numeri  a^ ,  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  (7),  (7)'  e 
reciprocamente, 

1 136.  Indicando  con  e  il  valore  (=±1)  del  determinante2=^«ii«22-^wn 
e  con  A^-  l'aggiunto  di  a^-  in  questo  stesso  determinante,  la  risolu- 
zione ordinaria  della  (1)  rispetto  alle  y,-  darebbe  : 

Confrontando  colle  (5)  si  trova  dunque  che  s«aj^,  =  A,^,- ,  cioè  che: 
nella  matrice  di  una  sostituzione  ortogonale  ogni  elemento  è  uguale 
al  suo  aggiunto^  se  il  modulo  della  sostituzione  ha  il  valore  1,  ed 
è  invece  uguale  ma  di  segno  opposto,  se  il  modulo  ha  il  valore  — 1. 

1137.  Notiamo  per  ultimo  che:  se  x^  ,  x^  ,  ...  ,  x„  ;  x'j  ,  x'g  , . . ,  x'„ 
sono  due  sistemi  qualunque  di  valori  delle  x,  ed  y^  ,  y^  ,  ...  ,  y„  ; 
y'i  >  y's  7  •••  )  y'»i  *  sistemi  di  valori  delle  y  che  ad  essi  rispettiva- 
mente corrispondono  in  virtii  della  sostituzione  ortogonale,  si  ha 
la  relazione  : 

XiX\+X2x'2+  ...  +x„x'^=y,y'i+y,y',+  ...  +y„y',, ,  (2)' 

di  cui  la  (2)  è  evidentemente  un  caso  particolare  (a?',=:a:,). 

La  relazione  (2)'  si  ottiene  moltiplicando  membro  a  membro 
ciascuna  delle  (1)  per  la  corrispondente  equazione  fra  le  x'  ed  y', 
sommando  quindi  le  n  equazioni  ottenute  membro  a  membro  e 
tenendo  conto  delle  (3)  e  (3)'. 

Vote  ed  Esereisi. 

1.  Dedurre  dalTart.  1186  che  of^nì  determinante  minoro  contenato  nella 
matrice  di  una  sostituzione  ortogonale  di  modulo  e,  ò  uguale  al  suo  com- 
plemento algebrico  (art.  162)  moltiplicato  per  e.  (Cfr.    pg.    206,    Nota   o»). 

2.  La  sostituzione  ortogonale  dà  luogo  ad  un^importautc  interpretazione 
geometrica.  Prendendo,  per  fissare  le  idee,  n=::8,  sia  la  sostituzione  orto- 
gonale : 

X  =  a^^x'  +  a,2y'  +  a^^z' 

y  =  «2,0;'  +  aggy'  -h  agsz'  (A) 

z  =  erg,»'  4-  «322/'  +  a^^z' 

e  si  interpretino  le  x,  y,  z  come  le  ordinarie  coordinate  cartesiano  orto- 
gonali di  un  punto  qualunque  dello  spazio,  le  x\  y' ,  z  come  le  coordi- 
nate di  un  nuovo  punto,  corrispondente  al  primo,  riferite  allo  stesso  si- 
stema di  assi. 

È  facile  riconoscere  che  :  la  trasformazione  ortogonale  (A)  applicata  ad 
una  figura  qualunque  S  dello  spazio  non  altera  le   distanze   relative  dei  suoi 
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puntù  Invero,  se  (x,  y,  »),  (E,  »),  0  sono  due  punti  della  figura  8  ed  (x\  y  z\ 
(E\  V)  O  i  due  punti  ad  essi  corrispondenti  nella  nuova  figura  S' ,  dalle 
formolo  (2;  e  (2/  segue  appunto  : 

(a!-?)*+(y-»l)«+(z-$)'=(a:'-5')*+(y'-'!')*+(2'-?')*. 
É  importante  distinguere  il  caso  in  cui  il  determinante  : 

^11      ^12      ^13       =  £  =  ±  1 
^21       ^2»       ^28 
«SI       ^32       ^88 

ha  il  valore  +  1  dal  caso  in  cui  ha  il  valore  —1.  Infatti,  per  e  =  I,  /e  dnt 
figure  corrispondenti  S  ed  S'  sono  eguali  e  congruenti^  cioè  si  possono  sovrap- 
porre Vuna  alV altra  mediante  un  movimento  nello  spazio;  invece^  per  e  =  —  i, 
una  delle  due  figure  si  ptiò,  mediante  un  movimento  nello  spazio,  portare  a 
coincidenza  colVimagine  delValtra  figura  riflessa  in  uno  specchio  piano. 

Sia  infatti  S'  la  figura  S  riflessa  in  uno  specchio  piano  perpendicolare 
alleasse  delle  x  e  passante  per  Torigine,  cosicché  per  ogni  punto  (x,  y,  z) 
di  S  e  pel  corrispondente  {x" ,  y\  z")  di  S"  si  ha  : 

X  ^  -  X*'  f  y  :=  y''  ,  z  =  z' 

che  è  evidentemente  una  sostituzione  ortogonale  di  modulo  eguale  a  —1. 
La  figura  S'  dovrà  essere  congruente  ad  8  ovvero  ad  S". 

Nel  primo  caso  la  sostituzione  (A)  equivarrà  ad  un  movimento  di  S 
nello  spazio,  cioè,  come  è  noto  dalla  cinematica,  si  potrà  considerare  come 
la  risultante  di  tre  rotazioni  intorno  ai  tre  assi  coordinati,  ognuna  delle 
quali,  come  è  agevole  riconoscere,  equivale  ad  una  sostituzione  ortogonale 
di  modulo  1  ;  onde  sarà  eguale  ad  X  anche  il  modulo  della  ^A),  che  de- 
v^essere  eguale  (art.  473)  al  prodotto  dei  moduli  delle  sostituzioni  com- 
ponenti. 

Se  invece  S'  è  congruente  ad  S",  la  sostituzione  (A)  equivarrà  ad  una 
riflessione  di  S  in  S"  seguita  da  un  movimento  per  cui  la  S"  prende  poi 
la  posizione  S'  (cioè,  per  quanto  si  è  ora  detto,  da  una  sostituzione  orto- 
gonale di  modulo  1).  Sarà  dunque  la  risultante  di  una  sostituzione  di  mo- 
dulo —  1  e  di  una  sostituzione  di  modulo  J,  onde  il  suo  modulo  sarà  ap- 
punto  —  1;  e.  d.  d. 

8.  Detti  X,  Y,  Z  i  tre  assi  coordinati  presi  nella  direzione  positiva,  ed 
X',  Y',  Z'  le  tre  direzioni  corrispondenti,  che  essi  assumerebbero  in  virtù 
del  movimento  (con  o  senza  riflessione)  rappresentato  dalla  sostituzione 
ortogonale  (A),  dimostrare  Tidentità  delle  due  matrici  : 

«li   «12  «13  C08(X'X)     cos(X'Y)     cos(X'Z) 

«21    «22   «23      ;      C08(Y'X)       C06(Y'Y)       cos(Y'Z) 

«31    «32    «33  C08(Z'X)       COS(Z'Y)      C08(Z'Z). 

4.  Ciò  premesso,  riconoscere  che  la  sostituzione  ortogonale  (A)  si  può  an- 
che interpretare  geometricamente  nel  senso  che^  se  x,  y,  z  sono  le  coordinate 
di  un  punto  qualunque  dello  spazio  rtferito  alla  terna  di  assi  X  ,  Y'  ,  Z  ,  le 
x',  y',  z'  sono  le  coordinate  di  quello  stesso  punto  ri/erito  alla  nuova  tema  di 
assi  X',  Y',  Z'. 
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§  5.0  —  Trasformazione  ortogronale  di  una  forma  quadratica. 

1138.  Data  una  forma  quadratica  con  n  variabili: 

si  può  sempre^  in  infiniti  modi^  determinare  una  sostituzione    li- 
neare : 

(2) 

che  faccia  prendere  ad  f  la  forma  : 

f{x,  ,  ...  ,  xJ=F(Xj  ,  ...  ,  X^).-p,X,«+p,X,H  ...  +PnX^S        (3) 

essendo  Pi  ,  p^  f  ***  '  Pn  ^^^  coefficienti  costanti  da  scegliersi  oppor- 
tunamente. 

Invero  sostituendo  le  (2)  in  f  e  indicando  con  F^  la  derivata 
parziale  di  F(Xi  ,  ... ,  X,^)  rispetto  ad  X^^ ,  si  trova  subito,  ricor- 
dando le  regole  per  la  derivazione  di  una  somma  o  di  un  pro- 
dotto : 

F;ì(X,  ,  ... ,  XJ  =-^aij(gi^Xj  +  gj^Xi)  =  ^^a^jg^^Xj  ,         (4) 

cosicché,  se  è  verificata  Tidentità  (3),  si  dovrà  avere  : 

PA  =^a^-5',Vi^; ,         ^=1»  2,. ..,71,  (5) 

come  si  vede  derivando  rispetto  ad  X;^  V  ultima  espressione  (3  )• 
Reciprocamente,  se  sono  soddisfatte  le  identità  (5),  la  f  avrà 
precisamente  la  forma  (3).  Dalle  (5),  moltiplicate  risp.  per  Xj ,..,  X^ 
e  sommate  membro  a  membro ,  si  deduce  infatti ,  tenendo  pre  - 
senti  le  (4)  : 

p,X,«  +  .  .  .  +  p^XJ  =  ^JF,X,  +  .  .  .  -h  F,,X„  j , 
cioè  appunto,  per  il  teorema  di  Eulero  (art.  512)  : 

p,Xi«  -}-...  -f  Pn^J  =  F. 

1139.  Detto  Gy  l'aggiunto  di  g/j  nel  determinante  : 
le  (5)  si  possono  scrivere  : 


^j 


■jf 
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come  si  vede  sostituendo  in  luogo  di  X^  la  sua  espressione  rica- 
vata dalle  (2);  e  idontifìcando  i  coefficienti  di  una  stessa  x  nei 
due  membri  : 


9h^lh  =  ^((^nffìh  +  ^i\9th  +  -  +  ^nl9nh) 


V 


A  =  l^      2;   ...   y  ti. 


(5)" 


1140.  Se  si  vuole  che  la  sostituzione  (2)  sia  ortogonale^  i  coef- 
ficienti Qij  dovranno  altresì  soddisfare  (art.  1136)  alle  condizioni: 

9ij  =  s  •  G^         ,  i  ,  i=l,  2,  ...  ,  n,         (6) 

essendo  £  uguale  a  G;  e  in  questo  caso  le  (5)"  prendono  la  forma 
più  semplice  : 

9h9\h  -  ^n9\h  +  <=^2\9%h  +  . . .  +  a^i9nh 

hiUih  =  ^129ui,  +  ^Ìì92h  -t-  •  •  •  +  ^n29fih  (7) 


9,.9uh  =  ^ln9lh-^  ^2n9ìih  +  •  •  •  f  (^nn9nh' 

Ora,  affinchè  questo  sistema  sia  risolubile  con  valori  finiti  e  non 
tutti  nulli  delle  ^j;^  ,  g^J^  ,  ... ,  g^^f^ ,  è  necessario  e  sufficiente  (artì- 
colo 432)  che  il  numero  p;^  soddisfi  airequazioue  : 


^Il-PA 


a 


21 


... 


a 


a 


12 


^22-9h 


a 


ni 


ni 


a 


in 


a 


2n 


««n-p/i 


=  0. 


(S) 


È  questa  un'equazione  del  grado  n  rispetto  a  p^  ,  le  cui  n  ra- 
dici, in  generale  fra  loro  distinte,  saranno  precisamente  gli  n  va- 
lori da  assumersi  per  gli  71  coefficienti  Pj  ,  P2  '  •••  ^  9n- 

Per  ogni  coefficiente  ^f^,  così  determinato  come  radice  dell'equa- 
zione (8),  si  calcoleranno  poi  i  corrispondenti  coefficienti  g^f^  , 
9ih  ;  •••  j  ffnh  mediante  le  (7)  e  mediante  la  relazione  : 


2  =  1 


(9» 


9lh''-^92h+  '"+9nh 

necessaria  per  Tortogonalità  della  sostituzione  (2). 

1141.  Se  r  equazione  (8)  ha  tutte  le  sue  radici  distinte,  il  nu- 
mero p^j  non  soddisferà  (art.  913)  alTequazione  che  si  otterrebbe 
derivando  la  (8)  rispetto  a  p,^  ;  opperò  almeno  uno  dei  determi- 
nanti minori  di  ordine  n  —  l  contenuti  nel  determinante  (8)  san\ 
diverso  da  zero,  cioè  la  caratteristica  del  determinante  (8)  sarà 
n—l.  Di  qui  segue  (art.  435j  che  le  equazioni  lineari  (7)  daranno 
un  unico  sistema  di  valori  pei  rapporti  (/,;j  :  ^2^^  :...:  (/^j^  ;  cosicché, 
tenendo  poi  conto  della  (!)),  si  avranno  per  questi  coefficienti  due 
soli  sistemi  di  valori,  cioè  : 


9ìh  ì  Uih  7  •••  )  Onh 


"  Olh  ì   ^  92h  7 


9nh' 
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1 142.  Se  tutti  i  coefficienti  SLff  ed  Sifj  =  a^,  sono   reali,  V  equazio- 
ne (8),  0  meglio  l'equazione  in  z  : 


aji— «jZ        a^g        ...        aj^ 

*21  ^22  ""^S^       •    •    •  *2n 


) 


a^,  a^g        .  .  .    a„,j— a^z 


=  0  (10) 


in  cui  le  tt]  ,  ttj  ;  ...  ;  a,^  sono  numeri  reali  tutti  positivi  o  tutti  ne- 
gativij  ha  le  sue  radici  tutte  reali. 

Supponiamo  infatti  che  z  sia  nna  radice  di  (10).  Si  potranno 
determinare  (art.  432)  dei  numeri  reali  o  complessi,  non  tutti  nulli, 
^1  7  3?2  ,  ... ,  sc„  tali  da  avere  : 

(«11  -  «i«)i«^i  +  «12^2  +  . . .  +  a^^x^  =  0 

«21^1  +  («22  ""  «2^)^2  +  •  •  •  +  «2n^«  =  ^ 
(11) 

«>»ia?l+  ««2a^2+  •  •  •  +  («un  -  «n2)«n=  0- 

Se  indichiamo  con  x\  ,  x\  ,  ...  ,  x\  risp.  i  numeri  complessi  con- 
jugati  ad  x^  ,  x^  , ...  ,  x,, ,  segue  dalle  (11)  moltiplicate  risp.  per 
x\  ,  x\  ,  ...  ,  ar'„  e  sommate  : 

Poiché  ora  x,x\-  =  (modaj,)^,  ed  i  numeri  x,  ,  Xg  , ...  non  sono 
tutti  nulli;  ed  oltre  a  ciò  le  ol^  y  ol^  j  ...  hanno  tutte  ugual  segno, 
è  chiaro  che  la  quantità  a^x^x\-{-,..-\-a^^x^x\^  è  sempre  reale  e  di- 
versa da  zero.  D'altra  parte  la  somma: 

Y^aijx\xj 

è  del  pari  reale,  poiché  ogni  termine  a^jXfX'j  si  può  sommare  col 
termine  aj^x'jx^,  che  gli  è  conjugato,  essendo  afj  =  aj^.  L'equazio- 
ne (12)  ci  darà  dunque  evidentemente  per  z  un  valore  re»nle,  e. 
d.  d. 

1143.  Di  qui  segue  che,  se  la  forma  quadratica  (1)  ha  i  coeflR- 
cienti  reali^  anche  la  sostituzione  ortogonale  (2),  mediante  la  quale 
essa  prende  la  forma  (3),  avrà  i  suoi  coefficienti  reali,  come  chia- 
ramente appare  dal  procedimento  indicato  all'art.  1140  per  la  de- 
terminazione delle  g^,^  ,  g^f^ ,  ... ,  g,^j^. 
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S'ote  ed  Esercisi. 


1.  Al  problema  algebrico  trattato  in  questo  §  corrisponde  in  geometria 
il  problema  di  determinare  le  direzioni  asHali  delle  coniche  e  delle  qoa- 
driche.  Ci  occnperemo  qui  di  quest'ultime. 

L'equazione  di  una  superficie  del  2^  ordine,  in  ordinarie  coordinate  car- 
tesiane ortogonali,  è  della  forma  : 

j=3  fc=3  ^ 

S  ^^iJ^i^J  \  +  ^1^1  +  ^i^2  +  ^3«3  +  C  =  0.  (1) 

I  termini  di  2^  grado  costituiscono  la  forma  quadratica  : 


Ì=3    1^3 

alla  quale,  mediante  un'opportuna  sostituzione  ortogonale  : 

^1  =  9n^i  +  5^12X2  -^  din'^s 

^%  =  9i\^i  +  ^22^2  +  5^23X3  (2) 

^3  =  ^31^1   "*"  5^32^2  "^  ^33^3  » 

si  potr&  far  prendere  la  forma  : 

f{x^  ,  «2  ,  Xg)  =  p^Xj-  +  p2X2^  +  pgXj^^.  (3) 

Eseguendo  ora  questa  stessa  sostituzione  (2) ,  che  si  può  interpretare 
Ccfr.  la  Nota  4"  del  §  che  precede)  come  una  rotazione  degli  assi  coordi- 
nati intorno  all'  origine,  nell'  equazione  (1) ,  essa  equazione  prenderà  la 
forma  : 

p,X,«  +  PjX,«  +  PaXs»  +  B.Xi  +  BgXj  +  BjX,  -I-  e  =  0.         (4) 

È  questa  V  equazione  della  quadrica  (1),  quando  in  luogo  delle  coordlnalt 
X,  ,  x^  ,  X3  si  prendono  come  coordinale  le  Xj  ,  Xj  ,  X,  relative  alla  tema 
delle  rette  condotte  per  la  primitiva  origine  parallelamente  alle  direzioni  a*- 
siali  della  quadrica. 

2.  Se  si  eseguo  dopo  ciò  anche  la  sostituzione  : 


X,  —  Y* ,    Xo  —  Yo  -  — —     t    X«  —  lo  —  -- — '  [o] 

^k'i  -/2  '^s'a 

che  si  può  interpretare  come  uno  spostamento  del  sistema  degli  assi  coor- 
dinati parallelamente  a  se  stesso  (essendo  Y,  ,  Y^  ,  Yj  le  nuovo  coordinate), 
la  (4)  prenderà  finalmente  la  forma  : 

p,Y,'  +  P,Y,'  +  g,Y,'  +  C^O,  (6) 

dove  : 


■*t  ?1  ?2  P3  ' 

La  trasfoimazluiio  (5)  cade  in  diletto  soltanto  quando   una   delle  s..-<' 


/ 
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P3  abbia  il  valore  0;  cioò  (art.  1140),  quando: 


a 


11 


a 


12 


a 


18 


a 


21 


a 


22 


a 


23 


a 


31 


a 


32 


a 


33 


=  0. 


È  questo  il  caso  in  cui  la  quadrica  (1)  non  ha  centro.  Se  invece  il  de- 
terminante ^^a^iO^^a^^  è  diverso  da  zero,  Tequazione  (6)  ci  rappresenterà 

la  quadrica  riferita  al  suo  centro  come  origine  e  ai  suoi  assi  come   assi 
coordinati. 

3.  Se  i  coefficienti  delPequazìone  (1)  sono  reali,  i  tre  numeri  pi  i  p^  «  pa 
saranno  pure  reali  (art.  1142).  So  uno  di  essi,  p.  es.  p^ ,  sia  zero,  la  qua- 
drica (1)  sarà  senza  centro  {paraboloide  ellittico  od  iperbolico  a  seconda  dei 
segni  di  p,  e  p,).  Se  invece  le  c^^  j  p^  i  ps  sono  tutte  diverse  da  zero,  si  a- 
vranno  a  seconda  dei  loro  se^^ni  lo  diverse  specie  di  quadriche  dotate  di 
centro  (ellissoide,  iperboloide  ad  una  falda,  iperboloide  a  due  falde). 

4.  Si  trovino  le  condizioni  affinchè  la  quadrica  si  riduca  ad  un  cilindro 
(ellittico  od  iperbolico),  considerando  il  cilindro  come  caso  particolare 
dello  superfìcie  senza  centro  e  come  caso  particolare  del  cono  (cfr.  la  No- 
ta 5*  del  §  S.*»). 

5.  Aggiungiamo  alcuni  sviluppi  riguardanti  la  determinazione  dei  coef- 
ficienti Qij  della  sostituzione  ortogonale  (2).  (Cfr.  Resse:  Vorlesungen  uber 
analytische  Geometrie  des  Raumes.  XIX  Yorl.). 

Posto  : 


^n-p 


a 


12 


a 


13 


a 


21 


«22— P         « 


28 


a 


31 


a 


32  ^S"? 


=  A(P), 


(8) 


cosicché  Pi  ,  Ps  )  p,}  sono  le  tre  radici  di  A(p)  =  0,  e  detto  A/y(p)  Taggiunt* 
delPelemonto  di  posto  {i  ^  j)  nel  determinante  A(p),  si  avrà  (art.  1141)  si- 
multaneamente (cfr.  art.  4i54)  : 


<J\h  •  9^h  •  9ih  =  ^ii(Pfc)  '  ^12(Pa)  '-  ^iniPh) 
9lh  '  9th  '  93h  =  ^SlCP/i)  •  ^39Ì9h)  '  ^33(Pa)  7 


(9) 


Da  queste  uguaglianze,  moltiplicandone  i  primi  membri  risp.    per  ^r^^ , 
ffh  i  Sih  ®  paragonandoli  quindi  coi  secondi,  si  deduce  : 


Vh  '  9lh    =  ^11       >       H  •  9th9òh  =  ^23  =  ^32 
V-h  •  92h^  =^  ^22      y      V-h  '  9sh9ih  =  ^31  =  ^13 

V-h  '  93h  =  ^33     >     i^;.  •  9\h9ih  =  ^12  =  ^21  j 


(10) 


dove  il  coefficiente  di   proporzionalità   si   determinerà   mediante   la   rela- 
zione : 

9ih-^9ik-^9zh^=^^i  che  dà:  V'h-^^ni,9h)'^^%M^^zz{hò  ^      (H) 
e  dal  secondo  grappo  delle  (10)  segue  anche  : 


'^9xh   =  - 


^31'*12 


'23 


^„     2.^12^23       ^^     2  _  ^23^31 
^81  **U 


(12) 
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Se  in  luogo  delle  a^-  si  introducono  lo  sei  costanti  : 

g  2  _  ^12^13  Q  2  ^  «23^1  0   2-'' 

Pi  —  ~z        ^     P2  —    ^        >     es  — 


a. 


a. 


a. 


"83  "-18  '*12 

«1  =  ?1*-  «11    »    ^2  =  ?2*  -  «22    ,    «3  =  P3*  -  «38   • 

le  (12)  prendono  la  forma  : 

•^i72ft*  =  P** -'  ±P*)-^^±P*-) ,    poiché  :    A„  =  a^J,a,  +  p) , 


«8  +  Pa 

nel  mentre  che  la  (8)  si  può  scrivere  : 


^31  =  «13(0»  +  P) 


m 


Pi*        Pi*        w 


(«1  +  p)(a,  +  p)(a8  +  p)     tti  +  p     a,  +  p     a,  +  p 


(13) 


(14) 


§  6.0  —  Sopra  alcune  classi  di  eqaasionl 
a  radici  tutte  reali. 


11441  Se  i  numeri  reali  a^- ,  a^-  soddisfano  alle  condizioni 
«V  =  «/i  1  ^xi  =  ^ji  P^r  tutti  i  valori  degli  indici  t ,  ;  variabili  da  1 
ad  71  ;  se  inoltre  la  forma  quadratica  ; 


2^^ij^iXj  =  ^/(aci  ,  a?2  >  •  •  •  ?  ^n) 


(0 


*  ì3 


ha  sempre  lo  stesso  segno  per  tutti  l  valori  reali  delle    Xj  ,...,  x^ , 
Vequazione  di  grado  n  in  z  : 


a,,  —za, 


a<o  —  zoCia  •  •  •  a**,  —  zot 


n        '"^ll       "12        *"^12    •    •    •    **ln 
21       '*22  ~  *"*22 


In 


«21  -  za 


aaiA  "~  za. 


a2n  -  Za2n 


^nl  ~  Za^j      a„2  —  Za,,2  •    •    •    ^nn  ""  ^^ 


nn 


=  0 


(2) 


Zia  Ze  sue  radici  tutte  reali. 

Segue  infatti  dalle  (2)  che  sì  potranno  determinare  dei  numeri 
non  tutti  nulli  a*,  ,  x^  ,  ...  ,  x,^  pei  quali  siano  soddisfatte  le  n  equa- 
zioni lineari  omogenee  : 

(«ii-2Ja,.,)a:i4  (a.2-2;7,.2)x2  f  ...  -f  (a,>»-2a;Ja:„=0    ,    i=l  , ... ,  n,     (3) 

cosicché,  moltiplicando  poi  queste  equazioni  risp.  pei  numeri  x\ , 


^'2  ?  ••   ?  ^'n  conjugati  di  x^  ^  x^  ,  ...  ,  sc^  ,  si  avrà  : 


^aijx\xj  -z^(iijx\xj^O, 


«iJ 


ij 


(4) 
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dove  le  due  sommatorie  hanno  valore  reale ,  poiché  un  termine 
qualunque  afjx\xj  della  prima  si  trova  sommato  col  termine  a^jx'jXi 
che  ^li  è  conjugato,  essendo  a^j  -  aj^ ,  e  similmente  per  la  seconda. 
L'equazione  (4)  ci  darà  dunque  per  z,  cioè  per  una  radice  qua- 
lunque deircquazione  (2)  un  valore  reale,  come  si  è  asserito,  sem- 
prechò  si  dimostri  che  la  seconda  sommatoria  : 


s 


CLfjX\Xj  (5) 


non  può  riuscire  uguale  a  zero. 
Invero  per 


a:i=Ci+c\>/— 1  ,  X2=C2+c'2\/— 1  ,  ...  ,  x^"C^^+c'^\f^  ,  (6) 

si  trova  immediatamente  : 

^a^x'iXj  =^afXc,c^.-f  c'iC'j)-f^{Ci  ,  c^  ,  ...  ,  cj^f^{c\  ,  e',  ,  ...  ,  c'J , 

onde,  essendo  ^  per  supposto  di  segno  costante,  dovrebbe  aversi 
perchè  fosse  nulla  la  (5)  : 

«Kc,  ,  e,  ,  ...  ,0  =  0  ,  ^{c\  ,  c\  ,  ...  ,  c'J=  0.  (7) 

Ciò  posto,  se  u^  ,  1*2  >  •••  f  ^n  sono  delle  variabili  reali  arbitrarie 
e  poniamo  per  brevità  : 

si  ha,  tenendo  presente  la  prima  delle  (7)  : 

cosicché,  dovendo  il  segno  del  secondo  membro  essere  indipen- 
dente'dal  segno  di  X  che  può  essere  un  numero  reale  positivo  o  ne- 
gativo arbitrariamente  grande,  sarà  necessariamente  : 

e  quindi  anche,  essendo  le  tc^  ,  ...  ,  u^  arbitrarie  : 

*i  =  0  ,  4^2  =  0  ;  •  •  •  »  *n  =  0. 

Da  queste  uguaglianze  e  dalle  analoghe  che  si  potrebbero  scri- 
vere per  le  e',  segue  per  le  (6)  ed  (8)  : 

Epperò  le  uguaglianze  (3)  sussisterebbero  indipendentemente  dal 
valore  di  z,  onde  l'equazione  (2)  dovrebbe  essere  soddisfatta  iden- 
ticamente, ipotesi  che  va  evidentemente  esclusa  a  priori. 

Le  equazioni,  a  radici  tutte  reali,  già  incontrate  agli  articoli 
1140  e  1142  altro  non  sono,  come  è  facile  riconoscere  immediata- 
mente, che  casi  particolari  della  (2). 

1145.  Steno  a-hpi  ,  y+Si  ,  ...  ,  X+[jii  delle  quantità  complesse  nelle 
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'  I  coefficienti  di  i  hanno  tutti  io  stesso  segno.  Se    si 


l'equazione:  pF(x)+q^(x'y=^0,  in  cui  p  e  q  sono  numèeri  reali  arbi- 
trari, lui  tutte  le  sue  radici  reali  '*;. 

Invero  quest'equazione  può  mettersi  sotto  la  forma  : 

(p  —  iq)'U(x  —  a  -  ^t)  +  (/>  +  iq^'Uix  -  a  t^  ^i)  =  0  , 

d'onde  si  deduce  : 

modn(ac  —  a  —  Ji)  =  modn(x  —  a  -h  ?0.  (2  » 

Ciò  posto,  supponiamo  ctie  x  =  X-^Yf  sìa  una  radice  di  il)  e 
che  Y  sia  diverso  da  zero.  Se  il  segno  di  Y  coincide  con  quello 
delle  ^  j  d  ,  ...  ,yL,  poiché  : 

mod^Cx  -  a  -  gf)  ^  (X  -  a)«  -f  (Y  -  ?;/ 

mod«(x  -  a  -f-  ?t)  =  (X  -  a)«  +  (Y  +  ^)« , 

81  avrà  evidentemente  : 

mod(x  —  a  —  Jji)  <  mod(x  ~  a  +  gì) ,  .  .  . 
e  quindi: 

lImod(x  —  a  -  pe)  <  11  mod(x  —  a  +  fi). 

Se  invece  Y  ha  il  segno  opposto  a  quello  delle  f  ,  o  ,  ..^  jx,  si 
concluderebbe  similmente  che  : 

11  mod(x  —  a  —  ft)  >  n mod(x  —  a  +  fi). 

In  entrambi  i  casi  il  risultato  sarebbe  in  contraddizione  colla  (2). 

1140,  Altre  classi  importanti  di  equazioni  a  radici  tutte  reali 
Hono  quelle  che  servono  di  base  alla  teoria  delle  coordinate  ellit- 
tlc/ie  e  a  (juolla  delle  funzioni  sferiche.  Ma  di  queste  abbiamo  g\^ 
avuto  occasione  di  trattare  nel  §  2»  (Note  4-6.i  e  nel  §  3»  Note  5  6). 

S'ote  ed  Esercizi. 

1.  So  una  forma  quadratica  a  cooffìcienti  reali  : 

/■(Xi,  .  .  .,X,,)=2j(^ijXiXj  (1) 

ha  sempre  valore  positivo,  o  sempre  valore  negativo,  per  tutti  i  sistemi 
di  valori  reali  delle  x^  ,  ...  ,  a;,^ ,  si  dice  che  essa  è  una  forma  quadratica 
definita. 

Ci  prt)poniamo  di  ricorcare  le  condizioni  alle  quali  debbono  s<oddisfare 
i  cooflicionti  aij,  aflìnchò  la  forma  (1)  sia  definita,  essendo  eie  di  molta  im- 
portanza in  diverso  questioni  di  analisi  (in  ispecie  nel  calcolo  infinitesi- 
inalo,  per  la  ricorca  dei  massimi  e  minimi  delle  funzioni).   Escluderemo  la 

I 

(*)  Questo  teorema  ò  di  Ilermite.  La  dimostrazione  qui  data  è  di  ia- 
^uorre  (1.  e.  Nota  5*).  | 


t 
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ipotesi  che  il  discriminante  di  /  sia  nullo,  poichò  se  ciò  accade,  la  /  si 
può  considerare  (art.  1129)  come  una  funzione  a  coefficienti  reali  di  sole  k 
variabili  indipendenti  (essendo  k  <n)  che  possono  assumere  altrettanti  va- 
lori reali  arbitrari  per  valori  reali  opportunamente  scelti  delle  x^  ,...,  x^  ; 
cosicché  in  questo  caso  la  /  si  può  considerare  come  una  forma  quadra- 
tica definita  con  sole  k  variabili. 

Ciò  premesso,  so  Pi  ,  Pj  .  •••  i  p»  sono  le  n  radici,  tutte   reali,   deir  equa- 
zione : 


^21       «22""  P 


a 


In 


•    •    • 


a 


2n 


a 


ni 


a 


ni 


•    •    •    <^nn-'9 


-0, 


(2) 


si  può  porre  identicamente  (art.  1140): 

A«i  y  -  }  ^n)  =  Pi^i*  -f-  P2X2-  +  ...  +  Pn^J  , 


(3) 


dove  le  X|  ,  ...  ,  X^^  sono  delle  funzioni  lineari  omogenee  fra  loro  indipen- 
denti, a  coefficienti  reali,  delle  a;,  ,  .  .  .  ,  x^.  Affinchè  la  /  sia  definita,  ò 
dunque  necessario  0  sufficiente  che  le  p^  ,  ...  ,  p^  (che  sono  tutte  diverse 
da  zero,  poichò  il  termine  noto  di  (2)  è  diverso  da  zero)  abbiano  tutte  lo 
stesso  segno  costante  della  funzione.  Supposto  infatti  p.  es.  che  il  sogno 
costante  di  /  sia  il  positivo,  ammettiamo,  se  è  possibile,  che  una  delle  p, 
p.  es.  lap,,  fosso  negativa.  Per  quanto  si  è  già  osservato,  si  potranno  al- 
lora dare  allo  x^  ,  ...  ,  sb^  dei  valori  reali  tali  da  aversi  : 

Xj  =  1   ,  X2  =  0  ,  X3  =  0  ,  ...  ,  X^  =  0  , 

cosicché  la  (B)  ci  darebbe  evidentemente  per  /  un  valore  negativo  in  con- 
traddiziono col  supposto. 
Sia: 

p^  +  A,?'-^  +  A^o^'^  +  ..,  +  A,,  =  0  (2)' 

V  equazione  (2)  ordinata  secondo  le  potenze  di  p.  Affinchè  le  sue  radici 
Pi  I  Pi  ?  **•  )  Pn  siano  tutte  positive,  è  necessario,  per  la  regola  dei  segni  di 
Cartesio,  che  la  successione  dei  coefficienti  : 


Aj  ,  Ag ,  . 


'n 


presenti  n  variazioni  ;  cioè  che  essa  non  prosenti  elementi  nulli  e  che  i 
segni  dei  suoi  elementi  siano  alternativamente  positivi  e  negativi.  Reci- 
procamente, so  ciò  accada,  la  trasformata  a  radici  di  segno  contrario  del- 
la (2)'  non  presenterà  alcuna  variazione,  cosicché  la  (2/  non  avr&  radici 
negative  e  per  conseguenza  le  sue  radici,  che  sono  reali,  saranno  tutte 
positive.  In  modo  analogo  si  troveranno  le  condizioni  affinchè  la  /  sia  a 
segno  costante  negativo. 

Si  conclude  pertanto  che  affinchè  la  forma  quadratica  (1)  abbia  segno  co- 
stante negativo  (ovvero  positivo)^  è  ne^ieisario  e  suffidenle  che  i  coefficienti 
della  (2)'  siano  lutti  dello  stesso  segno  (ovvero  di  segno  alternante). 

2.  Indicando  per  brevità  con: 


ù{z)  = 


«11  -  ^«11 

«21  -  2*21 


«12  -  ^«12 


... 


«1«— «^in 


a^g  —  zct. 


22 


a 


in 


za 


in 


^*il       ^^nl 


«#j2       ^'^ni 


•    •    . 


^nn-^^nn  ' 


il  primo  membro  dell' equazione  (2)  dell'art.  1144,  e  con  iìij(s)  l'aggiunti, 
dell'elemento  di  posto  (*  ,j;  nel  determinante  lì(2),  si  ha  il   seguente  im- 
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portante  teorema:  ae  z,  è  radice  multipla  di  ordine  X  deWequazione  Q(z)=0, 
casa  è  radice  multipla,  almeno  di  ordine  X— 1  ,  di  eiaeeuna  delle  equaxioui 
Qij(z)z=iO, 

Bitenendo,  come  alPart.  1144,  che  la  funzione  Q{z)  non  sia  nulla  identi- 
camente, consideriamo  la  funzione  razionale  di  z  (cfr.  pg.  205,  Nota  2*)  : 


xW= 


0 


Xt 


Vi 


11 


Vn 


^n     ^n\~'^^n\     •••    ^nn     ^^nn 


^ù^{z)'X^yj 


:Q(2)  = 


ij 


a{z) 


(4) 


dove  le  y^  ,  y^  ,...,  yy^  sono  delle  costanti  fissate  a  piacere  e  le  opj  ,  a:,  ....,  Xh 
delle  variabili  che  restano  arbitrarie. 
Sia  ora  : 


XW  = : -^ + : T^^ +  —  + 


{Z-Z,f 


{Z  -  z,r' 


(5) 


lo  sviluppo  di  y(z)  in  frazioni  parziali  (cfr.  art.  1002)  per  la  parte  che  ri- 
guarda la  radice  Zj.  Le  costanti  e  ,  e  ,  ...  dipenderanno  soltanto  dalle  y  e 
dai  coefficienti  tutti  reali  a^j  ,  a,;;  delle  due  forme  quadratiche  : 

Poniamo  inoltre  per  brevità  : 

e 

9(x  ,  w)=9i««)Wi+...+9„(a;)w,,  ,  ^{x  ,  z)=^i{xUi-{-...-^^^{x)u^. 

Se  nel  determinante  (4)  sostituiamo  : 

Xi  =  9,.(m)  -  zf^i{u) ,  1=1,  2,  ... ,  n, 

esso  prende,  come  facilmente  si  riconosce,  il  valore  : 

(2/1^1  +  2/2^2  +  •  .  •  +  ynO^(2)  ) 
cosicché,  eseo^uendo  la  stessa  sostituzione  in  (5),  si  otterrà,  posto  z  —  z^-z:^h: 

Ciò  posto,  se  e  fosse  maggiore  di  1,  dovrebbero  annullarsi,  nel  secondo 
membro  di  questa  uguaglianza,  almeno  i  coefficienti  di  h^  e  di  A,  cioè  do- 
vrebbe aversi  : 

9(w  ,  e)  -  2:,(1/(m  ,  c).--0 

(6) 
9(w  ,  e')  -  ir/K^  ,  C)  -  4^(u  ,  e)  =  0 , 

onde,  sottraendo  membro  a  membro,  dopo  aver  posto  nella  prima  identità 
u^  —  c'i  0  nella  seconda  w»  —  e/ ,  si  dedurrebbe  : 


A 


'l{c  ,  e)  -2a,;C;Cy  =  0. 
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Di  qui  segue,  essendo  la  '}  di  segno  costante,  che  dovrebbe  aversi  iden- 
ticamente (cfr.  art.  1144)  rispetto  alle  u^  ,  ...  ,  u^^  : 

<!»(« ,  e)  =  0 

e  quindi  anche  per  la  prima  delle  ((>)  : 

9(w  ,  e)  =  0. 

Si  avrebbe  dunque  per  ogni  valore  di  z  e  delle  u^  ,  ...  ,  u^  : 

<f{u  ,  e)  -  z^)u  ,  e)  =  0, 
cioè  si  avrebbero,  per  ogni  valore  di  2,  le  n  uguaglianae  : 

(fi(c)  -  z^i{c)  =  0,  1=1,  2  ,...,  n. 

Essendo  questo  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  fra  le  e^  , 
Cf  , ...  ,  Cji ,  che  non  sono  tutte  nulle,  dovrebbe  dunque  essere  nullo  iden- 
ticamente il  determinante  Q(z),  contro  il  supposto. 

Besta  cosi  dimostrato  che  e  ^  1.  Pertanto,  essendo  il  denominatore  Q(z) 
deirespressione  (4)  divisibile  per  (z  — zj^,  il  numeratore,  cioò  Pespressione: 

ij 
dovrà  essere  divit^ibile  almeno  per  (z  — Z|)^*~^  E  poichò  ciò  deve  accadere 
qualunque  siano  i  valori  delle  quantità  arbitrarie   x^  ^  yj ,    sarà   necessa- 
riamente ognuna  delle  funzioni  intere  iìij{z)  divisibile  per  (z  — Zj)^*^,  e.  d.  d. 
8.  Per  la  formola  di  Moivre  si  ha  : 


C08-  +  t  sin-  1  =  cosa  + 1  sina 
n  nj 

(a  a\** 

cos  —  i  sin  -  )  =  cosa  —  ì  sina. 
n  nJ 


Dividendo  queste  uguaglianze  membro  a  membro  e  ponendo  : 


a 

tff-  =  X  , 


se  ne  deduce  : 


\l-«x/    "l-itga 


Dimostrare  (cfr.  Laguerre  1.  e.  Nota  V)  che  quest'ultima  equazione  in  x 
ha  tutte  le  sue  radici  distinto  e  reali.  A  tale  oggetto  si  noti  che  da  que- 
st'equazione segue  che  : 

niod(l  +  ix)  =  mod(l  —  la). 

§  7.0  —  Operazioni  di  polare  —  Forme  polari. 

1147.  Se  da  una  funzione  intera  f{x^  ,  x,  ,  ... ,  sc^)  delle  n  va- 
riabili a?!  ,  a?2  ,  ...  ,  ae,j  si  deduce  la  funzione  : 

Capkllt.  —  latituzioni  di  analisi  algebrica,  3.*    cdiz .  87 
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ove  con  D^f  s'intende  (cfr.  art.  510)  la  derivata  parziale  di /ri- 
spetto ad  Xi ,  si  dice  che  si  è  eseguita  sulla  f  un'  operazione  di 
polare;  giacché  la  nuova  funzione  (l),  che  oltre  alle  ar^  ,  ...,«» 
conterrà  (però  soltanto  al  primo  grado)  le  y^  ,  ...  ,  y^  ,  si  dice  prima 
polare  di  f  rispetto  alla  serie  j^i  ,  t/2  »  —  Vn  (n^ove  variabili  da 
considerarsi  come  affatto  indipendenti  daJle  x^ , ... ,  ar^. 

1148.  Noi  diremo  anche  che  la  nuova  funzione  (1)  si  è  ottenuta 
dalla  f,  applicando  ad  f  il  simbolo  operativo  : 


i     ""   ""t  ""   *» 


che  indicheremo  brevemente  con  D^y  (cfr.-art.  616);  e  scriveremo 
quindi  : 

Chiameremo  D^y  una  operazione  di  polare  elementare.  Per  evi- 
tare equivoci  converrà  però  soggiungere  se  si  tratta  di  un  campo 
unitario,  binario,  ternario,  ecc.  A  seconda  di  questi  casi  il  signi- 
Acato  di  D,y  sarà  dato  da  : 

^tcy^Vx^co,  y  ovvero  da  D^y  =^^0^  +y,D^^, 
ovvero  da 


ecc. 


ory       -     -1       "-    -2 , 


1149.  Se  il  simbolo  operativo  D^y  si  applichi  due  volte  di  se- 
guito ad  fj  si  otterrà  la  così  detta  seconda  polare  di/,  rappresen- 
tabile con  ^ceA^a^pf]  o  P^^  brevemente  con  D^^^^f.  Similmente 
D^yY  ci  rappresenterà  la  terza  polare  di  /,  che  si  ricaverà  da  f 
applicando  tre  volte  consecutivamente  ad  /  Toperazione  D^y;  e 
così  di  seguito. 

È  chiaro  che  la  prima  polare  della  prima  polare  di  /*  coincide 
colla  seconda  polare  di  /,  e  così  la  prima  polare  della  seconda 
polare  colla  terza  polare  di  /,  ecc. 

1150.  Esempio.  —  Data  la  funzione: 
si  trova  come  prima  polare  : 


D^y/=(2aa:i+?a-3+Ya?2)y,+(2te2+YXi+aa;3V2+(2cac3+or«j-h^iCi)y3 
e  come  seconda  polare  : 

1151.  La  polare  k*^"  della  somma  di  più  funzioni  è  uguale  alla 
somma  delle  polari  k*"^  delle  singole  funzioni. 
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Basterà  dimostrare  ciò  per  il  caso  di  A;  =  1  ;  cioè  che 

^<cy(fl+f2  +  ...+/•«)  =  ^x,fl  +  KA  +  •  •  •  +  I>^/m- 

Ora  ciò  è  una  conseguenza  immediata  della  definizione  deir  o- 
perazione  D^^  e  del  teorema  analogo  relativo  alla  derivata  di  una 
somma  (art.  689). 

1152.  La  prima  polare  del  prodotto  di  m  funzioni  è  uguale  alla 
somma  degli  m  prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  la  prima 
polare  di  ciascuna  funzione  per  le  funzioni  rimanenti. 

Si  ha  infatti  : 

ì 
e  quindi  anche  (art.  692): 

i 

o  anche  : 

i 

cioè  appunto  : 

1153.  Data  la  funzione  intera  f{x^  ,  x, ,  ... ,  x^)  delle  n  variabili 
^1  >  ^«  »  ...  ,  x,^ ,  se  eseguiamo  sulle  variabili  «j  ,  Xg  ,  —  ,  se,»  '*  trsLS- 
formazione  lineare  : 

Xi  =  ayx\  +  a^x\  f  .  .  .  +  a„sc'„ 
(2) 

e  sostituiamo  queste  espressioni  delle  scj  ,.. ,  a?,^  in  f{x^ ,  Xj ,...,  a:„), 
è  chiaro  che  la  f  si  cangierà  in  una  funzione  intera,  dello  stesso 
grado,  delle  x\  ,  x\  ,  ...  ,  a*',,.  Scriveremo  pertanto  : 

f\x^  ,  a?j,  ,  ... ,  ac,J  =  lì  (x  ^  ,  x  2  y  <»»  i  X  ,j.  (3) 

Sia  ora  j/j  ,  y^  ,  ... ,  y,»  un'altra  serie  di  variabili,  che  si  trasformi 
(art.  1118)  cogredientemente  alle  x^  ,  x^  , ...  ,  x^  nella  nuova  serio 
y'i  ì  y'i  1  •••  >  y'n  ì  cosicché  si  avrà  : 

Vi  =  ^i^'i  +  «ay'a  +  .  .  .  +  «nJ^  n 
(4) 

Aggiungendo  alle  (2)  le  corrispondenti  equazioni  (4)  moltiplicate 
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per  un  parametro  arbitrario  X,  si  ottiene  : 

onde  si  vede  che  i  valori  x\i'ky\  ,  x'g+Xy'g  ,  ...  sono  legati  ai  va- 
lori 2Cj+Xyj  ,  x^+Xy^  ,  ...  precisamente  da  quelle  stesse  relazioni  (2) 
che  legano  i  valori  x\  ,  ac', ,  ai  valori  Xj  ,  x^  ,  ...  e  sono  safficicnti 
a  rendere  soddisfatta  l'eguaglianza  (3).  Si  avrà  dunque,  simulta- 
neamente alla  (2)  : 

fi^i-^^Ui  I  »2+^y2  v;  «n+^y.»)=F(a?'i+Xy', ,  x'^+Xy'j  ,...,  a'^+Xy  'J.  (5) 

1154.  Sviluppando  i  due  membri  della  (5)  mediante  il  teorema 
di  Taylor  (art.  516)  viene  : 

f(xi  ,...,  X,,)  +  jj[D^/(a;i  ,...  ,  x,jj  +  --[D^y«/l[xi ,...,  x^)J  +  ...  = 

È  questa  una  relazione  che  dev'  essere  soddisfatta  qualunque  sia 
il  valore  del  parametro  arbitrario  X  ;  cosicché  se  ne  deduce  (ar- 
ticolo 483),  uguagliando  nei  due  membri  i  coefficienti  di  una  stessa 
potenza  k*^^  di  X  : 

Con  quest'uguaglianza  è  dimostrato  il  così  detto  carattere  in- 
variantivo  delle  forme  polari  rispetto^  ad  una  trasformazione  li- 
neare (2)  della  forma  fondamentale.  È  evidente  infatti  che  il  se- 
condo membro  di  (6)  ò  una  funzione  intera  dei  coefficienti  A, , 
Aj  ,  ...  di  F  e  delle  x\  ,  x\  ,  ...  ,  y\  ,  y',  ,  ...  composta  con  queste 
quantità  assolutamente  allo  stesso  modo  nel  quale  il  primo  membro 
è  composto  coi  corrispondenti  coefficienti  a^  ,  a^  ^  ...  di  ^  e   colle 

In  altri  termini,  se 
si  ha  anche  : 
cosicchò  la  (6)  prende  la  forma  : 

9(^1  1  ^2  >"*i  "^l  J"'-'  ^n  ì  Vi  VJ  yn/^tC-^l  ^  ^2  >•'•>  '*''  1  V7  «^  n  >  ^  1  >•••;  2/  w) 

che  mette  del  tutto  in  evidenza  il  carattere  invariantivo  della  fun- 
zione 9  rispetto  alla  trasformazione  lineare  del  campo  ternario  e 
della  forma  fondamentale  f. 
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ITote  ed  Eserciii. 


1.  Sia,  per  fissare  le  idee,  /una  forma  quadratica /(Xj  ,  a?,  ,  «j  ,  x^)  delle 
quattro  variabili  Xi  ,  or,  ,  x,  ,  or^  ;  e  interpretiamo  queste  quattro  variabili 
come  le  quattro  coordinate  omogenee  x^ix^:  x^:  x^  di  un  punto  P^  dello 
spazio  ordinario. 

So  9(a?,  ,  ...  ,  ^4  ;  j/i  ,  ... ,  y^  è  la  prima  polare  di  /  rispetto  alla  nuova 
serio  di  variabili  y^  :  y^iy^'-  y^i  l'equazione  : 

?(aci  ,  ...  ,  »4  ì  2^1  »  -  ;  y^)  =  0  (1) 

stabilisce  fra  i  due  punti  P;,.  e  Py  un  legame  che  si  esprimo  dicendo  che 
essi  sono  punti  conjugati  rispetto  alla  superfìcie  del  2^  ordine  : 

Siano  Qi  e  Q,  i  due  punti  noi  quali  la  retta  L  congiungente  Pj.  e  P^ 
incontra  la  superfìcie /=  0.  Se: 

^i  +  \yi  ,  a?i  4-  X^yf  ,  (*  =  1,  2,  3,  4) 
sono  risp.  le  coordinate  di  Q,  e  Qj ,  si  avrà,  per  X  =  Xj  ,  X^  : 

f{xi  +  Xyi  ,  a?2  +  Xy^  ,  »3  +  ^^3  >  ^4  +  ^2^4^  =  0  , 

cioè,  sviluppando  secondo  il  teorema  di  Taylor  (cfr.  art.  518)  e  tenendo 
conto  deirannuUarsi  della  prima  polare  : 

I  due  numeri  X,  e  X^  sono  dunque  uguali  ma  di  segno  contrario,  cioè:  due 
punti  conjugaii  1^^  e  Py  sono  separati  armonicamente  dai  due  punti  Q|  ,  Q^  nei 
quali  la  loro  congiungente  incontra  la  superficie  del  2^  ordine. 

Se  si  considera  come  dato  il  punto  P^  ,  Tequaziono  (1),  che  ò  di  primo 
grado  anche  nelle  ^j  ,  j?j  ,  x^  ^  'f-^y  ci  darà  come  luogo  dei  punti  Pj.  conju- 
gati  a  Py  un  piano,  che  si  chiama  il  piano  polare  di  Py  {polo)  rispetto  alla 
superficie  del  2®  ordine. 

2.  Se,  mediante  una  trasformazione  j^rojettiva  qualunque,  la  qucidrica  i  e  la 
coppia  di  punti  A  e  3,  coniugati  rispetto  ad  essa^  si  cambiano  risp,  nella  qua* 
drica  F  e  nei  due  punti  A'  e  B',  anche  A'  e  B'  saranno  fra  loro  coniugati  ri' 
spetto  ad  F. 

Si  riconosca  ciò  come  conseguenza  immediata  del  carattere  invariantivo 
delle  forme  polari. 

3.  Dimostrare  che,  date  due  quadricho,  esiste  un  tetraedro  tale  che  ogni 
vertice  ha  per  piano  polare  rispetto  ad  entrambe  la  faccia  ad  esso   opposta. 

4.  Data  una  funzione  intera /(X|  ,  ...  ,  x,^  ;  ^,  ,  ...  ,  y„  ;  z^  ,  ...  ,  Za)  di  una  o 
più  serie  di  variabili,  se  ne  possono  dedurre  lo  cosi  dette  polari  miste  ope- 
rando su /un  numero  qualunque  di  volte  e  secondo  un  ordine  qualunque 
colle  operazioni  fondamentali  : 


^x!/  7  ^yx  }  ^xz  J  ^zx  }  ^i/z  7 


•  •   •  • 


Si  dimostri  che  tutte  queste  nuove  forme  hanno  carattere  invariantivo 
rispetto  ad  una  trasformazione  lineare  delle  serio  cogrcdienti  x^  ,  ...  ,  x^  ; 
Vi  ì  •"  1  Vii  ì  •••  ^  ^^^^  corrispondente  trasformazione  dei   coefficienti   della  /. 

5.  È  importante  di  notare  che  i  simboli  operativi  Dp^  non  sono  tutti  fra 
loro  permutabili.  Bensì,  se  9  è  una  funzione  intera  qualunque  delle  serie  in- 
dipendenti p^  ,  ...  ,  p^  ]  q^  ,  ...  }  (Zn  I  '1  )  •••  }  9n  'ì  ti  1  •••  «  tfg  ]  .».,  si  hanno    le   se- 


si  avrà  : 
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gaonti  identità  fondamentali  : 

I>.7l>.«?  =  D..I>„9     ,    Dp,Dpp9-DppD„?=D^? 
D,pDp,<?  -  Dp,D,pO  =  Dp^  -  D,,9 

dello  quali  lasciamo  al  lettore  la  dimostrazione. 


§  8.0  —  Forma  aggiunta  e  forma  reciproca 
di  una  forma  quadratica. 


1155.  Sia  f{x^  ,  ...  ,  aj„)  una  forma  n^'"  qualunque,  cioè  una  fun- 
zione intera  ed  omogenea,  di  grado  qualsivoglia  9n,  delle  n  varia- 
bili  a^i  7  a?^  y  •••  7  x^.  Eseguendo  su  queste  una  sostituzione  lineare 
qualunque  : 

(1) 

Aa^i  ,  -  ;  ^n)  =  -FCaj',  ,  ...  ,  x'„)  ,  *  (2) 

dove  F  è  una  funzione  intéra  ed  omogenea,  dello  stesso  grado  m, 
delle  variabili  trasformate  x\  ,  ...  ,  x\^. 
Se  poniamo  per  brevità  : 

D^/  =  «1  ,  ...  ,  D^/  =  u,  ;  D^.  F  =  u\ , ...  ,  D^Y  =  ti'„        (3) 

ed  yi  j  —  ;  Vn  siano  ?i  nuove  variabili  che   si   trasformino   cogre- 
dienteraente  alla  (1)  in  y\  ,  ...  ,  y\^ ,  si  ha  (art.  1154): 

«'i!/i  +  ^hVì  +  -  +  ^';.yn  =  ^\y\  -i  ^^\y\  ^  -  +  «*'«y  h-       ^^) 

Sostituendo  ora  nel  primo  membro  di  quest'eguaglianza  in  luogo 
delle  ^1  ,  ...  ,  y„  le  loro  espressioni  nelle  y\  , ... ,  y'^^ ,  che  sono  af- 
fatto analoghe  alle  (1),  ed  uguagliando  quindi  i  coefficienti  di  cia- 
scuna variabile  y\  nei  due  membri  dell'identità  così  ottonuta,  si 
trova  : 

(5) 

Vediamo  dunque  (art.  1120)  che:  ìe  derivate  parziali  D^  f , ... ,  D^  f 
sono  legate  alle  derivate  parziali  trasformate  D^-  F  ,  ...  ,  D^.  P  dalla 

1  H' 

sostituzione  lineare  controgrediente  a  quella  che  lega   le   variabili 
Xj  , ...  ,  x„  alle  variabili  trasformate  x'j  ,  ...  ,  x',^.  ^ 
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1156.  Sia  ora  in  particolare: 


f{x^  ,  ...  ,  arj  =  V  Vayx^xy    ,    a^j  =  O;, ,        (6) 


una  forma  quadratica  n'''^. 
Se  i  valori  delle  x^ , ... ,  x^  soddisfano  all'equazione  : 

f{x^  ,  ...  ,  xj  =  0 ,  (7) 

i  valori  delle  variabili  controgredienti  u^ , ... ,  u^  definite  dalle  (3; 
soddisferanuo  ad  un'altra  equazione  : 

9(^1  ,  ... ,  wj  =  0  (8) 

che  si  otterrà  eliminando  le  x^  ,  ... ,  x.^  dalle  n-fl  equazioni: 

A^i  7  -  ;  a?n)  =  0  ,  t^i  =  D^/ , ... ,  u,,  =  D    f.  (9) 

1  ^ 


Poiché  (art.  512): 

f{x)^-^xj)^f^ ...  +xJ)^J) 
il  sistema  delle  ^9)  sì  può  scrivere  : 


gC^l^l  +  -  +  '^n^nl 


0  =  Wj  Xj  +  Wj  Xji  4-  ...  +  u^  x„ 

1 

-u^  —  a,|Xj  +  di^x^  +  ...  +  ^m^n 


diguisachè;  eliminando  le  x^  ,  ...  ,  x^  ^  si  trova  : 


?(wi  ,  ... ,  ti  J  = 


0      Ui      tig    ...  w^ 


t<l       ^11       ^18    ***    ^ 


Wg       Ogt 


In 
^22   •••   ^2n 


^n     ^nl      ^n2    ••*    ^nn 


=  0. 


(10) 


La  forma  ^(m,  , ... ,  ^c,^)  così  definita  sotto  forma  di  determinan- 
te, che  è  evidentemente  una  forma  quadratica  delle  variabili  u^ , 
^9  7  •  •  •  7  ^n  f  si  chiama  la  forma  quadratica  aggiunta  della 
/(x,  , ... ,  x^).  Invero,  indicando  con  A^;^  l'aggiunto  di  a,.^  nel  de- 
terminante 2=^^11^22 —  ^«w  ;  si  può  anche  scrivere,  come  facil- 
mente si  riconosce  (cfr.  pg.  205,  Nota  2»)  sviluppando  il  determi- 
nante (10)  secondo  ì  prodotti  di  un  elemento  della  prima  orlzzon- 
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tale  per  un  elemento  della  prima  verticale  : 


.>«=n  isan 


?(«!  1  -  ;  Wn)  =^  ^A^M.ttj.  (11) 

1157.  JSe  il  discriminante  della  forma  quadratica   f(x^  ,  ...  ,  x„) 
è  nullo,  la  forma  aggiunta  c(u,  ,  ...  ,  u^)  è  un  quadrato  esatto. 
Infatti,  se  ^^a^^a^^  ...  a,,,/=  0,  si  ha  (art.  436): 

dignisachè  si  potranno  determinare  n  numeri  pj  ,  •  • . ,  f  „   tali  da 
aversi  : 

-^^11  =  Pi"      J   ^12  =  Pl?2  }  -  >  ^\n  =  PlPn 

Agi  =  pgp,  ,  A22  =  Pa"    j  —  ,  Aj^  =  PjP^ 


Si  potrà  dunque  scrivere  : 

e.  d.  d. 

1158.  Si  ponga  per  brevità: 

Se  in  luogo  della  forma  quadratica  aggiunta,  definita  dalla  (11\ 
si  consideri  la  forma  quadratica  : 

;=i  t=i 

si  lia  la  così  detta  forma  reciproca  della  f(x^  ,  ...  ,  x„),  il  cui  uso 
è  preferibile  in  molte  questioni  all'uso  della  forma  aggiunta;  poi- 
chò  essa  dà  luogo  air  importante   proprietà:   la  forma  reciproca 
della  reciproca  di  una  forma  quadratica  i  è  la  stessa  forma  f. 
Infatti ,  se  si  indichi  con  A'^j  V  aggiunto  di  Afj  nel  determinante 

A'fj       D      A\jd 
cr'-i     d'*        D         '-^ 
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Vote  ed  £sereiii. 

1.  Se  x^  :  x^  :  x^  :  x^  sono  le  coordinate  omogenee  di  un  punto  qualunque 
dello  spaziOf  ed  u^x^  -\-  u^x^  +  ^3^3  +  ^4^4  =  0  ò  T  equazione  di  un  certo 
piano,  i  coefficienti  u^iu^iu^iu^  si  possono  assumere  come  coordinate  orno- 
genet  del  piano. 

Ciò  posto,  se  f{x^  }  ^i  )  ^3  1  2^4)  =  0  è  Tequaziono  di  una  certa  superficie 
del  2*  ordine,  Teq nazione  ^{Uy^  t  ^i  i  ^s  <  ^4^  =  ^>  ^^®  ^^  ottiene  ugua^^^liando 
a  zero  la  forma  aggiunta  della  forma  /,  rappresenta  la  stessa  superficie 
considerata  come  inviluppo  di  piani  ;  cioè  esprime  la  condizione  necessaria 
e  sufiìciente  cui  debbono  soddisfare  le  coordinate  Uj  ,  t^  ,  u^  ,  m^  di  un  pia- 
no, affinchè  esso  sia  tangente  alla  superficie  /=  0. 

Il  lettore  riconoscerà  la  verità  di  quest^asserto  riflettendo  che  o(tf j  ,  »,  , 
ttj  ,  11^)  =  0  esprime  ]a  coesistenza  delle  (9),  cioè  la  condizione  affinchè  il 
polo  (cfr.  la  Nota  1^  del  §  precedente)  del  piano  u^-.u^iu^i  k^  si  trovi  sulla 
superficie  /=  0. 

§  9.0  —  Definizione  di  Invarianti  e  covarianti.  Esempi. 

1159.  In  luogo  di  sottoporre  alla  trasformazione  lineare  una  sola 
forma  algebrica  fondamentale  con  le  n  variabili  x^  ,  x^  y  ...  ,  «„ , 
giova  considerare,  per  maggiore  generalità,  un  sistema  di  più  forme 
algebriche,  ciascuna  delle  quali  possa  anche  contenere,  oltre  alla 
serie  di  variabili  «1  ,  ccg  , ... ,  x^ ,  altre  serie  y^  y^  y  ...  >  y^  ì  ^1  ; 
^2  t  •••  )  ^n\  •••  ^^  ^^^^  cogredienti  (art.  1118). 

Se  /(ccj ,  Xjj ,  ... ,  aj„  ;  ^1,^2,  ...  ,  y^  ì  •••)  sia  una  di  queste  forme, 
essa  si  potrà  anche  designare  più  brevemente  con  /"(aj,  y,  ...) ,  od 

[X        V 

anche  con  f(x ,  y  ,  .  .  .)  qualora  importi  metterne  in  evidenza  gli 
ordini  rispetto  alle  singole  serie  di  variabili  \  cioè  che  essa  è  una 
funzione  intera  ed  omogenea  del  grado  |Ji  nelle  Xj  ,  ccg  ,  ... ,  sc,^ , 
intera  ed  omogenea  del  grado  v  nelle  yi  ,  y^  y ...  ,  y„ ,  ecc. 
Ciò  posto,  sia  dato  un  sistema  di  forme  fondamentali  : 

f{^  ,y  j  •••)  »  ?(aJ ,  2/  ,  ...) ,  ...  (1) 

a  coefficienti  fra  loro  indipendenti  ed  aflTatto  arbitrari  ;  e  siano  : 

fiix'  ,  y' ,  ...)  ,  9i(ac' ,  y' ,  .,.) , ...  (2) 

i  valori  delle  (1)  espressi  in  funzione  delle  variabili  trasformate 
^'  ì  y*  ì  ...  y  ch^  si  deducono  dalle  x  ,  y  ,  ...  mediante  la  stessa  so- 
stituzione lineare  : 

x^z:^a^x\-\'a^x\+  ...  +a,,a:',»  ,  yy=(iiy\-\- ...  +a,y„  , ... 
(3) 

Se  ora  A^ ,  B^ ,  ...  sono  risp.  i  coefficienti  dei  termini  generali 
in  /" ,  9  , ...  ed  A'^  ,  B',-  ,  ...  i  coefficienti  dei  termini  omologìii  in 

Capelli.  —  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  8.*  odiz.  88 
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fi  9  9i  f  —  9  si  dice  che  una  fanzione  razionale  B(A ,  B  ,...;«,  y ,...) 
delle  Aj- ,  B^ ,  ...  e  delle  x^  ,  x^  ,  ...  9  ^ny  t/i  ì  Vi  ì  •••  >  y»  »  —  ^  im  co- 
variante  del  sistema  (1),  se  esiste  ana  fanzione  razionale  x(^  7  ?  >«-*7  ^) 
dei  «o2t  coefficienti  della  sostituzione  lineare  (3)  tale  che  si  abbia 
identicamente  (cioè  qualunque  siano  i  valori  delle   A  ,  B  ,...;« , 

R(A' ,  B' , ...  ;  a?' ,  y' ,  ...)=x{a  ,?,...,  X).R(A  ,  B  ,  ...  ;  ae  ,  j^ ,  ...). 

1160.  Se  il  covariante  R  non  contiene  le  x  ,  2^ ,  ...  ^  cioè  dipende 
soltanto  dai  coefficienti  delle  (1),  si  dice  anche  che  esso  è  un  in- 
variante; che  se  invece  dipende  dalle  sole  x  ,  ^  ^  ...  ,  si  dice  anche 
che  esso  è  un  covariante  identico. 

Finalmente  si  dice  che  R  è  un  covariante  (0  invariante)  asso- 
luto, quando  il  fattore  y  è  una  semplice  costante  uguale  all'unità. 

1161.  Le  forme  fondamentali  /",  9  ,  ...  sono  evidentemente  dei 
covarianti  assoluti  ;  e  tali  sono  pure  (cfr.  art.  1154)  tutte  le  loro 
polari^  semplici  0  miste,  come  ad  esempio  : 

e,  per  conseguenza;  anche  i  loro  prodotti,  le  somme  dei  loro  pro- 
dotti, ecc. 

1162.  L'esempio  più  semplice  di  covariante  identico  si  ha  nel 
determinante  2=*^  3:1^2  •••  ^n  composto  con  n  serie  cogredienti.  Si 
ha  infatti  (art.  1118): 

^^x\ìf^ ...  s'„=(2=^«i?i  -.  ^nY^'^^^iy^  -  V  (4) 

1163.  Quanto  agli  invarianti,  T  esempio  più  semplice  si  ha  nel 
caso  di  un  sistema  fondamentale  composto  di  71  forme  linearla^, 
^x  j  •••  7  ^x  ì  ^v®  ^^  ^  posto  per  brevità  a^  in  luogo  di  aiOpj+agX^-h.. 
+«h2c„7  ecc.  Infatti,  se  a'^»  ,  b'^> ,  ...  ,  e^»  sono  le  forme  lineari  tras- 
formate, i  coefficienti  a'  si  deducono  dai  coefficienti  a  (art.  1123) 
mediante  la  sostituzione  lineare  controgrediente  alla  (3)  ;  e  simil- 
mente per  2/' ,  e'  ,  ....  Si  ha  dunque  (art.  1118)  : 

'^àza\b\  ...  e\='^^0ii^2  -  ^n'2=^«1^2  -  ^n-  (^) 

1164.  Un  altro  esempio  semplice  ed  importante  di  invariante  ci 
è  dato  dal  discriminante  (art.  1127)  di  una  forma  quadratica: 

considerata  come  forma  fondamentale;  poiché,  se 
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è  la  sua  trasformata,  si  ha  : 

2=ta'ii«'2a  -  <n  =  ('2,^  ^A  -  ^n)*-2=*=aii(iM  ...  a„^.  (6) 

La  verità  di  ciò  si  riconosce  subito  rappresentando  ^  come  al- 
l'art. 1126^  la  forma  f  come  somma  di  n  quadrati  : 

/'-[aJ*  +  [6«j»  +  ...  +  K]« 
di  n  forme  lineari  a^  ,  ò^  ,  ... ,  e^,  poiché  allora  si  ha  (art.  1128): 

cosicché,  se  a'^» ,  6'^r ,  ... ,  e'^»  sono  le  forme  lineari  trasformate , 
si  avrà  similmente  : 

^±a\,a',, ...  a'„,,=  (5=ta'i6',  ...  e\)K  (7)' 

Ora  dalle  (7)  e  (7)'  si  trae  appunto  la  (6)  tenendo  presente   la 
relazione  (5)  già  trovata  all'art,  prec. 

ITote  ed  Esercizi. 


1.  Se  la  funzione  razionale  R  dell*  art.  1159^  contiene  oltre  alle  serie 
X  f  y  i  ...  anche  delle  serie  di  variabili  u  ,  «7  ,  ...  ad  esse  controgredienti 
(art.  1120)  e  se,  dette  u ,  v^ ...  le  serie  trasformate  delle  u,  v,  ...  ,  sì  ha: 

R(A' ,  B' ,...;  x' ,  y' ,..  ;  w'  ,  v' ,  ...)=x-R(A  ,  B ,...;  x  ,  y  ;...;  ti  ,  v  ,  ...), 

si  dice  che  R  è  un  covariante  misto  del  sistema  (1). 

Come  caso  particolare  può  accadere  che  R  non  contenga  le  :r,  y,  ...  ,  ma 
soltanto  le  n,  v,  ....  Allora  si  dice  che  R  è  un  controvariante  del  sistema  (1). 

2.  Riconoscere  che  la  forma  u^a:^'{^u^x^-\- ...  -i-UfiX^  è  un  covariante  misto 
(identico  ed  assoluto).  Gfr.  art.  1122. 

8.  Riconoscere  che  la  forma  quadratica  fondamentale: 


5;a,x,.,=5;a',x>', 


V  V 


ha  per  controvariante  la  sua  forma  aggiunta  (art.  1156)  ;  e,  cioè,  che  si  ha 
precisamente  : 

4.  Come  uno  degli  esempi  più  importanti,    ci  proponiamo  ora  di  dimo- 
strare che  la  risultante  di  due  forme  binarie  : 

9(aji  ,  x^)  =  òoJCi*"  +  b^x^'^''^  +  ...  +  b^x^^^j 

cioè  quella  funzione   intera   Ria^  ,  a^  ,  ...  ,  2>o  .  &{  ,  ...)   dei   loro   coefficienti 
che  è  già  stata  definita  (art.  1008)  come  risultante  delle  due  equazioni: 

/'(aj)=aoa;'*+a,3c'*"i+...  =0  ,  <p(x)=6oa:*"+&ia:"*'^+ ...=0, 


—  700  — 

é  un  invariante    del    sistema    delle    due    forme   fondamentali  fi9^ ,  x^  e 

Se  a^  :  o^  }  Pi  :  ^,  ,  ...  ,  Xj  :  X^  sono  le  n  radici  di/(x)=0|  si  ha  (art.  1065): 

ovvero  anche,  facendo  sparire  le  frazioni  : 

[OgPj ...  \^ .  R(ao  ,  a, ,...,  6o .  ^  v)=«o''*9(ai  ;  ««)  -  9(^i  >  ^2)-     (^) 
Si  esegua  ora  sulle  :r,  ,  x^  una  sostituzione  lineare  qualunque  : 

in  virtù  della  quale  si  ottenga  : 

f{x^  ,  x^  =  r(x'i  ,  x'2)  ,  9(xi  ,  ajg)  =  *(x\  ,  xy  (C) 

0  siano  a'o  >  a\  ,  ...  ,  h\  ,  &\  , ...  risp.  i  coefficienti  delle  nuove  forme  F  0  4>. 
Se  la  sostituzione  (B)  cambia  Io  coppie  9i| ,  o^  ;  ^^ ,  |^^  ;  ...  risp.  in  a'^  ,  s,  ; 
Pi  »  P 8  »  •••  I  l'equazione  F(a?',  ,  a:'J=0  avrà  evidentemente  per  radici  i  rap- 
porti «1  :  a'2  ,  p\  :  p'j  ,  ...  ;  onde  si  avrà,  analogamente  alla  (A)  : 

[a',?'j ...  X'.J-'.RCa'o  ,  a\  , ... ,  6',  ,  b\  ,  ...)=o'o".*(a'i ,  a'g)0(^',  ,  p',) ... 

e  quindi  anche  per  le  (C)  : 

[a',P', ...  X',]». R(a'o ,  a\  , ... ,  b\b\  ...)=a'o"' •  ?(«, ,  a,)9(p, ,  p,)  ... , 

cosicché  paragonando  con  A  si  trova  : 

Ora  dalle  (B),  posto  per  brevità:  Yi^>~T«^i  =  ^»  ^^  trae: 

Aa'2  =  («sTi  -  «iTe)     y     ^^'2  =  (?2Ti  -  P1T2)  >  -  > 
onde  : 

Pertanto  si  ha  dalla  (D)  : 

e.  d    d. 

5.  Un  altro  esempio  importante  ci  ò  fornito  dal  discriminante  di  una 
forma  binaria: /(a?i  ,  iFj)=ayX,'*  +  a,a;i'*~*x.^-f  ...  H-a^^a'*,  cioè  da  quella  fun- 
zione intera  iXa^  ,  a,  ,  ...  ,  a„)  dei  suoi  coefficienti,  che  abbiamo  già  incon- 
trato (art.  936)  corno  discriminante  doli' equazione  /(a?)=a„x''*+ajx'''~* -^  ... 
-f-a,„=0.  Lascianìo  al  lettore  di  riconoscere  che  esso  è  un  invariante  della 
forma  fondamentale  f{x^  ,  x^).  A  quest'oggetto  gioverà  partire  dalTespres- 
sionc  : 

D(ao  ,«!,..,  aj  =  %^'''^'Yl{aj  -  a.)^ 

in  cui  aj  ,  0,  ,  ...  ,  a«  sono  le  n  radici  di  /(.r)  =  0. 
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§  10.<>  —  Egprimlbllltà  dei  covarianti  razionali 
come  quoti  di  covarianti  interi. 

1165.  Indicando,  corno  alTart.  1159,  con  A^  ,  B,.  ,  ...  i  coefficienti 
delle  forme  algebriche  primitive  /^ ,  9  ,  ...  e  con  A',-  ,  B\  ,  ...  i  cor- 
rispondenti coefficienti  delle  formo  trasformate  /i  ,  ?i  , ...  compo- 
nenti il  sistema  fondamentale  : 

f{x  ,y  ,  ...)=A(x' ,  f/  ,  ...) ,  9(02 ,  y  ,  ...)=?i(a;' ,  y'  y  ...) ,  ... ,      (1) 

sia  R(A  ,  B  ,  ...  ;  ce  ,  y  ,  ...)  un  covariante  razionale  di   questo   si- 
stema. 

Si  sa  dalla  teoria  della  divisibilità  delle  funzioni  intere  di  più 
variabili  che  ogni  funzione  razionale  di  più  variabili  si  può  sempre 
esprimere,  ed  in  un  unico  modo,  come  il  quoto  di  due  funzioni 
intero,  prime  fra  loro,  delle  stesse  variabili.  Possiamo  dunque  scri- 
vere : 

•p/A     TI        .  ^    «       ^  —  F(A  ,  B  ,  ...  ;  g  ,  y  ,  ...) 
^(^'^'•••'"''^'•••^-0(A,B,...;x,y,...)'  ^^ 

dove  F  e  <t  sono  funzioni  razionali  intere  prime  fra  loro  di  tutte 
le  variabili  A  ,  B  ,  ... ,  a: ,  y  ,  .... 
Per  il  supposto  si  ha  : 

F(A/  ,  B' , ...  ; x' , yS  ...)__   ,     ^        . .  F( A  ,  B  , ...  ;  a;,  y  , ...) 
0(A^ ,  B' ,:.:  ;  x'",V ,  ...r^^^"^'  ^  ^-^  '^  •  oca  ,  B  , ...  ;  ^ ,  y  , ...)  '    ^^^ 

dove  /  è  una  funzione  razionale  delle  sole  variabili  a,-  ,  Pf,...,X 
(coefficienti  della  sostituzione  lineare). 

Ora  dalle  (1)  emerge  chiaramente  che  le  A\  sono  funzioni  li- 
neari intere  delle  Aj-  con  coefficienti  che  sono  funzioni  intere  delle 
^i  9  ?»  7  ...  )  ^1  ì  6  lo  stesso  dicasi  delle  B',-  rispetto  alle  B^ ,  ecc. 
Pertanto,  se  in  luogo  delle  A'  ,  B' ,  ...  ^  x'  ,  7/\  ...  si  pongano  ri- 
spettivamente le  loro  espressioni  nelle  A  ,  B  ,  ...  ,  a; ,  y  , ... ,  si  potrà 
scrivere  : 

WfX'    TI'        . -y'    •/'       ^  _  F|(A  ,  B  ,  ...  ;  X  ,  y  ,  ...  ;  g  ^  p  ,  ... ,  a) 

(4) 

ifi/A'    R'         '  n^f    *»f       ^  _  ^i\^  >  B  ,  ...  ;  X  ,  y  ,  ...  ;  (X  ,  (^ ,  ...  ,  A) 
^\A  ,  r>   ,  ...  ,  X  ,  y    ,  „.j  — -j^ , 

dove  Fi  ,  Oj  sono  funzioni  intere  e  B^'^^i^^  ...  X^  ;  di  più  l\  e 

*i  sono  nelle  A,  B,  ...  ,  x  ,  y  ,  ...  risp.  degli  stessi  gradi  delle  F  e  0. 
Sostituendo  le  espressioni  (4)  in  (3)  si  avrà  dunque  : 

^i(f_'_^  »_-i^.?  2/_r_-l^.»  h:"ì  -  Xi(«  7  g  y.)  '  ^(A  ,  B  ,...;  x ,  y ,...) 
*i(A ,  B ,...;  X ,  y ,...;  a ,  p ,...)     i^{a  ,  g  ,...)  •  0(A ,  B  ,...;  x ,  y  ,...)  ' 

dove  X,  ,  X2  sono  certe  due  funzioni  intere,  primo  fra  loro,   delle 
sole  variabili  a^ ,  p» , ... ,  X,. 


/ 
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Poiché  ora  la  frazione  nel  secondo  membro  è  già  ridotta  alla 
sua  più  semplice  espressione,  e  poiché  i  numeratori  e  i  denomi- 
natori nei  due  membri  sono  risp.  degli  stessi  gradi  nelle  A^ ,  B,  ,.•.. 
^i  )  Vi  1  —  >  dovrà  esistere  una  funzione  intera  /(^(a  ,  P  ,  ... ,  X)  delle 
sole  a^ ,  ^i  ,  ...  ,  Xj ,  tale  da  aversi  identicamente: 

r,(A  ,  B  ,...;  X  ,  y  ,...;  a ,  p  ,...)=Xo-Xi-F(A  ,  B  ,...;  x ,  t/  ,...) 

*i(A,  B  ,...;  X  ,  y  ,...;  a  ,  p  r-)=XoX2*(A,  B  ,...;  a; ,  y  ,. .) , 

diguisaché^  confrontando  colle  (4),  si  conclude  : 

F(A' ,  B' ,...;  x' ,  2/'  ,...)=XoXi^"''-F(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...) 

(D(A' ,  B'  ,...;  oc' ,  y'  r..)=Xoy^^"*-*(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...), 

cioè  che  ciascuna  delle  due  funzioni  intere  F  e  0  è  per  sé  stessa 
un  covariante. 

Jlesta  con  ciò  dimostrato  che  se  un  covariante  razionale  non  è 
intero,  esso  è  il  quoto  di  due  covarianti  interi, 

§  11.0  —  Proprlet&  fondamentale  dei  covarianti. 

1166.  Dopo  quanto  si  è  stabilito  nel  §  prec,  possiamo  d'ora  in- 
nanzi limitarci  allo  studio  dei  soli  covarianti  interi. 

Mantenendo  le  stesse  notazioni  del  §  prec,  sia  4>(A  ,  B ,...;  x ,  y  ,...) 
un  covariante  intero  qualunque  del  sistema  di  forme  fondamen- 
tali f  j  ff  y  .„  ]  cosicché  si  abbia  : 

(D(A' ,  B' , ..-,  fc'  ,  y'  ,...)=X(a  .  ?  w  '^)-^(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...).    (1) 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  la  funzione  razionale  y{ai ,  ^ ,...,  X) 
è  una  potenza  intera,  positiva  o  negativa,  del  modulo  D=2i=ta,^2...X„ 

della  sostituzione  lineare  : 

\  \ 

'  X,  =Xix\+X2x'8+...+x^x'„       \  yn=^iy'i+^2y'2+-+\,y  H 

che  lega  le  x  ,  y  ,  ...  risp,  alle  x' ,  y'  ,  .... 

1167.  Cominciamo  dal  notare  che,  esprimendo  le  A' ,  B'  ,  .  .  . , 
x'  y  y'  ,  ...  in  funzione  delle  A  ,  B  ,  ... ,  x  ,  y  ,  ...  ,  si  può  porre , 
come  nel  §  prec.  : 

(D(A' ,  B' , ...  ;  X' ,  2/' ,  ^  )^^^(A,B,...;a;,y,...;a,g,...) 

ed  esprimendo  invece  le  A  ,  B  ,  .  .  .  ,  a;  ,  y  ,  . . .  in  funzione  delle 

^(X    JK        --r    w       >,_ ^2(A^ ,  B^  ...  ;  ag%  y^  ...  ;  g ,  g  , ...) 
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dove  0|  ,  *2  esprimono  funzioni  intere  ed  h  ^k  numeri  interi   e: 
positivi. 
Qaeste  due  formolo  combinate  colla  (1)  ci  danno  risp.  : 

^        '  0(A,B,...;ac,y,...) 

e 

D^*  ^  tp,(A^ ,  BS ...  ;  xS  yS  ...  ;  g ,  g  , ...  ) 

X(a  ,  P , ... ,  X)  0(A' ,  B' , ...  ;  ce' ,  f/  , ...) 

Poiché  ora  la  prima  di  queste  uguaglianze  è  una  identità  ri- 
spetto alle  variabili  A^ ,  B^ ,  ... ,  «^ ,  y,- ,...,«,?  ,  ...  che  possono 
prendere  valori  arbitrari  fra  loro  del  tutto  indipendenti,  e  così  la 
seconda  è  un'identità  fra  le  A' ,  B'  , ...  ,  x'  ,  y'  ,  ... ,  a  ,  ^  ,  ...  che 
sono  del  pari  fra  loro  indipendenti,  potremo  nella  prima  ugua- 
glianza sostituire  per  A^ ,  B^ ,  ...  ,  5C| ,  y^ ,  ...  dei  numeri  scelti  a 
piacere  che  non  annullino  la  funzione  *(A  ,  B  ,  ...  ,  as  ,  y  ,  ...) ,  e 
similmente  nella  seconda  potremo  sostituire  per  le  A',- ,  B',- ,  ...  , 
^'i  »  y'i  )  •••  dei  numeri  qualisivogliano  che  non  annullino  *(A'  , 
B' , ...  ;  x'  ,  y' ,  ...).  Dopo  ciò  in  queste  uguaglianze  resteranno  in- 
determinate, e  ancora  completamente  arbitrarie,  le  sole  a,- ,  %  ,...,X,-, 
le  quali  però  figurano,  nei  secondi  membri,  soltanto  nei  numera- 
tori, cioè  in  modo  intero.  Le  due  sopraddetto  uguaglianze  assu- 
meranno dunque  la  forma  speciale  seguente  : 

D*/.(a,?,.../A)  =  ^Xa.?,-,'0  (3) 

.T  =  U^  ,?,...,  X)  ,  (4) 


essendo  ^^  ,  ^pg  funzioni  intere  delle  sole  a  ,  g  ,  ...  ,  X. 

Ora  queste  duo  uguaglianze  moltiplicate  membro  a  membro  ci 
danno  V  identità  ; 

dalla  quale,  poiché  le  funzioni  intere  ^^  e  ^2  ^^^^  possono  decom- 
porsi in  un  prodotto  di  funzioni  prime  che  in  un  unico  modo,  ap- 
pare chiaramente  che  ognuna  di  esse  dove  essere  una  potenza  in- 
tera e  positiva  di  D. 

Sostituendo  nella  (3)  per  ^^  tale  potenza  di  D,  si  avrà  dunque 

X(a,P,...  ,X)  =  d\ 

essendo  i  un  intero  positivo  0  negativo,  e.  d.  d. 

1168.  Il  numero  i  per  il  quale  è  soddisfatta  Teguaglianza  : 

*(A' ,  B' ,  ...  ,  oc'  ,  y' ,  ...)  =  D^O(A  ,  B  ,  ...  ,  x  ,  y  ,  ...) 

si  chiama  (per  ragioni  che  appariranno  nel  seguente  §)  il  peso  del 
covariante  <t>. 
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§  12.0  —  Relazione  fra  ordini,  gradi 
e  peso  di  an  covariante.  Isobarigmo  dei  saoi  termini. 

1169.  Mantenendo  ancora  le  stesse  notazioni  dei  §§  precedenti, 

ia  <1>  un  covariante  di  peso  i  delle  forme  fondamentali  : 
s 

cosicché  : 

0(A' ,  B' , .  .  ;  a;' ,  y' , ...)  =  D'  •  1>(A  ,  B  , ...  ;  a; ,  y  , ...).  (2) 

Se  il  covariante  ^  non  fosse  omogeneo  nei  coefficienti  della 
forma  f,  o  negli  elementi  della  serie  x,  esso  sarà  evidentemente 
la  somma  di  parti  omogenee,  ciascuna  delle  quali,  al  pari  dell'in- 
rera  funzione  <I>,  dovril  per  sé  stessa  soddisfare  alla  (2;,  ossia  go- 
dere essa  stessa  della  proprietà  invariantiva.  Pertanto  ci  limite- 
remo d'ora  innanzi  a  considerare  covarianti  omogenei  nei  coeffi- 
cienti di  ogni  singola  forma  fondamentale  e  del  pari  omogenei  ne- 
gli elementi  di  ogni  singola  serie  di  variabili. 

Ciò  posto,  se  indichiamo  con  g^  il  grado  di  <t>  nei  coefficienti  A 
della  forma  /",  con  g^  il  suo  grado  nei  coefficienti  B  di  9,  ecc.,  i 
numeri  gì  ^  g^  ì  —  si  diranno  i  gradi  del  covariante  <t  (risp.  cor- 
rispondenti alle  forme  fondamentali  /^ ,  9  ,  ...).  Se  indichiamo  poi 
risp.  con  7i  ,  Y2  »  •••  ^*  grado  di  *  nella  serie  a;,  nella  serie  y,  ecc., 
i  numeri  Yi  ,  Y2  ;  •••  ^^  chiameranno  gli  ordini  dì  0  (per  le  rispet- 
tive serie  a? ,?/,...) • 

1170.  Sia  m.  il  grado  complessivo  della  forma  fondamentale  f 
in  tutte  le  x  ,  2/ ,  ...  ;  sia  7?i2  il  grado  analogo  per  la  9,  ecc. 

Se  sostituiamo  in  0  in  luogo  delle  A'  ,  B'  ,  ...  le  loro  espressioni 
nelle  A  ,  B  ,  ...  ,  si  avrA  : 

(D(A' ,  B' , ...  ;  x',g',  ...)=0,(A  ,  B  , ...  ;  a:' ,  y'  , ...  ;  a ,  ?  ,  ... ,  X),    (3^ 

dove  Oj  è  una  funzione  razionale  intera  che  rispetto  alle  a ,  p  ,...,  X 
sarà  omogenea  e  di  grado  m^g^  \-ììug2-{-.** ,  poiché  <b  è  del  grado  ^, 
nelle  A'  ed  ogni  A'  si  esprime  con  una  funzione  intera  delle  A  e 
delle  a  ,  p  ,  ... ,  X  che  rispetto  a  queste  ultime  è  omogenea  e  del 
grado  stesso  in^  della  forma  fondamentale  f,  e  similmente  per  le 
B',  ecc.  Se  invece  sostituiamo  in  0(A  ,  B  ,  ...  ;  a; ,  //  ,  ...)  in  luogo 
delle  a;  ,  7/  ,  ...  le  loro  espressioni  nelle  a;' ,  y'  ^  ... ,  che  sono  lineari 
ed  omogenee  nelle  a  ,  p  ,  ...  ,  X,  si  avrà  : 

0(A  ,  B  , ...  ;  x  ,  2/ ,  ...)=*20^  >  B  , ...  ;  x' ,  2^' , ...  ;  a  ,  B  , ... ,  X)     (4) 

dove  ^2  ^  ^"^  funzione  intera  che  rispetto  alle  a  ,  p  ,  ...  ,  X  sarà 
omogenea  e  di  grado  71+72+ ••••  Dalle  (2);  (3),  (4)  segue  ora: 

a)i(A  ,  B  ,...;  x' ,  2/',...;  a ,  f  ,...,  X)=D'. a)2(A ,  B  ,...;  x' ,  y,„.;  a  ,  g  ,...,  X) , 
e  dev'  essere  questa  un'  identità  rispetto  alle  variabili  completa- 
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mente  indipendenti  A  ,  B  ,  ...  ;  3c' ,  y  ,  ...  ;  a  ,  f  ,  ...  ,  X.  Eguagliando 
i  gradi  dei  due  membri  nelle  a  ^  p  ,  ...  ,  ).,  si  trova  così  dover  essere: 

*»j^i  +  ^iOi  +  -  =  ^*"  +  Ti  +  T»  ^  •••• 

Pertanto:  il  peso  di  un  covariante  n'**^  si  esprime,  in  funzione 
dei  suoi  gradi  ed  ordini  e  degli  ordini  delle  forme  fondamentali, 
mediante  la  formola  : 

n 

1171.  Se  nella  forma  fondamentale  (che  per  semplicità  suppor- 
remo contenere  la  sola  serio  x)  : 

consideriamo  un    coefficiente   qualunque  A  ,  gli  indici  a^  , 

*i  >  •••  >  ®>»  >  ^^  quali  corrisponde,  li  chiameremo  ì  pesi  di  tale  coef- 
ficiente ;  e  precisamente  chiameremo  j?rnno  j)e«o  T  indice  a| ,  se- 
cando 2)eso  V  indice  «g  >  ®  ^^^i  via  : 

Ciò  posto ,  si  eseguisca  nella  f  la  sostituzione  lineare  sempli- 
cissima : 

Si  avrà  : 

a 


f{x^  ,  Xj  ,  ...  ,  xj  =  y  £'/..A  (a:',;"'  (x'.)"*...  (x'„)' 


li 


onde  : 

A'  =  £\.A 

e  similmente  per  le   altre   forme  fondamentali   9(0?,  ,  ...  ,  a?,,)  ,  ,... 
Pertanto,  esprimendo  nella  (2j  le  A' ,  B'  ,  ...  colle  A  ,  B  ,  ...  e  le 
a:' ,  y' ,  ...  colle  x  ,  y  ,  .,.  ed  osservando  che  ora  D=g,  si  trova   la 
identità  : 


•^1     7    ìli    7   •••    \  X  "^ììUl   7" 


^h      Vh 


«I      .PA,£^B,...;-^  ,'iA,...      |  =  c^<I>|      A,B,...;a:^,y^,... 


dove  ^;  ìndica  1'  /t"*®  peso  del  coefficiente  A,  similmente  q  V  h"^^ 
peso  di  B,  ecc.  Identificando  ogni  termine  del  primo  membro  col 
corrispondente  del  secondo,  si  vede  di  qui  che,  se  P,^  ò  la  somma 
degli  A"*'  pesi  di  tutti  i  coefficienti  A  ,  B  ,  ...  che  entrano  come  fat- 
tori (semplici  0  ripetuti)  in  un  qualsiasi  termine  del  covariante  <P 

Capklli.  —  Istituzioni  di  analisi   algebrica,  3.*    c-dia.  89 
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e  IT/,  è  il  grado  di  questo  stesso  termine  rispetto  alle  variabili 
a?/,  ,  ijf^  ,.,.,  la  differenza  P/,— IT,,  è  uguale  a  t,  peso  del  covarianie  0, 
La  differenza  P/j-lI;»  {che  si  deflìiisce  come  peso  h"***  del  termine 
considerato  (*))  ha  dunque  lo  stesso  valore  in  ogni  termine  del  co- 
variante ^.  Essa  è  inoltre  indipendente  da  h,  e  si  ha: 

Pi  -llj  =  P,-n,  =  ...  =  P,,-  1T„  =  T, 

essendo  i  il  peso  del  covariante  <I>. 

Questo  teorema  si  esprìme  spesso  dicendo  che  la  funzione  ♦  è 
isobarica  (cioè  di  egual  peso  in  tutti  i  suoi  lermini)  rispetto  a  cia- 
scuno degli  n  indici  1,2,...,  n. 


ITote  ed  Esercisi. 


1.  A  maggioro  schiarimento  applichiamo  quanto  si  ò  detto  ad  una  forma 
binaria  qualunque  di  ordine  m  : 

a  a  *^^    **''*    * 

Nella  rappresentazione  ordinaria  della  forma  binaria   si   distinguono  i 
diversi  coefficienti  col  solo  secondo  indice,  ponendosi  p.  es.  : 

cosicché  si  scrive  : 

Conseguentemente  a  ciò  non  si  parla  che  di  un  nolo  peso  (quello  da  noi 
chiamato  sopra  secondo  peso)  attribuendo  ad  ogni  coefficiente  un  peso 
eguale  al  suo  indice,  cosicché  un  prodotto  qualunque  di  coefficienti  p  come: 

Oy      a,      a^  a,„ 

Ih      Pi       P'i         '-PiH 

avrà  per  peso  : 

Ootj,  4-  lofj  +  2a2  +  ...  +  ma,^. 

2.  Pertanto,  se  : 

il}=2^C-p^    ^1       -P»n  Ù) 

(essendo  le  e  dei  coefficienti  numerici)  è  un  invariante,  di  grado  g  e  dì 
peso  T,  della  forma  fondamentale  (a),  oltre  ad  aversi  per  tutti    i    termiui 


» 
(*)  Cosi,  ad  esempio,  il  termine  A.^^.^A.^^^Ti,J^QX^x^x^ìJ^y^'^  avrà  : 

per  primo  peso:  1 -f- 3.2  +  3— 1  — 1     =    8 

per  secondo  peso:  2 -f  3.1 -f  1  — 1  — 2.!  =    3 

pel  terzo  peso  :  3  4.  3.3 -f.  0-1-0     =11, 

onde  esso  non  potrebbe  essere  termino  di  alcun  covariante  ternario. 
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della  I  : 

«0  +  «1  +  e/g  4-  ...  4-  ff.n  =  ^  »  (T) 

dovrà  aversi  altresì  : 

esscndu  ora  t  (art.  1170)  dato  dalla  forinola  : 

^  =  -f  (e) 

Dalla  (d>  emerge  che  il  pMo  di  un  invariante  qualunque  ò  sempre  un 
numero  intero  e  positivo;  onde  so^ue  poi  dalla  (s)  che  una  forma  binaria 
di  ordine  dispari  non  può  mai  avere  invarianti  di  grado  dispari. 

8.  Per  una  forma  fondamentale  quadratica /=^o^i*"f'*^/'i^i*^i  +  ^/'a^s* 
esiste,  come  si  è  visto,  IMnvarianto  (di  grado  2  e  peso  2)  : 

ma  non  esistono  covarianti  con  una  sola  serie  di  variabili. 

4.  Per  Ja  forma  fondamentale  cubica:  /  =■  Po-v^* -\- 2p^x^x^ -{- dp^.r^^ 
H-Ps'/i  i^i  ba  un  solo  invariante,  di  grado  4  e  peso  -i,  cioè  il  discrimi- 
nante (cfr.  art.  940)  : 

^  =  "^iPoPi  -  Pi^KPi  Ih  -  i'/)  'iPoPiì  -  PiPiY' 
Si  hanno  inoltre  i  duo  covarianti  : 

H  =  {PoPi  -'  Pl'j^l^  +  (i>oÌ^3  -  PlP2)^l^2  +  (Pi  Ps  -P2^) 

che  è  THossiano  di  /  (cfr.  §  11),  e 

-30>o  Pi  Pi-^Pi  Va  -^Pi  P2^)^v^ì''{PmP^^-  '^Pi  Pi  P^-^'WW 

che  ò  riacobiano  di  /  e  di  H  (cfr.  §  18). 

Si  potrebbe  poi  dimostrare  che  ogni  altro  covariante,  contenente  la  sola 
serie  di  variabili  .T|  ,  x^  ,  si  può  esprimere  come  funzione  razionale  intera 
delle  quattro  forme  /,  H,  Q,  A. 

5.  Verificare  che  fra  le  quattro  forme/,  II,  Q,  A  ha  luogo  la  relazione* 

Q*  +  4H''»  +  A/^*  =  0. 

6.  Per  la  forma  fondamentale  del  4"  ordine  : 

oltre  ai  duo  invarianti  (cfr.  pag.  Gli): 

'  ^  Po  Pi  -  -^PiPs  +  ^^P2^ 
ed 

J  =  Pv  P^  Px  +  ^P\  PiPn  -  ìh^  -  PoPi^  -  Pi^Pi  y 

si  hanno  i  due  covarianti  : 

^^(PoPi-Pi''  J'i^'^-iPoPs-PiPiW^iHPoPA^^PiPs-^Pi^J^i^^^^ 

+  -(  P^Pi-P2P^^>l^2'HPiP4-P's^)^2'' 
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chu  è  rilessiano  di  /  (cfr.  §  14),  o 

'^HPoPiPa'^PoP-P^+WPì)^ìW^^O{27^^P^-PoP3')3Ci^3c^^ 

-^H-PoPzPa^^PiPìP*  -  ^Pì  P3^)^iW 
■^  {^Pi  ìh^-P^^Po-  ^PiPzVk-^PìP2>ì^ì 
-^{^PiP^^Pi-PiP^^'  2i>3>2« 

che  è  riacobiano  di  /  e  di  H  (cfr.  §  18). 

Ancho  qui  si  potrebbe  dimostrare  {*)  che  op^ni  altro  covariante  di  /, 
contenente  la  sola  serie  di  variabili  a;,  ,  x,  ,  hì  può  esprimerò  comò  fun- 
ziono razionalo  intera  dello  cinque  forme  /,  H,  T,  I,  J. 

7.  Biconoscere  che  le  cinque  forme  /,  H,  T,  »,  j  sono  legate  dalla  re- 
lazione : 

§  13.0  _  CoTariante  Jacobiano  dei  sistema  di  n  forme  n'*^ 

1172.  Siano  ^j  ,  /,  ,  ...  ,f^  n  forme  ir**"  fondamentali  qualìsivo- 
fCliano  contenenti  la  serie  di  variabili  x^  ,  x^  ^  ...  ,  a„.  Il  determi- 
nante formato  colle  derivate  prime  delle  f  rispetto  alle  singole 
variabili  : 


Kfììxi      (fiJjc^ 


(ni 


'n 


n 


\/n'x       \Tn)x 


... 


(fX„ 


clic  indicheremo  brevemente  con  J'  e  sì  chiama  il  Jacobiano  delle 
fx^f^ì  •••  ìfnì  ^  ^"  covariante  del  sistema  delle  forme  fondamen- 
tali fijfìi  •••  j  in* 

Per  dimostrare  ciò  ci  serviremo  del  principio  evidente  che  se 
il  i^rodotti)  di  due  forme  e  una  di  esse  godono  della  proprietà  in- 
varianfiva,  deve  godere  di  tale  proprietà  anche  V altra  forma.  Se 
dunque  £,  ,  E^  ,  ...  ,  5„  ;  >li  ,  >l2  ,  -.  ,  >iu  ;  -  •  ^j  ,  Wg  ,  ...  ,  oi,,  sono  n 
nuove  serie  di  variabili  cogredienti  (art.  1118)  alle  a*,  ,  Xg  ,  ...  ,  ac„, 
basterà,  per  dimostrare  quanto  si  è  asserito,  far  vedere  che  il  pro- 
dotto (**)  : 

J'{lr^  ...  w) 

è  un  covariante  ;  poiché  (5>i  ...  w)  ò  già,  come  sappiamo  (art.  1162), 
un  covariante. 

Infatti,  eseguendo  il  prodotto  dei  due  determinanti  J  e  (Srj...w) 
colla  regola  ordinaria  di  moltiplic«Mzione,  si  trova  subito  (cfr.  ar- 

(*)  Por  questa  dimo^jtrazìorie,  comò  per  1'  analoga  procedente,  si    veg:^a 

ro})Gra  tlol  Clcbsch:  Thcorie  der  bint'iren  algehraischen  Fonnen.  (Leipzig  1872>. 

(**)  D'ora  innanzi  scriveremo  por  brevità  (?rj...to)  in  luogo  di  ^=t^iTjj...w^. 


\ 
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ticolo  1145): 


(5>i  ...  w).J  = 


"^xiù  '  fi 


07(1) 
Xtù'li 


D.,.r^ 


D       f 


Kesta  così  dimostrato  quanto  si  voleva  :  poiché  il  secondo  membro 
è  un  aggregato  razionale  intero  di  forme  del  tipo  D^y/,- ,  D^y/",- ,...', 
e  ciascuna  di  queste  ò  già  per  so  stessa ,  come  si  è  già  notato 
(art.  1161),  un  covariante  assoluto. 

1173.  Per  determinare  il  peso  t  del  covariante  J,  basta  appli- 
care la  formola  dell'art.  1170.  Oppure  si  può  osservare  die,  es- 
Rendo  ($>;...  lo)- J  un  covariante  assoluto,  ed  essendo  (art.  116'J) 
il  fattore  (cri  ...  io)  un  covariante  di  peso  —  l,  il  secondo  fattore 
dev'essere  evidentemente  del  peso  t  =  1. 

Note  ed  Ssercizi. 


1.  So  si  hanno  tre  formo  ternario  /,  ,/,  j/s,  lo  tre  equazioni  : 

fii^i  ,  ^2  »  ^•3)^0  ,  f^{xi  ,  ^2  ,  x.;)^0  ,  /3(a!j  ,  acg  ,  x^'j^O        (a) 

rappresentano  tro  curvo  piano  in  coordinate  omogenee  x^  :  x.^:  x^  ^  q  Tequa- 
ziono  J=0  rappresenta  il  luogo  di  quei  punti  del  piano  lo  cui  retto  polari 
risipetto  allo  tre  curvo  (a.)  passano  per  uno  stesso  punto. 

2.  Se  le  forme  /,  ^  f^  ^f^  sono  quadratiche,  le  curve  (a)  sono  tro  coniche 
e  la  curva  J=:-0  è  una  curva  del  terzWdine.  Si  dimostri  che  «e  di  un  punto 
qualunque  di  .T  sì  prendano  le  polari  rispetto  alle  tre  coniche,  i-sae  s'incontrano 
in  un  altro  punto  della  stessa  J. 

8.  Dimostrare  che,  se  le  tre  coniche  hanno  un  triangolo  conjugato  in 
comune,  la  Jacobiana  si  spezza  in  tre  rette  coincidenti  coi  lati  di  quesito 
triangolo. 

4.  Dimostrare  che,  se  le  tro  coniche  hanno  due  punti  in  comune,  la  Ja- 
cobiana si  spezza  in  una  conica  e  nella  congiungentc  i  due  punti. 

5.  Se  dunque  si  considerino  i  cerclii  dei  piano  come  coniclie  passanti 
per  due  punti  fissi  (i  punti  ciclici  all'infinito);  (cfr.  pag.  575,  Nota  ?■)  e  si 
ricordi  che  la  Jacobiana  di  tre  curve  passa  (cfr.  pag.  582,  Nota  *ò^^)  per 
ogni  punto  comune  alle  tre  curve,  si  riconosco  subito  che  la  Jacobiana  di  tre 
cerchi  si  compone  della  retta  alVinfinito  e  di  un  cerchio.  Si  costruisca  l'eqiia- 
ziono  0  si  studino  lo  proprietà  di  quest'ultimo  cerchio. 

().  Biconoscero  che,  so  le  tro  coniche  appartengono  ad  uno  stesso  fascio, 
la  forma  Jacobiana  è  nulla  identicamente.  E  vera  la  proposizione   reciproca  ? 


§  14.0  —  CoTariante  Hesslano  di  ana  forma  n 


ria 


1174.    Essendo    ora    data    1'  unica    forma     n'^^    fondamentale 
fix^  ,  acj  ,  ...  ,  a?J,  si  consideri  il  determinante  : 

/il         /l2  •    •    •      I  in 

f    II      f    II  /•     " 

/21  I  :ài  .    •    .      1 2n 


H  = 


f    n    f    II  f    " 

Ini       Ini         •   t    •      /,i,| 
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(formato  colle  derivate  seconde /i;=D^D^/)  che  si  chiama  VHes- 

siano  di  f.  Vogliamo  dimostrare  che  H  è  un  covariante  di  f. 
Se  poniamo  per  un  momento  : 


si  può  scrivere  : 


11  = 


1  u  /• 


onde,  se  H  ,  y,  ,  . . .  ,  io  sono  anche  qui  n  nuove  serio  di    variabili 
affatto  indipendenti  fra  loro  e  dalla  serie  Xj  si  ha  : 


(5>J  ...  co)  •  H  = 


^oclfl      ^crlfi      •   •    •      ^a:'^n 


e  moltiplicando  ancora  per  (Er^  ...  io)  : 

(5^1...  co)-.  11=       ^a-ìi^V/       ^a:rP^rf      '••       ^^P^cJ      . 

I 

li  prodotto  ($>3  ...  lo)-. Il  è  dunque  un  covariante  assoluto,  poiché 
o^mi  elemento  dcirultimo  determinante  (polare  mista  di  f)  ò  un 
covariante  assoluto  (cfr.  art.  IKU).  Poiché  (?>;  ...  lo)^  è  un  cova- 
riante di  peso  —2,  si  conelude  così  che  11  ò  un  covariante  di /"  e 
che  il  suo  peso  è  uguale  a  2. 


Note  ed  Esercizi. 


1.  Dimoslraro  elio  la  curva  Hessiaiia  (HznO)  della  curva  piana  y\j*,  ,  ar^  , 
Tj,)  z_  0  passa  poi  punti  multipli  di  quest'ultima,  cioò  per  opni  punto  x,  : 
x^  :  Xg  dol  piano  che  soddi.-fi  simultaneamcnto  lo  equazioni  : 

A  =  0  ,  A  =  0  ,  A  -  0. 

2.  Se  fix^  ,5c^,jf3)j=0  ò  una  curva  di  ordine  m,  la  curva  dì  ordino  w-1 

.V/i   ♦  .V2A  +  //./a  '-'■  0 


81 

m 


i  dico  la  prima  polare  dol  punto  1/,  :.v^://3  ri^^petto  alla  curva  f=.0.  Si  di- 
iioj!*tri  che  la  llesHÌana  è  il  luogo  dei  punti  multipli  delle  prime  polari, 

H.  Più  p;cnoralniento  si  definisco  come  polare  k»»«  (o  di  ordine  m  — k)  del 
punto  j/,  :  1/.^  :  //.,  rispetto  alla  cui  va,  di  ordine  m.f{x^  ,  x^  ,  arj,)=:0,  la  curva: 
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Si  dimostri  cho  la  Ilessiana  di  una  curva  è  il  luogo  di  quei  punti  le  cui  co- 
niche polari  ri»peUo  alla  curva  ni  spezzano  in  due  rette, 

4.  Affinchè  una  forma  binaria  f(X|  ,  x^ì,  di  ordine  in,  ttia  la  potenza  m">o 
di  una  forma  lineare,  è  neeeseario  e  aufficiente  che  si  atmulli  identicamente  la 
tua  Heesiana. 

§  15.0  —  Sistema  completo  deg^riiiTariantl  simultanei 

di  due  forme  quadratiche  n*'^'^. 

1175.  Siano  : 

(lue  forme  quadratiche  m**'**  composte  colla  serie  di  variabili  x^  , 
x^  ,  ...  ,  x^^. 

Mediante  un'opportuna  sostituzione  lineare  delle  x^  ,  ... ,  x,^  con 
n  nnove  variabili  5i  ,  —  >  1,,»  si  potrà  ridurre  (art.  1126)  la  f  alla 
somma  dei  quadrati  delle  nuove  variabili,  cosicché  si  avn\: 

Fatto  ciò,  mediante  un'  opportuna  sostituzione  ortogonale  delle 
$,  ,  ...  ,  5„  in  altre  n  nuove  variabili  Xj  ,  ...  ,  X,, ,  si  potrà  ridurre 
(art.  1138)  la  seconda  forma  9  alla  somma  P,X/  -h  ...  -{■  pj^X^'^,  nel 
mentre  che,  per  V  ortogonalità  della  sostituzione,  si  avrà  anche  : 

r  =  5i-  +  5,*  +  ...  +  S,»  =  x,2  +  x,«  +  ...  +  x,,^ 

Pertanto:  esiste  una  sostituzione  lineare  delle  x,  ,  . . .  ,  x^^  nelle 
X,  ,  ...  ,  X,,  per  la  quale  le  due  forme  quadratiche  f ,  9  assumono 
la  forma: 

f=x,2+X2H  ...  -fx,2  ,  9=?^Xi*+?,x/+ ...  +?,x„^ 

1176.  Supponiamo,  per  maggiore  simmetria,  che  mediante  la  so- 
stituzione lineare  : 

^1  =  YuXi  +  TiiiXa  +  ...  +  Ti/»^« 
C^) 

le  due  forme  quadratiche  (1)  prendano  la  forma  : 

/^=A,Xi2-fA,X,^+...+A,X,^  ,  9=B,X,2+B,X,H  ...  }  B,X,,S  (1)' 

cosicché  resteranno  evidentemente  disponibili  altre  n  condizioni 
da  imporsi  arbitrariamente  alle  y,-,-. 

Sostituendo  in  (l)  le  espressioni  (2)  e  ideutilìcando  quindi  le  (1) 
colle  (1)',  si  ottengono  per  le  fo'  ^®  seguenti  equazioni: 

•  •  .  • 
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Se  poniamo  per  breviià  : 

rt,!»!  +  a^^x^  +  ...  +  a^^^x^  =  fi{x^  ,  x^  ,  ...  ,  x„) 

le  (.^)  si  possono  scrivere  : 

Ti|jLri(Tiv  >  Tav  i  •••)  "^  T2|i92(Tiv  »  Tiv  »  •••)  +  —  =  0 , 
d'onde  appare  che,  fissato  a  piacere  il  valore  di  v,  dev'essere: 

?i(Tiv  >  T2v  '  •••)      tavTiv  >  T2v  j  •••) 
Si  ha  dunque  il  sistema  delle  n  equazioni: 

(«11  -  '''^ii)Tiv  -^  («12  -  'A2)T2v  +  ...  =  0 

(«21  -  '^-^sOTiv  +  («22  "  ''^22)T2v  -H   ...  =  0 


(3)' 


(5) 


(«,.1  --  >^^«i)Tiv+  («.*2-  '^^«2)Y2v  +   ...  =  0 


(6) 


dal  quale  segue  : 


«21  ~"  ^"^21       «22  ~  ''^jf2       •    •    •       «2/1  —  '*^2« 
«i»!"  '"^/tl       «i*2~"  ^'^/*2      •    •    •       ^un'~  ^^nn 


=  0. 


(7) 


Se  À,  ,  )2  ,  .  .  .  ,  X,,  sono  le  u  radici  di  quest'  ultima  equazione 
(corrispondenti  risp.  ai  valori  1  ,  2  ,  ...  ,  u  dell'indice  v),  le  equa- 
zioni (G)  moltiplicate  risp.  per  Yj^  ,  v^^  ,  ...  ,  7,,^ ,  sommate  quindi 
membro  a  membro  e  paragonate  colìc  (3)  e  (4)  ci  danno  : 


A,  -  X,B,  =  0  ,  A,  -  /2B.  =  0  ,  ...  ,  A,,  ~  X,,B,,  =  0. 

1177.  Sia: 

Eo  -  E^X  t  E;/.2  -  ...  ±  E,/'*  =  0 


(8) 


(7/ 


l'equazione  i7)  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  dì  X.  Poiché 
il  primo  membro  di  (7)  altro  non  ò  che  il  covariante  Hessiano 
della  forma  /'-f-X:p  (la  quale  si  cangia  in  /",  -H  X9,  per  una  trasfor- 
mazione lineare  che  cambi  f  in  f\  e  5  in  9,),  si  riconosce  agevol- 
mente che  /  coefficienti  Y\  ,  E,  ,  ...  ,  E.^  sono  altrettanti  invarianti 
simultanei  delle  due  forme  fondamentali  f  e  9. 
In  particolare  : 


un 


w 


'Mtro  non  sono  che  i  loro  rispettivi  discriminanti. 

1178.  Supporremo  ora,  come  ò  sempre  lecito  (art,  1175)^  che  sia 
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Bi=B2:r,..=B,j=l,  cosicché  le  (8)  ci  danno  A^^X,  ,  A2=X2,...,  A^=X„ 
e  per  conseguenza  la  trasformazione  (2)  fa  prendere  ad  /"  e  e  la 
forma  : 

MjXjHi^Xa'-h  ...  -hX„X,,8  ,  9=X,2+X2H  ...  +XJ.  (10) 

Se  A  =2=^  TuT22  •••  Tmu  ^  ^^  modulo  della  trasformazione  linea- 
re (2)  cosi  detcrminata  ed  E'„  è  lo  stesso  invariante  E„  costruito 
per  la  trasformata  dì  9,  si  dovrà  avere,  essendo  E^  (art.  1164)  di 
peso  2  : 

E'„  =  A2.E„,     d'onde     A«E,.  =  1,  (II) 

poiché  per  la  forma  (10)  di  9  si  ha  evidentemente  E'„  =  1. 

1179.  Ciò  premesso,  sia  ora  J(rt,-,  ,  a,2  ,  ...  ;  i,i  ,  ^2  ^  ..  )  un  inva- 
riante simultaneo  qualunque ,  di  peso  i ,  delle  due  forme  fonda- 
mentali f  e  9.  Per  la  proprietà  fondamentale  degl*  invarianti  si 
avrà,  tenuta  presente  la  (11): 

^11  >  ^12  >•••'  ^In  5  ^11  »  ^12  f*i  ^in 
^21  y  ^22  V>  ^*2n  1  ^21  ;  ^22  »*"7  ^2u 


^^nì  )  ^fi2  y"ì  ^nn  ì  ^nl  ;  ^/i2  r"i  ^ 


ntì 


=  E^-«.J 


(\  ,0  ,...,0  ;  1  ,0,...,  OV 
0  ,  X2  ,..-,  0  ;  0  ,  1  ,...,  0  1 
0  ,  0  ,...,  X„  ;  0  ,  0  ,...,  1  / 


Il  secondo  membro  di  quest'eguaglianza  è  una  funzione  intera, 
evidentemente  simmetrica;  dello  71  radici  della  (7)'.  Essa  ci  dice 
dunque  che  ogui  invariante  simultaneo  J  (ovvero  il  suo  quadrato, 
se  il  peso  di  J  sia  dispari)  si  può  esprimere  sotto  la  forma  : 

•^  -  E~* ^  ^ 

essendo  k  un  esponente  intero  ed  F  simbolo  di  una  funzione   in- 
tera a  coefficienti  numerici. 

1180.  Noi  possiamo  però  dimostrare  che  la  F(Eo  ,  E^ ,  .  .  .  ,  E^) 
dev'essere  identicamente  divisibile  per  E,,*.  Infatti  si  può  sempre 
scrivere  : 

F(Eo  )  E,  ,  ...  ,  E,J=E,j.F,(E(j  ,  Ej  ,  ...  ,  EJ+F2(Eo  ,  ...  ,  E^.j) , 

separando  quei  termini  di  F  che  contengono  il  fattore  E„  da  quelli 
che  non  lo  contengono  ;  onde  si  avrà  fra  le  Gìj  e  bf^t^   V  identità  : 

F2(Eo  ,  ...  ,  E„_i)  =  E,,  J  -  E,,«Fi(Eo  ,  E,  ,  ...  ,  EJ. 

Dalla  condizione  E^- 0  imposta  alle  a^-  ,  hf^J^  seguirebbe  dunque 
necessariamente  Fg(Eo  ,  ...  ,  E„_i)--0.  Ora  ciò  ò  assurdo,  poiché  gli 
n-f  l  invarianti  simultanei  E,,  ,  Ej  ,  . . .  ,  E^,  sono  fra  loro   indipen- 
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(lenti  (come  mostreremo  fra  poco),  cioè  possono  assumere,  dispo- 
nendo opportunamente  delle  a^j ,  bf^J^ ,   altrettanti  valori    fissati   a 
piacere  indipendenti  fra  loro. 
Sarà  dunque  identicamente  (cioè  qualunque  siano  le  Zq  ,  z^  ,.•,  z,^^^): 

^2(^0  f  ^1  f  •••  '  ^n— 1)  ~  ^> 
cosicché  la  (12)  prende  la  forma  più  semplice  : 

Procedendo  ora  allo  stesso  modo,  si  finirà  per  concludere  che 
il  covariante  simultaneo  J  si  può  sempre  esprimere  come  vna  fun- 
zione razionale  intera,  a  coefficienti  numerici^  degli  n-i-1  invarianti 
Eq  ,  Ej  ,  ...  ,  E^. 

1181.  Imaginiamo  di  prendere  come  caso  particolare: 
«<,  =  ^i  7  ^ii  =  ?i  I     e  per    i  ^j  :  a^j  =  ò^.  =  0, 
essendo  a^  ,  ...  ,  a,^  ,  3i ,  .*•  ;  ^^  ^^^  numeri  arbitrarli. 

Sostituendo  questi  valori  nel  determinante  (7) ,  si  vede  che  in 
questo  caso  si  avrà  identicamente  rispetto  a  X  : 

Eq  —  E|A  +  EjA"  +•  ...  =t  E,jX 

=  |A(À,  -  X)(X2  -  X)  ...  (X,,-X) 

ìr  —  rii^i"*  Vn    ì     ^\  "  n      ì  '••  ì  '^n  "^   o   ' 

Pi  Vn 


dove  : 


Scegliendo  opportunamente  le  a  e  g ,  si  potrà  dunque  fare  in 
modo  che  i  numeri  ;jl  ,  X,  ,  ...  ,  X„ ,  e  quindi  anche  i  numeri  E^  , 
Ej  ,  ...  ,  E„  ,  assumano  dei  valori  fissati  ad  arbitrio,  come  restava 
a  dimostrare. 


F  I  N  E. 


e    « 

\ 


